3.2 Methoden zum Auffinden von Schatzern

Manchmal ist es sehr einfach, intuitiv zu entscheiden, wie ein Parameter geschatzt
werden soll. Fiir gewohnlich ist es sinnvoll, einen Parameter durch dessen Stich-
probenversion zu schitzen. So ist das Stichprobenmittel eine gute Schatzung fiir
das Populationsmittel.

Fir komplexere Modelle werden generelle Methoden bendtigt, um Parameter
zu schatzen. Wir diskutieren nun die Momentenmethode, Maximum Likelihood
Schatzer, und Bayes Schatzer.

3.2.1 Die Momentenmethode

Dies ist das alteste Verfahren (Karl Pearson, Ende des 19. Jahrhunderts) und auch
sehr einfach in der Anwendung. Oftmals liefert diese Methode jedoch Schatzer
die noch verbessert werden miissen.
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Sei X1, ..., X, eine Stichprobe aus der Population f(x|01,...,60;). Schatzer nach
der Momentenmethode findet man, indem man die ersten k£ Stichprobenmomente
m; den ersten k Populationsmomenten ,LL;- gleichsetzt und dieses Gleichungssystem
simultan [8st. Definiere empirische und theoretische Momente (“um Null")

1 n
:-E X I — E(X!
ml ni:1 7 :ul ( )
1 n
:—§ :X-Q I — E(X?
mo ni:1 i Ho ( )
1 n
my, = — 2-1: XF, iy, = E(X")

Die 11 sind typischerweise Funktionen der Parameter, also u); = p’(01,. .., 0).

89



Die Momentenschatzer (61, . .

,ék) erhalt man daher durch Losen von

|
5

mi

I
=
N

mao

mi = (G- 0)
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Beispiel 3.2.1: Seien X1,..., X, iid Normal(u, 0?), i und o2 unbekannt.

1 n
ml:EZXia py = p
i=1
1 n
mQ:EZng :LL,2:U2+ILL2-
i=1

Daher losen wir

_ 1 — o
X =g und E;szaz—i—,f
1=

nach (fi,52). Dies liefert

_ 1 s 1 _
=X und 2==S"X2_X'==S (X, -X)2.
[



Beispiel 3.2.2: Seien X3,..., X, iid Binomial(k, p), wobei sowohl p als auch k
unbekannte Parameter sind. Dieses Modell wird beispielsweise zur Schatzung von
Dunkelziffern bei Verbrechensraten oder Epidemien eingesetzt. Dann beschreibt p
die Meldewahrscheinlichkeit und & die tatsachliche Anzahl.

Wegen E(X) = kp und var(X) = E(X2) — E*(X) = kp(1 — p) folgt

X = kp

1 S,

=) X7 = kp(1—p)+ (kp)’
also 5 —
. G XP X L (Xi - X)?

= T X

und somit
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Weiters ergibt sich wegen k= X /p noch
72

Fee— _
X_HZi(Xi_X)2

Interessanterweise gilt auch hier

~

_Y
P=7

was dem Schitzer X /k (relative Hiufigkeit) bei k& bekannt entspricht.

Dies sind nicht die bestmoglichen Schatzer. In der Praxis kann 7%, und somit auch
P, auch negativ sein. Dies ist gerade dann der Fall wenn X < S? gilt, also wenn
eine groBe Datenvariabilitat vorherrscht. Der Bereich der Schatzer stimmt hier
nicht mit dem zulassigen Bereich der Parameter iiberein!
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Die Momentenmethode kann jedoch sehr wertvoll bei der Approximation der
Verteilung von Statistiken sein (moment matching). Hierbei werden die Momente
von Verteilungen angeglichen.

Theoretisch konnen die Momente der Verteilung einer beliebigen Statistik jenen
einer beliebigen Verteilung angeglichen werden. In der Praxis wird man jedoch
ahnliche Verteilungen dazu heranziehen.

Beispiel 3.2.3 (Satterthwaite Approximation): Betrachte zwei unabhangige

Zufallsstichproben X4,...,X,, Y1,...,Y,, mit X; i Normal(u, 0%), Y; 1

Normal(u, 0% ). Wir wollen die Verte|lung von X —Y studieren und erhalten dafiir

X-Y
o2 o2
\/XJr Y
n m

Die Parameter 0% und o% sind unbekannt.

~ Normal (0,1) .
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Wie schon bei der Definition der t-Verteilung werden diese durch Schatzer ersetzt.
Die Schitzer S% und SZ sind erwartungstreu fiir 0% und o% und es gilt

Yi=(n-1)Sx/ox ~xp1 und  Ya=(m—1)Sy/oy ~ X1

Es ist daher nahe liegend, die GroBe

52 S2
X Y
+
n m
5 5 = a1Y1 + azYs
Ox , Oy
_|_
n m
naher zu betrachten, wobei
1 0% 1 o%
a nn—1 a mm — 1
1 — "3 2 27— " 2
% N oy 5% n oy
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Wir untersuchen also, wie die Linearkombination von unabhingigen y?-verteilten
Variablen verteilt ist, zumindest approximativ.

Es ist bekannt, dass fiir die Summe von unabhangigen Y; n X

coi=1,...k,
gilt

T

k
E;Y ~ X3
P

Satterthwaite interessierte sich fiir die Verteilung einer gewichteten Summe und
nahm an, dass dafiir approximativ gilt

k 2
Xv
g a;Y; ~ =—.
- 1%
=1
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Da X von S% und Y von S% unabhingig sind, kann die Verteilung von

X-Y
0'2 0'2 —_— —

\/YX—I-WY_ X—-Y  Normal(0,1)
SX 4 5% \/53( . 52 VX3V
UT; :; n m

R

durch eine t,-Verteilung approximiert werden. Den Freiheitsgrad v schatzt man
mit der Momentenmethode. Da E(x2/v) = 1 muss

Dies liefert nur eine Bedingung an die a;, jedoch keine Schiatzung von v. Bemerke,
dass diese fiir unseren Fall a1(n — 1) + as(m — 1) = 1 erfiillt ist.
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Wir betrachten nun auch das zweite Moment und erhalten die notwendige
Ubereinstimmung

2
k 2\ 2 2 2 2
! XI/ XI/ 2 XI/ 2V 4 2
E E .Y =F (&2 = == E°l &~ )| =—+4+ —=—+1.
<¢1a > <V> Var(y>+ <V> V2+V2 V+

Dies liefert nun 5

5 .
E (Zz a;Y;)" —1

Schatzt man das zweite theoretische Moment um Null mittels Momentenmethode,

d.h. man lasst den Erwartungswert einfach weg, so folgt

UV =

2
(Zz ain&’)2 —1

ein Schatzer der auch negativ werden kann und daher nicht immer brauchbar ist.

I
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Satterthwaite ging weiter und studierte im nachsten Schritt das Verhalten von

E (ZZ aiYi>2 var ZZ azYz) + E? (Zz aiY;)

Die letzte Identitdt resultiert aus der Bedingung E(} . a;Y;) = 1. Wir verwenden
noch einmal E(>; a;Y;)? = 2 + 1 und erhalten die Identitat

var (3~ a;Y;) 2 E* (3, a:Ys)

+1=—-—+41 = v =2

E* (>, a:Ys) v var (3, a;Ys)
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Da E(Y;) = r; und wir schreiben kénnen var(Y;) = 2r; = 2E%(Y;) /r;, folgt

k
var <Z a; ) = Za?var = 22&2E2 ) /T

1=1 1=1

Momentenschatzung bedeutet wiederum Weglassen der Erwartungswerte. Da-

durch resultiert
) 2
(£

UV = 3 2 ,
>, 2y
i=1 T4

was nun immer positiv und noch heutzutage weit verbreitet ist.
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Fiir das motivierende Beispiel mit ry =n —1, 79 = m — 1 und

103( 1 O'%/
4y = nn—1 a_mm—l
— 2 2 2= "9 2
o o o o
X Y X Y
— + — +
n m n m

sowie Y1 = (n — 1)5% /0%, Yo = (m — 1)5% /0% gilt

1 o% Sy 1
a_%Yz _ n*(n—1)2 1 (n—l)QSEL(: n? n—1
ry (iJri)Q n—1 o5 (ﬁ+ﬁ)2
. Sy 1
Gy2 _ m®m-—1
5 =

.
"2 (iJri)
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Somit ist der Nenner von v

( 2 2\ 2
1=1 T (UX —+ UY)
m m
Weiters ist
2
1 o% ng
_ 5 ~MX
V. — nn —1 (n_l)SX_ n
arrp = o2 o2 D) T 52 o2
°’x 4 7y Ox °’x 4 %y
n m n m
Sy
_ m
CLQYQ = 5 5
9x + 9y
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Fir den Z3hler von U resultiert daher

2
(%
n m

9 2
Za’iYi - 2 2\ 2 °
i=1 (U_X 4+ U_Y)

Somit folgt fiir den Freiheitsgrad der von 0% und o2 unabhingige Schitzer

52 G§2\°
()
B n m
S8y 1 +S§; 1
n? n—1 m?2m-—1

v
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3.2.2 Maximum Likelihood Schatzer

Dieses Verfahren ist sehr popular. Sei Xi,...,X,, eine Zufallsstichprobe mit

Dichte- oder Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x|61,...,0k), dann ist die Likelihood
Funktion definiert durch

n

L(Ox) = L(01, ..., Oklz1, ..., 20) = | | f(2:16).

1=1

Definition 3.2.1: Fiir jeden Stichprobenpunkt x sei 0(x) ein Parameterwert fiir
den die Likelihood Funktion L(8|x) ihr Maximum in @ fiir festes x erreicht. Der
Maximum Likelihood Schatzer (MLE) fiir den Parameter @ basierend auf die
Stichprobe X ist 8(X).

Bemerkung: Diese Konstruktionsmethode sichert, dass der Bereich des MLE
Identisch ist mit dem Bereich des Parameters.
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Problem: Maximiere eine Funktion. Das globale Maximum ist zu finden und es
ist zu priifen, ob dies auch wirklich das globale Maximum ist.

Falls L(6|x) differenzierbar in 6;, dann sind die moglichen Kandidaten fiir den
MLE jene Werte von 6, fiir die gilt

0
—L = =1,...,k.
GO =0, =1,

Dies ist eine notwendige Bedingung aber nicht hinreichend! Damit findet man nur
stationdre Stellen im Inneren des Definitionsbereiches von L(0|x).

Falls Extremum am Rand auftritt, dann kann diese Ableitung dort auch ungleich
Null sein. Deshalb muss dieser Rand separat gepriift werden.

Die Ableitung ist Null fiir lokale oder globale Minima oder Maxima oder fiir
Wendepunkte.
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Beispiel 3.2.4 (Normal Likelihood): X3,..., X, iid Normal(6,1), 6 € R,

n

L(Olx) = [J2m) /2 exp [~z — 0)] = <27r>”/2exp[ ) <:cz~—e>2].

=1

Weiters resultiert

SEL(O1x) = (2m) "2 exp [—%Zm - e>2] (-2 [—%Zm - e>]
und es gilt

9, - .1 _

S L0x) =0 = ;(ati—ﬁ):() — = gz:: .

Dies ist die einzige Lésung von ) _.(z; —6) = 0 und somit Kandidat fiir den MLE.
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Weiters ist die zweite Ableitung

2
o

962 (2m) 2

(01x)

2(557;—9)] exp [—% (:cz-—H)Q] +exp [—%Z(xi—e)Ql (—n)

1=1

— —ninh=1
negativ in 8 = . Somit ist der einzige Extremwert im Inneren, Z, ein Maximum.

Ist = ein globales Maximum? Dazu miissen die Rander gepriift werden. Nun ist

lim L(A|x)= lim L(O|x)=20

60— —o0 0— 400

und T daher auch globales Maximum und somit der MLE!
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Alternativ gilt mit Satz 1.2.1 (a)

n

D (xi—0)*> Z(l‘i —z)°

i=1
mit Gleichheit nur fiir 6 = z. Damit gilt fiir jedes 6 € R

n

exp [% (@ — 9)2] < exp [%

1=1

(z; — $)2]

i=1
und X ist der MLE fiir 6.

Bemerkung: Es ist fast immer einfacher mit log(L(0|x)) zu arbeiten, der Log-

Likelihood Funktion. Dies ist moglich, da die log-Funktion monoton wachsend in
(0, 00) ist. Daher hat L(0|x) dieselben Extrema wie log(L(8|x)).
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Beispiel 3.2.5 (Bernoulli MLE): Seien X,..., X, iid Bernoulli(p) Variablen,
jetzt mit 0 < p < 1. Hierfiir gilt

1=1

Mit y = > . x;, 0 <y < n, folgt dafiir L(p|x) =p¥Y(1 —p)" Y, bzw.

log L(p|x) = ylogp + (n — y) log(1 — p).

Sei 0 <y < n:

J y n-—y
—log L(p|x) == — :
7 (p[x) b1,

Dies ist Null wenn

S |<

yA—=p)=Mn—-yp < P
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Wegen
” 1 Lpx)=—2 - 279 <0 inp=y/
- = — — | = n
opr o p* (1-p) e
ist p eine Maximalstelle. Da L(0|x) = L(1|x) = 0, ist es ein globales Maximum.

Sei y € {0,n}:

| nlog(l—p) fallsy =0 (monoton | inp=p=0=y/n)
log L(p[x) = { nlogp falls y = n (monoton 1 inp =p=1=1y/n)

Also ist der MLE fiir p generell (fiir alle y)

§|*—‘

Z

Somit ist auch der Parameterraum 0 < p < 1 dquivalent mit dem Bereich fiir den
MLE, 0 <p < 1.
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Beispiel 3.2.4 Fortsetzung: Seien Xi,..., X, iid Normal(f,1), und sei 6 > 0
(Restricted Range Normal Likelihood). Maximiere nur iiber den eingeschrankten
Bereich 6 > 0 der Parameterwerte! Mit 0 < ¢g folgt als Likelihood Funktion

n

L(0]x) = cpexp [—% (x; — 9)2] : fir 0 > 0

i=1
Da exp [—3 > i (z; — 0)*] = exp (—35 >y z7) exp (—3nb? 4+ nbzT), folgt
L(0]x) = c1(x) exp (—2nd” + ndT) , fir >0, mit 0 < c1(x).

Falls * > 0: wie vorher gezeigt resultiert MLE 0 = X, aber

fiir Z < 0 ist L(0]x) monoton fallend in 6 fiir @ > 0 und somit maximal in § = 0.

Restricted MLE: - _
é—{ X falls X >0

0 falls X < 0.
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Invarianzprinzip des MLE

Die Population ist durch den Parameter 6 indiziert. Wir sind aber interessiert,
eine Funktion von 6, z.B. 7(), zu schatzen.

Die Invarianzeigenschaft ist eine niitzliche Eigenschaft von MLEs und sagt aus,
dass der MLE von 7(6) gerade 7(0) ist, wobei 8 den MLE von 6 bezeichnet.

Ist die Abbildung 6 — 7(0) eineindeutig (fiir jeden Wert von 6 gibt es einen
eindeutigen Wert von 7(60) und umgekehrt), gibt es kein Problem. Dann macht
es keinen Unterschied ob wir die Likelihood Funktion als Funktion in 6 oder in
7(0) maximieren. Wir bekommen in beiden Fallen dasselbe Ergebnis.
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Sei dazu 7 = 7(0), und die Funktion 7(-) eineindeutig. Dann ist die inverse
Funktion 771(n) = 0 definiert und die Likelihood Funktion zu 7(6) (als Funktion
in 1 geschrieben) ist

L*(nlx) = H f@ilm () = L=~ (n)|x).

Somit folgt auch

sup L*(n|x) = sup L( 7 (n)[x) = sup L(0]x)
n n

und das Maximum von L*(n|x) wird in n = 7(6) = 7(0) angenommen. Also ist
der MLE von 7(6) gerade 7(0).
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Jedoch tauchen technische Probleme auf, falls die Abbildung 6 — 7(6) nicht
eineindeutig iSt, z.B. ’7'((91) = ’7'((92) =1 fur (91 7é 92.

Wollen wir z.B. 6?, das Quadrat eines Populationsmittel, schitzen, so ist die
Abbildung 6 — 62 nicht eineindeutig. Hier ist es notwendig, fiir 7(6) eine allge-
meinere Definition der Likelihood Funktion zu verwenden, die fiir 7(0) definierte
induzierte Likelihood Funktion

L*(njx) = sup L(f|x)
{6:7(6)=n}

Den Wert 7, der L*(n|x) maximiert, nennt man MLE von n = 7(#), und es ist
ersichtlich, dass die Maxima von L*(n|x) und von L(f|x) libereinstimmen.
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Satz 3.2.1: (Invarianzeigenschaft des MLE) Falls 0 der MLE von @ ist, dann
ist fiir jede beliebige Funktion 7(0) der MLE 7(6).

Bemerkungen:

Verwendet man das Invarianzprinzip, so ist es sofort klar, dass z.B. der MLE von

1? gleich X ist. Oder fiir die Standardabweichung einer Binomial(n, p) Verteilung
resultiert als MLE +/np(1 — p) mit der relativen Haufigkeit p.

Natiirlich halt das Invarianzprinzip auch im multivariaten Fall. So ist der MLE
von 7(01,...,0;) gleich 7(01,...,0%).

Ist @ multivariat, dann muss zur Berechnung des MLEs eine Funktion in mehreren
Variablen maximiert werden. Ist die Likelihood Funktion differenzierbar, so ent-
spricht das Nullsetzen aller partiellen Ableitungen nur der notwendigen Bedingung
fir ein Extremum im Inneren. Um zu priifen, ob es sich dabei um ein Maximum
handelt muss die Matrix aller zweiten Ableitungen bestimmt werden was haufig
sehr aufwendig ist. Eine sukzessive Maximierung ist dann gewohnlich einfacher.
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Beispiel 3.2.6: Seien X1,..., X, iid Normal(u,c?), mit  und 0% unbekannt.

L(p,0%|x) = (2m0?) "2 exp [—2; inl(:vz- - u)2]
log L1, 0%x) =~ log(2) — L log(o?) ~ -5 <:c oy
Als partielle Ableitungen erhalt man
SR = Yt
%log L(p,0’lx) = —gglg + 2(174 zn;(:v — )’

n ~)2

Nullsetzen liefert i =7 und 62 = 3" | (z; — f)>.
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Priifen, ob dies ein globales Maximum ist. Wegen

> o 2 3 (o~ 3
i=1 i=1
folgt fiir einen beliebigen Wert von o2 > 0
2\—n/2 RSN —\2 2\—n/2 RN 2
(2mo) exXp | —5 5 (x; —2)*| > (2wo”) eXp | 5 5 Z(ﬂfz — ) .
i=1 i=1

Die linke Seite nennt man Profile-Likelihood Funktion fiir o2. Sie hingt nur
noch von o2 ab. Die Maximierung wurde daher auf ein eindimensionales Problem
reduziert.
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Es verbleibt zu priifen, ob
Le(o*lx) = (0%) "/ exp [2 > (i - @2]

ein globales Maximum hat in 6% = = 3" (x; — T)?. Da fiir diesen Term

lim Lp(c?|x)= lim Lp(c?x)=0
o2—0 02— 00

gilt, ist
N, .
X, =) (X;—X)°
(Fa8e-)
der MLE von (u, 0?) unter Annahme einer Normalverteilung.
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