2. Prinzipien der Datenreduktion

Man verwendet die Information in einer Stichprobe X1, ..., X,,, um statistische
Inferenz iiber einen unbekannten Parameter zu betreiben. Falls n groB ist, so ist
die beobachtete Stichprobe x4, ..., x, eine lange Liste von Zahlen die nur schwer

zu interpretieren ist.

Man mochte die Information in dieser Stichprobe zusammenfassen, indem man
einige besondere, zentrale GréBen bestimmt (Statistiken, also Funktionen der
Stichprobe). Beispielsweise kdnnte man empirisches Mittel und Varianz, Minimum
und Maximum verwenden, um die Eigentiimlichkeiten der Stichprobe damit zu

charakterisieren.
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Sei jetzt X = (X1,...,X,) und x = (z1,...,x,) die beobachteten Werte.

Jede Statistik 7'(X) definiert eine Form der Datenreduktion oder Datenzusam-
menfassung.

Verwendet man den beobachteten Wert T'(x) anstelle der gesamten beobachteten
Stichprobe, so wird man 2 Stichproben x und y als identisch behandeln, falls
T(x) =T(y) gilt; obwohl sich die tatsdchlichen Werte z1,...,x, von y1,...,y,
unterscheiden.
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Datenreduktion in Termen einer Statistik kann auch als Partitionierung des
Stichprobenraums \ gesehen werden. Sei

T={t:t="T(x) fiir beliebiges x € x}

das Bild von x unter T'(x). Dann partitioniert T(x) den Stichprobenraum in
Mengen A;, t € 7, mit
Ay ={x:T(x) =t}.

Die Statistik fasst nun alle Daten zusammen und zeigt nur an, dass
T(x)=t<=x€ A;.

Wir interessieren uns fuir Reduktionsmethoden, die keine bedeutende Informatio-
nen iliber den unbekannten Parameter 6 vernachlassigen.
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2.1 Das Suffizienz-Prinzip

Eine suffiziente Statistik flir den Parameter 0 ist eine Statistik, die alle relevante
Information der Stichprobe iiber 6 beinhaltet. Jede zusatzliche Information in der
Stichprobe ware fiir 6 irrelevant.

Suffizienz Prinzip: Falls T'(X) eine suffiziente Statistik fiir 6 ist, dann sollte
jegliche Folgerung iiber 8 von der Stichprobe X nur von T'(X) abhdngen. Dies
hat zur Folge, dass fiir zwei Stichprobenpunkte x und y mit T'(x) = T(y)
die Folgerung iliber @ dieselbe ist, unabhingig davon ob X = x oder X =y
beobachtet wurde.

Definition 2.1.1: Eine Statistik 7'(X) ist suffizient fiir 6, falls die bedingte
Verteilung von X, gegeben der Wert von T'(X), nicht von 6 abhangt.
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Direkte Konsequenz:

Satz 2.1.1: Bezeichne p(x|f) die gemeinsame Dichte oder Wahrscheinlichkeits-
funktion der Stichprobe X und sei ¢(¢|f) die Dichte oder Wahrscheinlichkeits-
funktion von T'(X). Dann ist T'(X) eine suffiziente Statistik fiir den Parameter
0, falls fiir jedes x im Stichprobenraum der Quotient

p(x|0)
q(T'(x)|0)

konstant ist, als Funktion in 6 betrachtet.

Damit ist es moglich zu verifizieren, ob eine Statistik T'(X) suffizient ist fiir einen
Parameter 0.
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Beispiel 2.1.1: Seien X;,..., X, iid Bernoulli(#)-Variablen, mit 0 < 6 < 1.
Frage: ist T'(X) = > . X; suffizient fiir 67
Bekannterweise ist T'(X) ~ Binomial(n, ).

Sei t =) . z;, dann gilt

p(x|0) [l 0% —0)==  gXimi(l — g)i(1-)
(TR0 (I 0t (o )em (- g
1
(x72)

was konstant ist in 6. Daher ist T'(X) eine suffiziente Statistik fiir 6.
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Beispiel 2.1.2: Seien X1,..., X, iid Normal(u, 0?), mit 0 < 0% bekannt.
Zeige, dass T'(X) = X suffizient ist fiir u.

pxln) = f(xm):H(2m2)‘”2exp{—<xi‘“> }

202
=1

( n
_ 2\ —"1/2 B (x5 — p)?
= (2n0°) exp <\ ;:1 52 }

( n
= (27r02)_n/2 exp § — Z%(ﬂjz — T+ T — ,u)Q}
. =1

= (270?) 2 exp 1 _ L [Z(:{:Z —7)* +n(T — ,u)2] } :

da ) ;(zi —7)(T —p) = (T — p) )_;(z:i —T) =0 gilt.
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Weiters gilt bekanntlich X ~ Normal(u, 0?/n), also

a(ali) = (2n% ) 2 exp { @ |

Wir erhalten somit fiir 6 = u

f(x|0 _ e 1 < _
T = e WZ@XP{‘W H(%‘W}’

was wiederum konstant ist in p.

Es ist ziemlich unhandlich, die Definition einer suffizienten Statistik unter einem
Modell zum Auffinden einer solchen zu verwenden. Der nichste Satz (Halmos und
Savage, 1949) erlaubt das Finden einer suffizienten Statistik, indem die gemein-
same Dichte- oder Wahrscheinlichkeitsfunktion der Stichprobe naher betrachtet
wird.
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Satz 2.1.2: (Faktorisierungssatz) Sei f(x|#) die gemeinsame Dichte oder Wahr-
scheinlichkeitsfunktion einer Stichprobe X. Eine Statistik 7'(X) ist eine suffiziente
Statistik fiir 8, genau dann wenn Funktionen g(¢|6) und h(x) existieren, sodass
fiir alle Stichprobenpunkte x und fiir alle Parameter 6 gilt

f(x[0) = g(T(x)|0) - h(x) .

Verwende Faktorisierungssatz zur Konstruktion von suffizienten Statistiken:

Beispiel 2.1.2 (Fortsetzung): X; < Normal(u, 02), mit 0 < o' bekannt.

Gemeinsame Dichte

F(x|m) = (270%) "% exp {—Qi > (i - @2} exp {—5(7 = 1)*}

’L:l \ . J/

\ .

h ~ g(T it T(X)=X
h(x) unabhingig von p 9(T'(x)|p) mit T'(X)
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Satz 2.1.2 erfordert, dass die Identitdt f(x|0) = g(T'(x)|0)h(x) fiir alle x und 6
hilt. Falls die Menge der x, fiir die f(x|f) positiv ist, von 6 abhingt, dann ist
Vorsicht geboten. Die Funktionen h(-) und ¢g(-) miissen derart definiert sein, dass
ihr Produkt gerade dort Null ist wo auch f(-) Null ist.

Beispiel 2.1.3: X, ..., X, iid aus der diskreten Gleichverteilung auf {1,2,...,0}.
Der Parameter ist daher ein positiver Integer und die Wahrscheinlichkeitsfunktion

eines JX; ist
1/ fallsz=1,...,60
f(z]0) = { 0 sonst.

Als gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion von x = (x1,...,x,) ergibt sich

0" x;,€4{1,...,0}furt=1,...,n
f(x|0):{ 0 sonstt{ }

Die Einschrankung “x; € {1,...,0} fir i = 1,...,n" kann ersetzt werden durch
‘v, € {1,2,...} firi =1,...,n, und max;(z;) < 0". Der Teil "z; € {1,2,...}
fire=1,...,n" ist darin unabhangig von 6.
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Wir definieren T'(x) = max;(x;)

B 1 x;e{l,2,...}firi=1,...,n
hx) = { 0 sonst
0~ t<46
g(t\@) - { 0 sgnst

und die Faktorisierung
f(x|0) = g(T'(x)|0)h(x)
halt fiir alle x und 6.

Die groBte Ordnungsstatistik 7'(X) = max;(X;) ist somit suffizient fiir den
Parameter 6.

Klarer wird dies noch mittels Indikatoren.
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Bezeichne N = {1,2,...} die Menge positiver Integer und sei Ny =

{1,2,...

Die gemeinsame Wahrschelnllchkeltsfunktlon von Xq,..., X, ist damit

f(x|0) = He M () = 6~ ”HINQ ).

Mit T'(x) = max;(x;) gilt

H[Ne T;) = (H[N 5Uz>IN9 T(x))

und damit

F(x10) = 07" Iy, (T(x)) (H IN(;UZ-)> .

Also ist T'(X) = max;(X;) suffizient fiir 6.
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Manchmal kann aber auch die relevante Stichproben-Information nicht nur in
einer Zahl zusammengefasst sein und es sind mehrere Zahlen dazu erforderlich.
Dann ist die suffiziente Statistik ein Vektor T'(X) = (T1(X), ..., T-(X)). Dies ist
oft gerade dann der Fall wenn 8 = (64,...,0,) ein Parametervektor ist. Oft gilt
dafiir r = s; es sind jedoch auch verschiedene Dimensionen moglich.

Auch hier ist die Verwendung des Faktorisierungssatzes angebracht, um vektor-
wertige suffiziente Statistiken zu finden.

Beispiel 2.1.4: X,..., X, iid Normal(u, c?) mit beiden Parametern unbekannt.
Definiere @ = (i, 0?). Bereits gezeigt, dass

1=1

f(x]0) = (2m0?) 2 exp {—2;2 [Z(xz — ) +n(T — ,u)2] } .

Alle Teile die von y oder o2 abhingen miissen in der Funktion g(-) enthalten sein.
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Die gemeinsame Dichte hangt nur liber

1
Th(x)=7= und TQ(X):SQZn_lizzl(xi—f)Q

von der Stichprobe ab. Daher definieren wir h(x) = 1 und

9(£]6) = g(t1, tal, 0®) = (2m0%) "% exp {—2%2 [(n = 1)ta + n(ty — p)?] } -

Damit halt die Faktorisierung
f (x|, 0%) = g(T1(x), To(x) 1, 07) h(x)

und T(X) = (T1(X), T3(X)) = (X, S?) ist eine suffiziente Statistik fiir (1, o2).
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Dieses Beispiel zeigt, dass es fiir ein Normalverteilungsmodell angebracht ist, nur
das empirische Mittel und die empirische Varianz auszurechnen (sehr gebrauchliche
Vorgehensweise).

Die Statistik (X, S?) enthilt simtliche Information iiber (1, o2) in der Stichprobe.

Jedoch ist die Definition einer suffizienten Statistik von der Modellannahme
abhingig. Fiir ein alternatives Verteilungsmodell kénnte (X,S?) auch nicht
suffizient fiir das Populationsmittel und die Populationsvarianz sein.
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Satz 2.1.3: Seien X;4,...,X,, iid Beobachtungen aus einer Dichte- oder Wahr-
scheinlichkeitsfunktion f(x|@), welche zur Exponentialfamilie gehort, also mit

k
F(x]0) = h(z) ¢(0) exp (Z wz-(H)ti(a:)> ,
mit @ = (61,...,04), d < k. Dann ist
T(X) = Ztl(Xj)a---aZtk(Xj)

eine suffiziente Statistik fir 0.

Beweis: Ubung.

73



Zuvor fanden wir immer eine suffiziente Statistik zu jedem Modell. Tatsichlich
gibt es aber fiir jedes Problem mehrere suffiziente Statistiken:

e Es gilt immer, dass die Stichprobe X selbst eine suffiziente Statistik ist, denn
f(x|0) = f(T(x)|0)h(x) mit 7'(x) = x und h(x) = 1.

e Jede invertierbare Funktion r(-) einer suffizienten Statistik ist auch suffizient.
Angenommen T'(X) ist suffizient und sei T*(x) = r(T(x)) fiir alle x. Dann
existieren wegen des Faktorisierungssatzes Funktionen g(-) und h(-) mit

f(x]0) = g(T(x)|0)h(x) = g(r~ (T (x))|0)h(x)

Mit g*(t|0) = g(r—1(¢)]0) folgt f(x]0) = g*(T*(x)|0)h(x) und T*(X) ist somit
suffiziente Statistik fiir 0.

Wir fragen uns daher, ob vielleicht eine suffiziente Statistik irgendwie besser als
die anderen sind. Aus Griinden der bestmoglichen Datenreduktion definieren wir:
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Definition 2.1.2: Eine suffiziente Statistik 7'(X) nennt man minimale suffiziente
Statistik, falls fiir jede beliebige andere suffiziente Statistik 77(X) gilt, dass T'(X)
eine Funktion von T"(X) ist.

Bemerkung:

Zu sagen, T'(x) ist eine Funktion von 7T"(x) bedeutet einfach: Gilt 7"(x) = T"(y)
dann ist auch T'(x) =T (y).

Alternative Interpretation: Sei 7 = {t : t = T'(x)}. Bezeichne {By : t' € 7'} und
{A; : t € 7} die Partitionsmengen unter T”(x) und unter T'(x), dann gilt unter
Definition 2.1.2, dass jedes By eine Untermenge eines A; ist.

Also ist die Partitionierung zu einer minimalen suffizienten Statistik die
grobstmogliche Partitionierung fiir eine suffiziente Statistik und die minima-
le suffiziente Statistik erzielt eine groBtmogliche Datenreduktion unter allen
suffizienten Statistiken.
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Beispiel 2.1.5: Seien wiederum X1, ..., X, iid Normal(u, 0?) mit o2 bekannt.
Bereits gezeigt, T'(X) = X ist suffizient fiir p.

Wir konnten auch das Ergebnis aus Beispiel 2.1.4 verwenden (0% bekannt hier)
und schlieBen, dass T"(X) = (X, S?) eine suffiziente Statistik fiir y ist.

Natiirlich erzielt T'(X) eine groBere Datenreduktion als 7"(X).

Wir kénnen T'(x) als Funktion von T'(x) schreiben. Sei dazu r(a,b) = a. Damit
ist T'(x) =7 =r(T,s%) =r(T'(x)).

Da T'(X) und T'(X) beides suffiziente Statistiken sind, beinhalten sie dieselbe
Information iiber u. Die zusitzliche Information iiber den Wert von S? trigt
nichts zu unserem Wissen iiber 1 bei, da 0 als bekannt angenommen wurde.

Natiirlich ist fiir den Fall von 0 unbekannt T'(X) keine suffiziente Statistik und
T'"(X) enthilt mehr Information iiber die Parameter (i, 0?) als T'(X).
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Es ist wiederum sehr unpraktisch die Definition 2.1.2 zu verwenden um eine
minimale suffiziente Statistik zu finden. Wir brauchten wieder eine ldee einer
minimalen suffiziente Statistik 7'(X) und miissten dafiir dann die Bedingungen in
der Definition priifen.

Das folgende Resultat von Lehmann und Scheffé (1950) liefert eine einfachere
Methode um eine minimale suffiziente Statistik zu finden:

Satz 2.1.4: Sei f(x|0) die Dichte oder Wahrscheinlichkeitsfunktion einer Stich-
probe X. Wir nehmen an, dass eine Funktion T'(x) existiert, fiir die der Quoti-
ent f(x|0)/f(y|6) als Funktion in 6 betrachtet konstant ist genau dann wenn
T(x) = T(y) fiir zwei beliebige Stichprobenpunkte x und y gilt. Dann ist T'(X)
eine minimale suffiziente Statistik fir 6.
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Beispiel 2.1.6: Seien X1,..., X, iid Normal(y, c?), und i und o2 unbekannt.
Seien x und y zwei Stichprobenpunkte und seien (7, s3) und (7, s;) ihre empiri-
schen Mittel und Varianzen. Dann folgt mit Beispiel 2.1.4

f(X‘ILL, 0'2) _ (27T0‘2>—n/2 exp {_2%‘2 [n(f - N)Q S}QJ }
f(ylp,o?) (2702) "2 exp {— oy [n(F — )% + s }

<o
| M|

Dieser Term ist genau dann konstant in den Parametern 1 und 02 wenn T =7
und s = s2. Deshalb folgt mit Satz 2.1.4, dass (X, 5?) eine minimale suffiziente
Statlstlk |st fiir die Parameter (u, 0?).

Falls der Bereich der x Werte, auf dem die Dichte- oder Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion positiv ist, vom Parameter 6 abhangt, dann miissen Nenner und Zahler im
Quotienten des Satzes 2.1.4 genau fiir diese Werte von 6 positiv sein.

78



Beispiel 2.1.7: Seien X4,...,X,, iid stetig gleichverteilt auf (6,0 + 1), 6 € R.
Die gemeinsame Dichte der Stichprobe ist

1 O6<z;<0+1,¢=1,...,n
f(XW) :{ 0 sonst.

Dies kann auch geschrieben werden als

1 max;(z;) — 1 < 0 < min;(x;)

fx|0) = { 0 sonst.

Fiir 2 beliebige Punkte x und y ist Nenner und Zihler des Quotienten fiir
denselben Wert von 6 genau dann positiv, wenn min;(z;) = min;(y;) und
max;(z;) = max;(y;). Falls Minima & Maxima gleich sind, ist der Quotient 1.

Sei X(1) = min(X;) und X,y = max(X;), dann haben wir T'(X) = (X (1), X))
als minimale suffiziente Statistik fur €. Hier ist die Dimension der minimalen
suffizienten Statistik sogar groBer als die Dimension der Parameter.

79



Eine minimale suffiziente Statistik ist nicht eindeutig. Jede invertierbare Funktion
einer minimalen suffizienten Statistik ist selbst minimal suffizient. So ist fiir die
Gleichverteilung auf (6,60 + 1) in Beispiel 2.1.7 auch beispielsweise die Statistik

T'(X) = (X(n) — X0, 2(X ) + X))

minimal suffizient. Fiir die Normal(u, 0?) Verteilung in Beispiel 2.1.6 ist auch

T"(X) = (i X;, i XE)

minimal suffizient.
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