1.4 Stichproben aus einer Normalverteilung

Die Normalverteilung ist wohl das am starksten verbreitete Modell. Stichproben
daraus fiihren zu niitzlichen Eigenschaften der Statistiken und ergeben bekannte
Stichprobenverteilungen (X2, t,, Fjp.q).

1.4.1 Eigenschaften des Stichprobenmittels und der Stichprobenvarianz

Definition 1.4.1: Die Chiquadrat-Verteilung mit p Freiheitsgraden, X%, entspricht
einer Gamma(p/2,2) Verteilung und hat somit Dichte

1

gP/21 exp(—2/2)1j0,00)(T) , p=12....

Hierbei wird der Parameter p Freiheitsgrad genannt.
Spezielle Wahl p = 1:

f(z]1) = exp(—z/2), 0<zx.

\V2Tx
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Lemma 1.4.1: (Eigenschaften einer x~ verteilten Zufallsvariablen)

(a) Falls Z ~ N(0,1), dann ist Z2 ~ x?,

(b) Falls Xy,..., X, unabhangig mit X; ~ x_ , dann ist >, X; ~ XQZZ-M .

Satz 1.4.1: Sei X1,..., X, eine Zufallsstichprobe aus einer N (i, c?) Verteilung.
Dann gilt:

(a) X und S? sind unabhingig,

(b) X ~ N(u,0%/n), (siehe dazu Beispiel 1.2.1)

() (n—1)5%/0° ~ x5 ..
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Fiir den Induktionsbeweis von Teil (c) werden wir die Aussagen des folgenden
Beispiels verwenden.

Beispiel 1.4.1: Bezeichne X,, und S? die Statistiken basierend auf n Beobach-
tungen. Kommt eine weitere Beobachtung X,, 1 dazu, dann resultiert

1 (nyn -+ Xn—}—l) .

X1 = — ni:lX-— ! iX'—FX _
n+1_n+1, z—n+1 7 n+1 —n

1= Z:1
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Weiters gilt wegen Satz 1.2.1(b), dass (n — 1)S2 =" | X7 — nX hilt. Also

n—+1
—2
nS?%,—l—l = ZX’LZ —(n+1)X, 1,

— ZX2+Xn+1 (n +1)[ (an+Xn+1)r

n-+1

1
n
1=1

= (n—1)52+

n4+1 (X T Xn—i—l 2Xn—|—1yn)

n

= (n—1)S2+ (Xni1 — X0)" .

n-+1
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Beweis: OBdA nehmen wir = 0 und 0% =1 an.

ad (a): zeige dass X und S? Funktionen von unabhingigen Zufallsvektoren sind.

1. Schreibe dazu S? als Funktion nur von (X; — X, X3 - X,..., X, — X).
2. Zeige dass X und (Xo—X, X3—X,..., X,,—X) unabhdngig sind, d.h. dass
deren gemeinsame Dichte entsprechend faktorisiert.

ad (b): bereits im Beispiel 1.2.1 gezeigt.

ad (c): Induktion

1. Betrachte n = 2 und zeige S% ~ x%.
2. Zeige unter der Annahme, es gelte fiir n = k gleich (k —1)S? ~ x3_,, dass
damit fir n = k + 1 gleich kS, , ~ x7 folgt.
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1.4.2 Hergeleitete Verteilungen: Student’s t und Snedecor’s F
Mit Satz 1.4.1 ist bekannt, dass fiir eine Zufallsstichprobe aus N (u, 0?) gilt:
X ~ N(u,0°/n) und (n—1)S%/0% ~ x2_,.

In der Praxis ist aber o2 unbekannt. Um eine Idee iiber die Variabilitit von X
zu bekommen (als Schatzer fiir 11), muss diese Varianz geschatzt werden. Dieser
Punkt wurde erstmals von W. S. Gosset (publizierte unter Pseudonym Student)
anfangs 1900 aufgegriffen (Biometrika, 1908). Er untersuchte die Verteilung von

X — X —
a anstatt von =N N(0,1).

S/vn a/vn

Diese GroBe bildet die Basis einer statistischen Analyse von p falls o2 unbekannt.
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Es gilt

_ X —pu
X—,LL o/\/n N(Oal)

SIS o)

Der Zahler ist N(0,1)-verteilt und der Nenner \/X%_l/(n— 1) ist unabhangig
vom Zahler. Student interessierte sich also u.a. fiir die Verteilung von

U
V/p

mit U ~ N(0,1), V ~ x2, und U,V unabhingig.

Dies ergibt Student’s t-Verteilung.

50



Definition 1.4.2: Sei Xi,..., X, eine Zufallsstichprobe aus einer N(u,o?)
Verteilung. Die Zufallsvariable

X —p

r =5

hat Student's t Verteilung mit (n — 1) Freiheitsgraden. Aquivalent hat eine
Zufallsvariable T' Student’s ¢ Verteilung mit p Freiheitsgraden, T' ~ ¢, falls ihre
Dichte geschrieben werden kann als

Mlp+1)/2) 1 1
T(p/2)  (pm)i/2 (1 +2/p)@tD/2’

fr(tlp) = teR, p=1,2,... .

Falls p = 1 ist dies die Dichte der Cauchy-Verteilung, die fiir n = 2 resultiert.
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Satz 1.4.2: (Eigenschaften der ¢, Verteilung)
(a) Fir X ~t, gilt

E(X)=0 fallsp>1, var(X) = LZ falls p > 2,

(b) Die Momentenerzeugende Funktion existiert im allgemeinen nicht,

(c) Fir p Freiheitsgrade existieren nur die ersten p — 1 Momente, d.h. ¢; hat
keinen Erwartungswert, t5 keine Varianz, ..

(d) Fir X, ~ ¢, gilt

Timfr(tlp) = Eexm—#/z),

an jeder Stelle x € R, d.h. X,, konvergiert in Verteilung gegen die N(0,1)-
Verteilung.
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Eine weitere wichtige herleitbare Verteilung ist Snedecor’'s F'. Die F'-Verteilung,
genannt nach Sir Ronald Fisher, ergibt sich als Verteilung des Quotienten von
Stichprobenvarianzen.

Sei dazu Xi,..., X, eine Zufallsstichprobe aus einer N(ux,o%) Verteilung,
und sei Y7,...,Y,, eine zweite Zufallsstichprobe aus einer N (uy, o3 ) Verteilung
unabhangig von Xq,..., X,.

Will man die Populationsvariabilititen vergleichen, so kénnte 05 /0% interessieren.
Information dariiber steckt in S% /S%. Die F Verteilung erlaubt diesen Vergleich
und gibt uns die Verteilung von

§%/5% _ S%/o% _ Xa/(n—1)
0% 5 jot  Xii/(m— 1)

Die Quotienten S% /0% und S% /0% sind unabhingige, skalierte x* Variablen.
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Definition 1.4.3: Sei Xi,...,X,, eine Zufallsstichprobe aus einer N(ux,o%)
Verteilung und sei Y7, ...,Y,, eine davon unabhangige Zufallsstichprobe aus einer
N(py,o0%) Verteilung. Die Zufallsvariable

oS3k
53[0

hat Snedecor's F' Verteilung mit (n — 1) und (m — 1) Freiheitsgraden, F' ~
Fo—1,m—1. Aquivalent hat eine Zufallsvariable F' eine F' Verteilung mit p und ¢
Freiheitsgraden, falls ihre Dichte geschrieben werden kann als

fr(xlp, q) =

Dp+a)/2) (p\"?  ar/!
I'(p/2)I'(q/2) (5) (1 + ap/q)Pta)/2 Ljo,00) ()

Allgemein ist die F' Verteilung die Verteilung von (U/p)/(V/q), wobei U und V
unabhangig sind mit U ~ x> und V ~ x2.
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Wie wird nun die F' Verteilung verwendet, um Inferenz iiber das wahre Verhiltnis
der Populationsvarianzen zu machen?

Die GréBe (S%/0%)/(S% /o%) hat eine F,,_1 ., 1 Verteilung. Wir berechnen

e =€ () £ () () - = ()

Nun ist fir U ~ x2

1 > 1 >
E U—l _ —1,_.p/2—1 —x/2d _ / (p/2—1)—1 —a:/Qd .
O = g |, e = g [ e

Der Integrand entspricht dem Kern einer XZZ,_Q Dichte und es gilt somit

/OO g (P/2=1)=1e=2/2q, — ['(p/2 — 1)2p/2_1 :
0
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Wegen I'(a) = (a — 1)I'(a — 1) folgt weiters

EUY) = 1 T(p/2 — 1)2P/271 = 11(p/2 - 1)

['(p/2)2v/2 -2 T(p/2)
I'(p/2 1) 1

1
2(p/2-1)(p/2—1) p-—2°

-1 S5%/05
E(Fr—1,m-1) = = E ( )2(/U§> :
m — 3 Sy /oy
Dies ist nur dann endlich und positiv, falls m > 3.

Somit ist

Fiir ausreichend groBes m gilt daher erwartungsgemal

S%/J%Nm—lwl

S2 /o2 " m —3
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Satz 1.4.3: (Eigenschaften der F' Verteilung)

(a) Fir X ~ F, , gilt

(b) Fir X ~ F, , gilt 1/X ~ F,,,
(c) Fir X ~t, gilt X? ~ Fy

(d) Fir X ~ F, , gilt

g

%~ Beta(p/2,q/2) .

—
_|_
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