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Zusammenfassung:Wird bei
”
heiklen“ Themen bei direkter Befragung eine

hohe Nonresponse- bzw. Falschantwortrate riskiert, dann bieten randomisier-
te Antworttechniken eine alternative M̈oglichkeit zur Erzielung unverzerrter
Scḧatzer f̈ur interessierende Parameter. Man bezahlt dafür mit einer Erḧohung
der Ungenauigkeit der Schätzer. In diesem Aufsatz werden für zwei solche
Scḧatzer f̈ur Anteile ihre Varianzen bei Ziehen ohne Zurücklegen hergelei-
tet. Ferner werden die Stichprobenverteilungen weiterer mit solchen Befra-
gungsdesigns erhobener Schätzer in einer Simulationsstudie miteinander ver-
glichen und grafisch veranschaulicht. Die Ergebnisse geben Auskunftüber
die Qualiẗat von insgesamt 24 Schätzern, ihre Unterschiede und Grenzen.

Abstract: With sensitive subjects there is the risc of a high nonresponse- or
untruthful answers rate with direct questioning on this matter. In this case ran-
domized response techniques are an alternative for an unbiased estimation of
the parameters under study. The price that has to be paid for this is an incre-
ase of the variance of the estimators. In this paper for two of such estimators
for proportions the variances are derived for simple random sampling without
replacement. Furthermore by a simulation study the sampling distribution of
various estimators, that are based on such questioning designs are compared
and graphically presented. The results give information about the quality of
altogether 24 estimators, their differences and limitations.

Keywords: Datenqualiẗat, Stichprobenerhebung, Randomisierte Antworttech-
niken, Nonresponse, Ziehen ohne Zurücklegen, Effizienz.

1 Einleitung

Der Bereich der statistischen Stichprobentheorie setzt sich mit den Auswirkungen un-
terschiedlicher Stichprobenverfahren und verschiedener Schätzmethoden auf die Qualität
von aus Stichproben gewonnenen Schätzern f̈ur unbekannte Parameter auseinander. Sie
ist eine reine Fullresponsetheorie, die in ihrem Urnenmodell den Fall nicht vorsieht, dass
ausgeẅahlte Kugeln sich nicht in der Urne befinden oder uns die Auskunftüber ihre Far-
be verweigern. Mit diesem Problemfeld beschäftigt sich die Theorie der fehlenden Werte,
deren prominenteste Protagonisten die Amerikaner Roderick J.A. Little und Donald B.
Rubin sind. Ein Ziel des am IFAS –Institut für Angewandte Statistikder Johannes Kep-
ler Universiẗat Linz eingerichteten institutsinternen Forschungsprojekts

”
Datenqualiẗat in

Stichprobenerhebungen“ ist es, ein in der Praxis anwendbares Manual zu erstellen, das
diese beiden Theorien miteinander verknüpft (für nähere Informationen zu diesem For-
schungsprojekt siehe in der Forschungsdokumentation der Johannes Kepler Universität
Linz: https://fodok.jku.at/fodok/forschungsprojekt.xsql?FP_=1422).
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Das Auftreten von Antwortausfällen, also von
”
Nonresponse“, in Stichprobenerhe-

bungen kann sich sowohl in einer verzerrten Schätzung von Parametern als auch in einer
Erhöhung der Ungenauigkeit der erhobenen Schätzer niederschlagen. Bevor statistische
Methoden wie die Gewichtsanpassung und die Imputation zur Kompensation aufgetre-
tenen Nonresponses eingesetzt werden, ist natürlich zuallererst daf̈ur Sorge zu tragen,
diesen so gering wie m̈oglich zu halten. Denn selbst im besten Fall lässt sich mit diesen
Verfahren zumindest eine Erhöhung der Varianz des Schätzers im Vergleich zum Fullre-
sponsefall nicht vermeiden.

Sofern eine Ursache für den Antwortausfall die Verweigerung der Beantwortung auf
Grund einer

”
heiklen“ Thematik (wie Drogenmissbrauch, Sexualverhalten, Abtreibungen

oder kriminelle Delikte) ist, kann die Verwendung von für solche F̈alle entwickeltenran-
domisierten Antworttechnikendazu beitragen, die Verweigerungsrate zu minimieren. Den
Befragungsstrategien, die unter diesem Begriff subsumiert werden, ist gemeinsam, dass
es dem Interviewer durch Anwendung eines vorgegebenen Befragungsdesigns unmöglich
gemacht wird, die konkrete Frage, auf die der Respondent tatsächlich antwortet, zu iden-
tifizieren. Auf diese Weise kann der Interviewer aus der gegebenen Antwort nicht auf das
Vorliegen bzw. Nichtvorliegen der heiklen Eigenschaft schließen. Die Idee dabei ist, dass
dadurch dem Interviewten die Angst vor einem ihm unangenehmen

”
Outing“ gegen̈uber

dem Interviewer so weit genommen werden kann, dass er – unabhängig davon, welche
Frage er tats̈achlich zur Beantwortung erhält – diese wahrheitsgetreu beantwortet bzw.
die Antwort darauf nichẗuberhaupt verweigert.

2 Methodenüberblick

2.1 Die grundlegenden Verfahren

Als die Pionierarbeit auf dem Gebiet der randomisierten Antworttechniken darf Warners
Aufsatz aus dem Jahre 1965 betrachtet werden. SeienU die Grundgesamtheit vonN Er-
hebungseinheiten,UA die Menge jenerNA Elemente ausU , die eine sensitive Eigenschaft
A aufweisen undUAc die Menge derNAc-elementigen Gruppe, die diese nicht aufweisen
(N = NA +NAc , U = UA∪UAc). Der interessierende ParameterπA sei die relative Gr̈oße
vonUA

πA =
NA

N
. (1)

Warners Befragungsdesign lässt sich dadurch charakterisieren, dass der Interviewte (z.B.
durch zuf̈allige Ziehung einer Karte) entweder mit Wahrscheinlichkeitp die Frage

”
Ge-

hören Sie zur GruppeUA?“ oder mit Wahrscheinlichkeit1 − p die alternative Frage

”
Geḧoren Sie zur GruppeUAC ?“ zu beantworten hat. Seiπ

(i)
A der Anteil der Tr̈ager der

EigenschaftA in der
”
Urne“ zum Zeitpunkt der Befragung deri-ten Erhebungseinheit in

der Stichprobes, so ist die Wahrscheinlichkeitπ(i)
y für eine

”
ja-Antwort“ dieses Respon-

denteni gegeben durch

π(i)
y = pπ

(i)
A + (1− p)(1− π

(i)
A ) .

Bei Ziehen der Erhebungseinheiten uneingeschränkt zuf̈allig mit Zurücklegen ausU ist
π

(i)
A = πA ∀ i ∈ s und mit π̂y, dem Anteil der

”
ja-Antworten“ in der Stichprobe, ist
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folglich

π̂W
A =

π̂y + p− 1

2p− 1

(mit p 6= 0.5) unverzerrter Scḧatzer f̈ur πA (1) (vgl. Warner, 1965, S.65). Da bei Ziehen
ohne Zur̈ucklegen gilt:E(π

(i)
A ) = πA, ∀i ∈ s, gilt diese Scḧatzereigenschaft von̂πW

A auch
bei diesem Stichprobenverfahren.

Die Varianz von̂πW
A ist unabḧangig vom verwendeten Stichprobenverfahren eine Funk-

tion der Varianz des Anteils an
”
ja-Antworten“ in der Stichprobe. Bezeichnen wir mityi

die Antwort deri-ten Erhebungseinheit und ist

yi =

{
1 wenni mit

”
ja“ antwortet,

0 sonst.

Dann gilt mitπ̂y =
∑

s yi/n

V (π̂W
A ) =

1

n2(2p− 1)2
V

(∑
s

yi

)

=
1

n2(2p− 1)2


E

(∑
s

y2
i

)
+ E


 ∑

s(i6=j)

yiyj


− E2

(∑
s

yi

)
 . (2)

Es ist der Wert des Summanden in der Mitte der eckigen Klammer von (2), der sich bei un-
eingeschr̈ankter Zufallsauswahl ohne Zurücklegen von jenem bei Ziehen mit Zurücklegen
unterscheidet. Denn bei Ziehen ohne Zurücklegen bleiben die Wahrscheinlichkeiten dafür,
dass sich ein Respondent inUA befindet, im Gegensatz zu Ziehen mit Zurücklegen nicht
konstant. Dies f̈uhrt zu einer deutlichen Erhöhung des Aufwands bei der Herleitung der
Scḧatzervarianz.

Gemeinsam mit der ebenso erhöhten Komplexiẗat in ihrer formalen Darstellung liegen
somit die Gr̈unde daf̈ur vor, dass in nahezu allen Veröffentlichungenüber randomisier-
te Antworttechniken ausschließlich Ziehen mit Zurücklegen betrachtet wird. In kleinen
Grundgesamtheiten (wie Betrieben, in denen z.B. der Anteil an Beschäftigten gescḧatzt
werden soll, die B̈uromaterial entwenden) führt eine Verwendung des so berechneten Va-
rianzscḧatzers aber bei tatsächlichem Ziehen der Personen ohne Zurücklegen zu einer
Überscḧatzung der Ungenauigkeit von Schätzern wieπ̂W

A , die sich in Form zu breiter
approximativer Konfidenzintervalle manifestiert.

Die Scḧatzervarianz (2) ist bei Warners Technik bei uneingeschränkter Zufallsauswahl
von n Elementen und Ziehen mit Zurücklegen (bzw. bei Ziehen ohne Zurücklegen aus
einer großen Grundgesamtheit annähernd)

V (π̂W
A ) =

πA(1− πA)

n
+

p(1− p)

n(2p− 1)2
(3)

(siehe Warner, 1965, S.65).
Nach einiger Rechnung gilt dafür bei Ziehen ohne Zurücklegen (vgl. J.-I. Kim und

Flueck, 1978, S.347)

V (π̂W
A ) =

πA(1− πA)

n

N − n

N − 1
+

p(1− p)

n(2p− 1)2
. (4)
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Zur unverzerrten Scḧatzung vonV (π̂W
A ) ist in (3) bzw. (4)πA durchπ̂W

A und im Nenner
des ersten Summandenn durchn − 1 zu ersetzen. Der jeweils rechte der beiden Sum-
manden in (3) und (4) ist die Varianzzunahme, die durch Warners Befragungsdesign im
Vergleich zur direkten Befragung verursacht wird.

Die VarianzenV (π̂W
A ) sind umso gr̈oßer, je n̈aher sich die Wahrscheinlichkeitp an

0.5 befindet. Gleichzeitig jedoch garantiert gerade eine solche Wahrscheinlichkeit ein
erḧohtes Maß an Vertrauen in die Wahrung der Privatsphäre des Respondierenden. Diesen
gegenpoligen Interessen muss bei der Wahl vonp Rechnung getragen werden. Dieser De-
signparameter sollte demnach idealerweise so festgelegt werden, dass er gerade so weit
von0.5 entfernt ist, dass noch die volle Kooperationsbereitschaft gewährleistet wird (sie-
he Greenberg et al., 1969, S.526).

Istp = 1 (bzw.p = 0), so wird direkt nach der Zugehörigkeit zuUA gefragt. Die direk-
te Befragung ist somit jener Sonderfall von Warners Befragungsdesign, der die maximale
Respondentenbelastung durch den geringsten Schutz der Privatsphäre mit der daraus re-
sultierenden gr̈oßten Nonresponse- bzw. Falschantwortwahrscheinlichkeit darstellt.

Greenberg et al. (1969) führten eine Idee, die Horvitz et al. (1967) präsentierten, theo-
retisch aus und trugen damit das zweite grundlegende Verfahren der randomisierten Ant-
worttechniken bei. Ihr Befragungsdesign unterschied sich von jenem Warners durch das
Ersetzen der alternativen Frage nach der Zugehörigkeit zur MengeUAc durch die Fra-
ge nach der (mit der Zugehörigkeit zuUA nicht zusammenḧangenden) Zugehörigkeit zu
einer GruppeUB der Gr̈oßeNB. Elemente der MengeUB sollen sich als Tr̈ager einer Ei-
genschaftB auszeichnen, die als unverfänglich empfunden wird (z.B. der Geburtsmonat
B oder das WohnbundeslandB). Mit πB = NB/N ist

π̂G
A =

π̂y − πB(1− p)

p
(5)

unverzerrter Scḧatzer von (1). Die Varianz des Schätzers (5) ist bei Ziehen mit Zurücklegen
gegeben durch

V (π̂G
A) =

πy(1− πy)

np2
(6)

(vgl. Greenberg et al., 1969, S.533). Diese Varianz lässt sich durch Ersetzen vonπy, der
Wahrscheinlichkeit f̈ur eine

”
ja-Antwort“, durch π̂y und n durchn − 1 erwartungstreu

scḧatzen. Bei Ziehen ohne Zurücklegen gilt

V (π̂G
A) =

πy(1− πy)

np2
− n− 1

n(N − 1)

[
πA(1− πA) +

(
1− p

p

)2

πB(1− πB)

]
. (7)

Der Beweis daf̈ur befindet sich im Anhang. Der (positive) Subtrahend auf der rech-
ten Seite von (7) ist der Effizienzgewinn durch Ziehen der Erhebungseinheiten ohne
Zurücklegen im Vergleich zur mit Zurücklegen durchgeführten Ziehung. In großen Grund-
gesamtheiten gilt (6)≈ (7).

Ist πB unbekannt, so ist für dieses Verfahren eine modifizierte Vorgehensweise zu
wählen, um auch diese Variable schätzen zu k̈onnen (siehe ebd., S.523ff). Hierbei wird die
oben geschilderte Strategie in zwei unabhängigen Stichprobens1 unds2 mit Umfängen
n1 undn2 (n1 +n2 = n) angewandt. Die Wahrscheinlichkeiten in den beiden Stichproben
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für die Frage nach der Zugehörigkeit zuUA werden mitp1 undp2 bezeichnet und es hat
p1 6= p2 zu gelten. Der daraus resultierende erwartungstreue Schätzerπ̂G′

A für πA ist (siehe
ebd., S.525)

π̂G′
A =

π̂y1(1− p2)− π̂y2(1− p1)

p1 − p2

. (8)

Greenberg et al. (1969) entwickelten die Varianz des Schätzers (8) bei Ziehen mit Zurück-
legen (siehe ebd., S.525). Dieüberaus komplexe Varianzformel für Ziehen ohne Zur̈uck-
legen l̈asst sich bei J.-I. Kim and Flueck (1978) nachschlagen (ebd., S.348). Diese Varian-
zen ḧangen wesentlich von der Wahl der Wahrscheinlichkeitenp1 undp2 für das Stellen
der heiklen Frage, der Stichprobenumfängen1 undn2 und des AnteilsπB ab. Greenberg
et al. (1969) wiesen nach, dassp1 undp2 so weit wie m̈oglich auseinanderliegen sollen
und sie schlugen als Faustregelp1 + p2 = 1 vor. Ferner soll hinsichtlich der optimalen
Allokation des Gesamtstichprobenumfangsn auf die beiden Stichprobens1 unds2 gelten
(vgl. ebd., S.528)

n1

n2

=

√
πy1(1− πy1)(1− p2)2

πy2(1− πy2)(1− p1)2
.

Da die Wahrscheinlichkeitenπy1 und πy2 für eine
”
ja-Antwort“ in s1 bzw. s2 auch von

πA und πB abḧangen, m̈ussen diese zu diesem Zweck (z.B. aus früheren Erhebungen)
zumindest grob geschätzt werden. Der größere Teil vonn wird dann jener Stichprobe
zugeteilt, f̈ur die pi größer geẅahlt wurde (i = 1, 2). Das MerkmalB wiederum sollte
danach ausgeẅahlt werden, dass der AnteilπB auf derselben Seite von 0.5 wieπA so
weit wie möglich von 0.5 entfernt ist (siehe ebd., S.526ff). Moors (1971) ergänzte die
Überlegungen Greenberg et al.’s zur Festlegung der Wahrscheinlichkeitenp1 undp2 da-
hingehend, dass für p1 > 0.5 konsequenterweise die Wahrscheinlichkeitp2 = 0 geẅahlt
werden und die 2. Stichprobe somit zur Gänze der Scḧatzung des ParametersπB dienen
sollte.

2.2 Modifikationen der grundlegenden Verfahren

Warners und Greenberg et al.’s Befragungsdesigns bildeten die Basis für Weiterentwick-
lungen im Bereich randomisierter Antworttechniken. Eine Gruppe solcher Entwicklun-
gen, die wir f̈ur unseren Vergleich unterschiedlicher solcher Verfahren heranziehen wol-
len, bilden zweistufige Befragungsdesigns. Diese sind dadurch charakterisierbar, dass sie
vor Warners bzw. Greenberg et al.’s Methoden eine zusätzliche Randomisierungsstufe
einschieben. Mangat and Singh (1990) etwa stellen in der 1. Stufe mit Wahrscheinlichkeit
q die Frage

”
Geḧoren Sie zur GruppeUA?“, während der Respondent mit der Gegenwahr-

scheinlichkeit1 − q zu Warners Vorgehensweise mit dem Designparameterp verwiesen
wird. Der erwartungstreue Schätzerπ̂MS

A für πA ist gegeben durch (siehe ebd., S.440)

π̂MS
A =

π̂y − (1− q)(1− p)

p + (2q − 1)(1− p)
.

In einem weiteren zweistufigen Befragungsdesign (Mangat, 1992) wird in der 1. Stufe
mit Wahrscheinlichkeitq die Frage

”
Geḧoren Sie zur GruppeUA?“ gezogen, ẅahrend
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mit Wahrscheinlichkeit1 − q auf Greenberg et al.’s Design bei bekanntemπB verwie-
sen wird. Der unverzerrte Schätzerπ̂M1

A für πA zu diesem Befragungsdesign ist mit dem
Designparameterp gegeben durch (siehe ebd., S.84)

π̂M1
A =

π̂y − (1− q)(1− p)πB

p + q(1− p)
.

Die Varianzen der Anteilscḧatzer π̂MS
A und π̂M1

A ergeben sich aus den Varianzen der
Scḧatzerπ̂W

A und π̂G
A , wenn darin die Wahrscheinlichkeitp durchq + (1 − q)p ersetzt

wird. Die Vergleichbarkeit dieser Varianzen ist natürlich nur solange gegeben, solange
die Befragten durch die zweistufige

”
Verschleierung“ dieser Erhöhung der Wahrschein-

lichkeit für die Frage nachUA tats̈achlich keinen Verlust an Privatsphäre empfinden und
sich deshalb kooperationswillig zeigen. Auch die Wahrscheinlichkeitq + (1 − q)p darf
demnach nicht beliebig gegen eins gehen.

Eine zweite Gruppe von Antworttechniken, die sich aus den Basisstrategien entwickelt
hat, ist jene geschichteter Befragungsdesigns. J. M. Kim and Warde (2004) betrachten die
Anwendung Warners Befragungstechnik in proportional bzw. optimal geschichteten Zu-
fallsstichproben bei Ziehen mit Zurücklegen. Dabei wird in jeder einzelnen vonK Schich-
ten Warners Methode eingesetzt. Als Gesamtschätzerπ̂KW

A für πA ergibt sich die mit den
relativen Schichtgr̈oßen gewichtete Summe der Schätzerπ̂W

A,k für die SchichtanteileπA,k,
k = 1, . . . , K.

J. M. Kim and Elam (2005) verkn̈upften die Theorie der geschichteten Zufallsaus-
wahlen mit dem Befragungsdesign von Mangat and Singh (1990). Und auch deren Ge-
samtscḧatzerπ̂KE

A für πA ergibt sich aus der mit den relativen Schichtgrößen gewichteten
Summe der Scḧatzerπ̂MS

A,k für die SchichtanteileπA,k. Die Varianzen von̂πKW
A und π̂KE

A

für Ziehen ohne und Ziehen mit Zurücklegen folgen der Theorie der geschichteten Zu-
fallsauswahlen (siehe dazu etwa Quatember, 2001, S.49ff).

Als Beispiel f̈ur eine randomisierte Antworttechnik, die ein zusätzliches Designele-
ment aufweist und sich nicht ausschließlich aus Warners bzw. Greenberg et al.’s Vorge-
hen ableitet, wird Mangat (1994) in unsere Untersuchung miteinbezogen. Seine zwei-
stufige Strategie, deren konkreter Verlauf bei den einzelnen Befragten den Interviewern
wiederum verborgen bleiben muss, verlangt vom Respondenten in jedem Falle eine

”
ja-

Antwort“, wenn er zur GruppeUA geḧort. Wenn dies nicht der Fall ist, dann ist Warners
Befragungsdesign anzuwenden. Der für πA wiederum erwartungstreue Schätzerπ̂M2

A ist
hierbei (ebd., S.94)

π̂M2
A =

π̂y − 1 + p

p
.

Für Ziehen mit Zur̈ucklegen gibt Mangat (1994) die Varianz dieses Schätzers an (vgl.
ebd., S.94)

V (π̂M2
A ) =

πA(1− πA)

n
+

(1− πA)(1− p)

np
. (9)

Bei Ziehen ohne Zur̈ucklegen l̈asst sich die Scḧatzervarianz darstellen als

V (π̂M2
A ) =

πA(1− πA)

n

N − n

N − 1
+

(1− πA)(1− p)

np
. (10)
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Der Beweis von (10) befindet sich im Anhang. Die jeweils rechten Summanden der bei-
den Scḧatzervarianzen (9) und (10) entsprechen dem Streuungszuwachs, der durch das
geẅahlte Befragungsdesign im Vergleich zu einer erfolgreich durchgeführten direkten
Befragung entsteht.

3 Die Simulationsstudie

3.1 Festlegung der Parameter

Unter der Annahme, dass durch die verschiedenen (mehr oder weniger verschlungenen)
Wege der oben beschriebenen randomisierten Antworttechniken die volle Kooperations-
bereitschaft der Befragten gewährleistet wird, lassen sich diese Befragungsdesigns hin-
sichtlich ihrer Effizienz bei der Schätzung vonπA direkt miteinander vergleichen. Um die
tats̈achlichen Scḧatzerverteilungen bei Ziehen ohne Zurücklegen auch visuell miteinan-
der vergleichen zu k̈onnen, wurde eine Simulationsstudie von Freudenthaler (2006) fort-
geführt, in der bei Vorgabe der notwendigen Designparameter alle beschriebenen Schätzer
in einer Million uneingeschränkt zuf̈allig ohne Zur̈ucklegen gezogenen Stichproben er-
rechnet wurden. Die designspezifischen Parameter wurden nach den diesbezüglich vorge-
gebenen Richtlinien in den Originalaufsätzen bestimmt.

Die allgemeinen Parameter werden für die Studie folgendermaßen festgelegt: Die
Größe der Grundgesamtheit seiN = 1.000, jene der eine Million uneingeschränkt ohne
Zurücklegen gezogenen Stichprobenn = 100 und der zu scḧatzende ParameterπA = 0.2
bzw. in einer 2. SimulationπA = 0.1. (Man stelle sich beispielsweise eine Großbetrieb vor
und der interessierende Parameter sei der Anteil der Beschäftigten, die Betriebseigentum
für private Zwecke entwenden.) Als Referenzstrategie dient die direkte Befragung in einer
uneingeschr̈ankten Zufallsstichprobe ohne Zurücklegen unter der (bei der nachgefragten
Thematik eben nicht einzuhaltenden) Annahme von Fullresponse mit der Berechnung des
unverzerrten Scḧatzersπ̂dir

A (in den nachfolgenden Boxplots und Tabellen als
”
dir“ be-

zeichnet).̂πdir
A ist der Anteil an Elementen der Stichprobe, die zuUA geḧoren.

Für die Simulation von Warners Befragungsdesign zur Bestimmung der Verteilung
des ScḧatzerŝπW

A (in Boxplots und Tabellen:
”
W“) wird – in Einklang mit Greenberg et

al.’s Überlegungen dazu – die Wahrscheinlichkeitp = 0.8 geẅahlt (vgl. Greenberg et al.,
1969, S.526).

Für Greenberg et al.’s Strategie zur Bestimmung des Schätzersπ̂G
A bei bekanntem

πB (
”
G(B)“) und für diese Strategie anwendende Methoden sei zusätzlich zup = 0.8

entsprechend den von den Autoren angegebenen Regeln für die Wahl der EigenschaftB
(bei πA < 0.5) πB = 0.25 bzw. 0.05. In unserem oben genannten Beispiel könnte etwa
πB der Anteil jener Bescḧaftigten sein, die mit dem Privatauto in die Arbeit fahren.

Bei unbekanntemπB werden die zur Berechnung des SchätzerŝπG′
A (

”
G′(n2, p2, B)“)

zus̈atzlich zup1 = 0.8 undπB ben̈otigten Parameter folgendermaßen festgelegt: Die Auf-
teilung des Stichprobenumfangesn auf die beiden Stichproben dieses Verfahrens erfolgt
einmal gleichm̈aßig (n1 = n2 = 50) und einmal varianzoptimal (siehe Abschnitt 2.1). Als
Wahrscheinlichkeit der heiklen Frage in der 2. Stichprobe wirdp2 = 0.2 (vgl. Greenberg
et al., 1969, S.526 bzw.p2 = 0 (vgl. Moors, 1971, S.627) geẅahlt.
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Bei den zweistufigen Verfahren aus Abschnitt 2.2 wird für die Berechnung von̂πMS
A

(
”
MS“) die Wahrscheinlichkeitq, schon auf der 1. Stufe nach der Zugehörigkeit zur Ge-

samtheitUA zu fragen, gleichp gesetzt. Der ParameterπB, der zur Berechnung von̂πM1
A

(
”
M1(B)“) zusätzlich ben̈otigt wird, variiert wie oben beschrieben.

Für die Anwendung geschichteter Stichprobenverfahren mit proportionaler und op-
timaler Aufteilung des Stichprobenumfangs auf die Schichten zur Berechnung vonπ̂KW

A

(
”
KW (prop/opt, A1)“) bzw. π̂KE

A (
”
KE(prop/opt, A1)“) teile sichU zu gleichen Teilen

so auf zwei Schichten auf (in unserem
”
Betriebsbeispiel“ k̈onnte man die Gesamtheit der

im Betrieb bescḧaftigten Personen z.B. in weibliche und männliche Arbeitnehmer oder in
Arbeiter und Angestellte zerlegen), dass für πA = 0.2 gilt: πA,1 = 0.24 (bzw. zur Erzie-
lung eines ḧoheren SchichtungseffektesπA,1 = 0.35) undπA,2 = 0.16 (bzw. 0.05). Für
die Simulation mitπA = 0.1 gilt πA,1 = 0.12 (bzw.πA,1 = 0.174) undπA,2 = 0.08 (bzw.
0.026).

Schließlich wird noch die Verteilung des SchätzerŝπM2
A (vgl. Mangat, 1994) mit der

Wahrscheinlichkeitp = 0.8 für die Auswahl der heiklen Frage, wenn das Stichprobenele-
ment nicht die EigenschaftA besitzt, betrachtet, und in Boxplots und Tabellen mit

”
M2“

bezeichnet.

3.2 Die Simulationsergebnisse

Die Verteilungen aller Scḧatzer k̈onnen bei den gegebenen Parametern nur als annähernd
normal mit einer durch den geringen Stichprobenumfang und der im Vergleich dazu auch
geringen Gr̈oße der Grundgesamtheit bedingten und auch unterschiedlich ausgeprägten
Schiefe betrachtet werden (siehe auch Freudenthaler, 2006, S.29). Die Boxplots der zu
den verschiedenen randomisierten Antworttechniken gehörenden Stichprobenverteilun-
gen der Scḧatzer sind in den Abbildungen 1 und 2 nach der Schätzervarianz gereiht. Die

”
Whiskers“ der Boxplots geben jeweils die Spannweite der 1 Million Ergebnisse an. Die

Box erstreckt sich – wiëublich – vom unteren zum oberen Quartil und die senkrechte
Linie in der Box kennzeichnet den Median der Verteilung.

Die Mittelwerte der allesamt erwartungstreuen Schätzer betragen̈uber alle Simula-
tionen (bei Rundung auf 4 Nachkommestellen) jeweils 0.2000 bzw. 0.1000. In den dazu
geḧorenden Tabellen 1 und 2 finden sich neben den simulierten Medianen und Varian-
zen auch die simulierten 95%-Zufallsstreifen, die die mittleren 95% der Schätzergebnisse
enthalten und in denen sich dieüberwiegend vorherrschende Rechtsschiefe recht deutlich
manifestiert.

An die Qualiẗat der direkten Befragung kommt natürlich keines der betrachteten Be-
fragungsdesigns heran. Nochmals sei jedoch betont, dass im Falle einer sensitiven The-
matik bei direkter Befragung mit einer hohen Verweigerungs- und Falschantwortrate zu
rechnen ist und die Fullresponseannahme somit unzutreffend ist. Erst die randomisierten
Antworttechniken sollen wahrheitsgetreuen Fullresponse garantieren. Hinsichtlich der er-
zielbaren Scḧatzergenauigkeit unterscheiden sich die betrachteten unterschiedlichen Be-
fragungsdesigns teilweise ganz erheblich voneinander. So sind Warners und Greenberg et
al.’s (mit oder ohne gegebenemπB) Techniken am ineffizientesten. Im Vergleich zur di-
rekten Befragung weisen Sie einen bis zu mehr als doppelt so breiten 95%-Zufallsstreifen
auf. Unter diesen Basistechniken des randomisierten Antwortens ist natürlich TechnikG
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Abbildung 1: Box-Plots der Schätzer f̈ur πA = 0.2

(Greenberg et al. mit bekanntemπB) die wirksamste, wobei für G undG′ (Greenberg et
al. mit unbekanntemπB) gleichermaßen gilt, dass die Schätzerstreuung mitπB → 0 ab-
nimmt.G′ liefert ferner eine ḧohere Scḧatzergenauigkeit, wennp2 = 0 geẅahlt wird, wie
dies Moors (1971) vorgeschlagen hat.

Die geschichtete Anwendung von Warners Strategie (KW ) lässt im Vergleich zum
ungeschichteten BefragungsdesignW einen positiven Schichtungseffekt erkennen, des-
sen Ausmaß jedoch – sowohl bei proportionaler als auch bei optimaler Schichtung – eher
moderat ausf̈allt. Am größten ist er bei optimaler Schichtung und bei größtem Unter-
schied der Anteile vonA zwischen den Schichten, wobei jedoch zu bedenken ist, dass für
die Anwendung der optimalen Schichtung a priori-Schätzungen f̈ur die varianzrelevanten
Parameter ben̈otigt werden, deren Beschaffung aufwendiger sein kann als der dadurch
erzielte Effekt.

Das BefragungsdesignM2 von Mangat (1994), bei dem Warners Technik nur dann
zur Anwendung kommt, wenn die Erhebungseinheit nicht zuUA geḧort, lässt bei den
gegebenen Parametern eine Schätzung des ParametersπA zu, deren 95%-Zufallsstreifen
um ziemlich genau1/4 schm̈aler ausf̈allt als beiW selbst. Das zweistufige DesignMS,
das vor der Anwendung von Warners Verfahren schon eine Stufe mit der Frage nach
der Zugeḧorigkeit zuUA einfügt, lässt hier eine in etwa dem VerfahrenG entsprechen-
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Tabelle 1: Mediane, Schätzervarianzen (in10−3) und 95%-Zufallsstreifen beiπA = 0.2

Scḧatzer Median Scḧatzervarianz Zufallsstreifen
dir 0.2000 1.4410 [0.1300; 0.2800]
M1(B = 0.05) 0.1958 1.5353 [0.1229; 0.2791]
KE(opt, A1 = 0.35) 0.1990 1.5754 [0.1265; 0.2801]
M1(B = 0.25) 0.1979 1.5889 [0.1250; 0.2813]
KE(prop,A1 = 0.35) 0.1957 1.6919 [0.1196; 0.2826]
KE(opt, A1 = 0.24) 0.2002 1.8766 [0.1169; 0.2875]
KE(prop,A1 = 0.24) 0.1957 1.8794 [0.1196; 0.2826]
MS 0.1957 1.8950 [0.1196; 0.2826]
G(B = 0.05) 0.2000 2.0399 [0.1125; 0.2875]
G(B = 0.25) 0.2000 2.4208 [0.1125; 0.3000]
G′(n2 = 10, p2 = 0, B = 0.05) 0.1972 2.5847 [0.1000; 0.3056]
G′(n2 = 15, p2 = 0.2, B = 0.05) 0.1974 3.3365 [0.0902; 0.3132]
M2 0.2000 3.4476 [0.0875; 0.3125]
G′(n2 = 18, p2 = 0, B = 0.25) 0.2023 3.6497 [0.0843; 0.3228]
G′(n2 = 50, p2 = 0, B = 0.05) 0.1950 4.3026 [0.0800; 0.3350]
G′(n2 = 21, p2 = 0.2, B = 0.25) 0.2035 4.5410 [0.0735; 0.3386]
G′(n2 = 50, p2 = 0.2, B = 0.05) 0.2000 5.0255 [0.0667; 0.3467]
G′(n2 = 50, p2 = 0, B = 0.25) 0.2000 5.2561 [0.0650; 0.3500]
KW (opt, A1 = 0.35) 0.2001 5.6429 [0.0558; 0.3497]
KW (prop, A1 = 0.35) 0.2000 5.6883 [0.0500; 0.3500]
KW (opt, A1 = 0.24) 0.1989 5.8691 [0.0498; 0.3499]
KW (prop, A1 = 0.24) 0.2000 5.8773 [0.0500; 0.3500]
W 0.2000 5.8822 [0.0500; 0.3500]
G′(n2 = 50, p2 = 0.2, B = 0.25) 0.2000 6.1307 [0.0533; 0.3600]

de Scḧatzung vonπA zu. Der zus̈atzliche Genauigkeitsgewinn vonMS bei Schichtung
(BefragungsdesignKE) ist wiederum von geringem Ausmaß.

Sehr beeindruckend schneidet MethodeM1 ab. Diese zweistufige Anwendung der
randomisierten AntworttechnikG nach Mangat (1992) kommt der direkten Befragung
am n̈achsten und ist (wieG selbst) am effizientesten, wennπB → 0 geht. Vorausge-
setzt wird in Hinblick auf die praktische Relevanz dieses Ergebnisses – wie oben bereits
erwähnt –, dass die Kooperationsbereitschaft der Respondenten durch die designbedingte

”
Verschleierung“ der Erḧohung der Gesamtwahrscheinlichkeit für das Stellen der Frage

nach der Zugeḧorigkeit zur GesamtheitUA durch die Zweistufigkeit tatsächlich erhalten
bleibt.

Ein Vergleich der Ergebnisse in Hinblick auf die Auswirkung eines geringeren An-
teilsπA der EigenschaftA auf die Scḧatzer bringt keine gravierenden Veränderungen des
Gesamtbildes (Abbildung 2 und Tabelle 2). Das Auffälligste an den Simulationen bei
πA = 0.1 ist der Umstand, dass sich der Teil der in den negativen Wertebereich fallenden
Spannweite der Schätzer f̈ur πA deutlich vergr̈oßert. Dies ist jedoch von eher theoreti-
schem Interesse. In der Praxis wird man in einem solchen Fall den Schätzer auf Null
setzen und damit die Stichprobenverteilung an dieser Stelle stutzen (vgl. etwa Chaudhuri
und Mukerjee, 1987, S.8f).
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Abbildung 2: Box-Plots der Schätzer f̈ur πA = 0.1

4 Zusammenfassung

Randomisierte Antworttechniken bieten die Möglichkeit, durch Bewahrung der Privat-
spḧare der Respondenten Schätzungen f̈ur unbekannte Parameter sensitiver Merkmale zu
ermöglichen, bei denen die Schätzung durch direkte Befragung wegen Antwortverwei-
gerung und bewusste Falschbeantwortung beeinträchtigt ẅare. Die durch eine cleveres
Befragungsdesign gewährleistete Erḧohung der Privatspḧare wird durch einen Genauig-
keitsverlust der Scḧatzung erkauft, der je nach Befragungsstrategie unterschiedlich hoch
ausfallen kann.

Die Scḧatzervarianzen für Anteilscḧatzer sind auch bei Ziehen ohne Zurücklegen for-
mal darstellbar. Allgemeine Aussagenüber das Ausmaß der Erhöhung der Scḧatzervarianz
im Vergleich verschiedener solcher Techniken sind jedoch wegen der Komplexität der
(mehr oder weniger) frei ẅahlbaren Designparameter nur bedingt möglich. In der Si-
mulationsstudie wurden diese Parameter nach den Vorgaben aus den Originalaufsätzen
festgelegt.

Es zeigt sich, dass sich die Basisdesigns nach Warner (1965) und Greenberg et al.
(1969) durch Anwendung geschichteter Stichprobenverfahren effizienter gestalten lassen.
Mehrstufige Vorgehensweisen und ergänzende Designelemente können die Effizienz so-
gar so deutlich erḧohen, dass eine Annäherung an die Qualität der Scḧatzung an jene
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Tabelle 2: Mediane, Schätzervarianzen (in10−3) und 95%-Zufallsstreifen beiπA = 0.1

Scḧatzer Median Scḧatzervarianz Zufallsstreifen
dir 0.1000 0.8110 [0.0500; 0.1600]
M1(B = 0.05) 0.1021 0.8681 [0.0500; 0.1646]
M1(B = 0.25) 0.0938 0.9400 [0.0417; 0.1667]
KE(opt, A1 = 0.174) 0.0991 1,1462 [0.0377; 0.1692]
G(B = 0.05) 0.1000 1,1848 [0.0375; 0.1750]
KE(prop, A1 = 0.174) 0.0978 1,2171 [0.0326; 0.1739]
KE(opt, A1 = 0.12) 0.0977 1,2554 [0.0322; 0.1721]
KE(prop, A1 = 0.12) 0.0978 1,2619 [0.0326; 0.1739]
MS 0.0978 1,2653 [0.0326; 0.1739]
G′(n2 = 13, p2 = 0, B = 0.05) 0.1006 1,6124 [0.0239; 0.1819]
G(B = 0.25) 0.1000 1,6649 [0.0250; 0.1875]
G′(n2 = 17, p2 = 0.2, B = 0.05) 0.0964 2,0323 [0.0125; 0.1928]
G′(n2 = 50, p2 = 0, B = 0.05) 0.0950 2,5300 [0.0100; 0.2100]
G′(n2 = 20, p2 = 0, B = 0.25) 0.1000 2,7029 [0.0031; 0.2063]
G′(n2 = 50, p2 = 0.2, B = 0.05) 0.0933 2,9546 [0.0067; 0.2133]
M2 0.1000 3,0560 [0.0000; 0.2125]
G′(n2 = 24, p2 = 0.2, B = 0.25) 0.0987 3,3528 [-0.0095; 0.2178]
G′(n2 = 50, p2 = 0, B = 0.25) 0.0950 3,6818 [-0.0100; 0.2250]
G′(n2 = 50, p2 = 0.2, B = 0.25) 0.1000 4,3173 [-0.0200; 0.2333]
KW (opt, A1 = 0.174) 0.0976 5,1713 [-0.0363; 0.2451]
KW (prop, A1 = 0.174) 0.1000 5,1978 [-0.0333; 0.2500]
KW (opt, A1 = 0.12) 0.0995 5,2460 [-0.0345; 0.2486]
KW (prop, A1 = 0.12) 0.1000 5,2495 [-0.0333; 0.2500]
W 0.1000 5,2558 [-0.0333; 0.2500]

der direkten Befragung m̈oglich erscheint. Diese Annäherung sẗoßt jedoch dort an ihre
Grenzen, wo durch die Festlegung der Designparameter der wesentliche Unterschied zur
direkten Befragung, das ist die Kooperationsbereitschaft der Respondenten, verloren geht.
Wo für die einzelnen Methoden diese Grenzen zu ziehen sind, lässt sich letztlich nur in
der praktischen Umsetzung der Verfahren testen.

Anhang

Beweis von (4)

Es gilt

V (π̂G
A) =

1

p2
V (π̂y) . (11)
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Es seien hinsichtlich der Erhebungseinheiti

vi =

{
1 wenni die EigenschaftA aufweist,
0 sonst,

wi =

{
1 wenni die EigenschaftB aufweist,
0 sonst,

xi =

{
1 wenni die Frage nach der Mitgliedschaft inUA erḧalt,
0 sonst,

yi =

{
1 wenni mit

”
ja“ antwortet,

0 sonst.

Ferner gilt
yi = vixi + wi(1− xi) = vixi + wi − wixi .

Es istπ̂y =
∑

s yi/n und somit wird (11) zu

V (π̂G
A) =

1

n2p2
V

(∑
s

yi

)
. (12)

Nun ist

V

(∑
s

yi

)
= E

(∑
s

y2
i

)
+ E


 ∑

s(i 6=j)

yiyj


− E2

(∑
s

yi

)
. (13)

Für Ziehen mit und ohne Zurücklegen gilt gleichermaßen

E

(∑
s

y2
i

)
= E

(∑
s

yi

)
= n

(
pπA + (1− p)πB

)
. (14)

Für den 2. Summanden in (13) gilt

E


 ∑

s(i6=j)

yiyj


 = n(n− 1)E

(
vivjxixj + wivjxj − wixivjxj + vixiwj

+wiwj − wiwjxi − vixiwjxj −−wiwjxj + wiwjxixj

)
.

Es ist

E(vivj) =





π2
A bei Ziehen mit Zur̈ucklegen,

πA(NπA − 1)

N − 1
bei Ziehen ohne Zurücklegen

und

E(wiwj) =





π2
B bei Ziehen mit Zur̈ucklegen,

πB(NπB − 1)

N − 1
bei Ziehen ohne Zurücklegen.

Somit ergibt sich f̈ur Ziehen mit Zur̈ucklegen

E


 ∑

s(i 6=j)

yiyj


 = n(n− 1)

(
π2

Ap2 + 2πAπBp− 2πAπBp2 + π2
B − 2π2

Bp + π2
Bp2

)
(15)
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und für Ziehen ohne Zur̈ucklegen

E


 ∑

s(i6=j)

yiyj


 = n(n− 1)

(
πA(NπA − 1)

N − 1
p2 + 2πAπBp− 2πAπBp2+

+
πB(NπB − 1)

N − 1
− 2

πB(NπB − 1)

N − 1
p +

πB(NπB − 1)

N − 1
p2

)
.(16)

Der Subtrahend auf der rechten Seite von (13) ist bei Ziehen mit wie auch bei Ziehen
ohne Zur̈ucklegen folgendermaßen darstellbar

E2

(∑
s

yi

)
= n2(π2

Ap2 + 2πAπBp− 2πAπBp2 + π2
B − 2π2

Bp + π2
Bp2) . (17)

Für Ziehen mit Zur̈ucklegen ergibt sich für (12) aus (13) bis (15) und (17) Ergebnis (6).
Für Ziehen ohne Zur̈ucklegen ergibt sich auf Grund der beim 2. Summanden (16)

auftretenden Abweichung im Vergleich zu Ziehen mit Zurücklegen ausgehend von (12)
folgende Varianzdarstellung

V (π̂G
A) =

πy(1− πy)

np2
− 1

n2p2

[
n(n− 1)

N − 1
p2πA(1− πA) +

n(n− 1)

N − 1
πB(1− πB)−

−2
n(n− 1)

N − 1
pπB(1− πB) + +

n(n− 1)

N − 1
p2πB(1− πB)

]
.

Daraus ergibt sich endlich (7)

V (π̂G
A) =

πy(1− πy)

np2
− n− 1

n(N − 1)

[
πA(1− πA) + πB(1− πB)

(
1

p2
− 2

p
+ 1

)]

=
πy(1− πy)

np2
− n− 1

n(N − 1)

[
πA(1− πA) +

(
1− p

p

)2

πB(1− πB)

]
.

Beweis von (10):
Es seienvi undyi wie in Abschnitt (5.1) definiert. F̈ur xi gilt

xi =

{
1 wenni die Frage nach der Mitgliedschaft inUA erḧalt, gegebeni ∈ UA

0 sonst.

Es gilt ferner
yi = vi + (1− vi)(1− xi) = 1− xi + vixi .

Für den 1. Summanden in (13) ergibt sich

E

(∑
s

yi

)
= n(πA + (1− πA)(1− p)) . (18)

Der 2. Summand in (13) wird zu

E


 ∑

s(i 6=j)

yiyj


 = n(n−1)E(1−xi+vixi−xj+xixj−vixixj+vjxj−vjxixj+vivjxixj) .
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Dies ergibt f̈ur Ziehen mit Zur̈ucklegen

E


 ∑

s(i 6=j)

yiyj


 = n(n− 1)(1− 2p + 2πAp + p2 − 2πAp2 + π2

Ap2) . (19)

Für Ziehen ohne Zur̈ucklegen ergibt sich hinsichtlich des 2. Summanden aus (13)

E


 ∑

s(i6=j)

yiyj


 = n(n−1)

(
1− 2p + 2πAp + p2 − 2πAp2 +

πA(NπA − 1)

N − 1
p2

)
. (20)

Der Subtrahend in (13) ist für das Befragungsdesign nach Mangat (1994) gegeben durch

E2

(∑
s

yi

)
= n2

(
1 + 2πAp− 2p + π2

Ap2 − 2πAp2 + p2
)

. (21)

Für Ziehen mit Zur̈ucklegen ergibt sich für (12) aus (13), (18), (19) und (21) das Ergebnis
(9).

Für Ziehen ohne Zur̈ucklegen ergibt sich auf Grund der beim 2. Summanden (20)
auftretenden Abweichung im Vergleich zu Ziehen mit Zurücklegen ausgehend von (12)
folgende Varianzdarstellung

V (π̂M2
A ) =

1

np2

(
n

N − n

N − 1
p2πA(1− πA) + np− npπA − np2 + np2πA

)

=
πA(1− πA)

n

N − n

N − 1
+

(1− πA)(1− p)

np
.

Und dies entspricht (10).
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