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Kapitel 0

Kurze Einfiihrung

Jeder, der schon einmal einen Unfall verursacht hat, fragt sich, ob es sich auszahlt,
diesen Unfall der Versicherung zu melden und somit in eine héhere Pramienstufe
eingestuft zu werden, oder ob man den Schaden lieber selber zahlen soll. Genau
damit beschéftigt sich meine Diplomarbeit.

Im ersten Kapitel erklédre ich die Grundziige des Osterreichischen Bonus—Malus
Systems mit den zugehorigen Ein— bzw. Umstufungsregelungen. Auflerdem wird
die Entwicklung des Bonus—-Malus Systems in den letzten Jahren beschrieben.
Das zweite Kapitel befasst sich mit dem diskreten, das dritte Kapitel mit dem
zeitstetigen Bonus-Malus System. Fiir beide Fiélle werden das Modell und die
Kostenfunktion sowohl des Versicherten als auch der Versicherung beschrieben.
Den wichtigsten Teil des zweiten Kapitels bildet die diskrete stochastische dy-
namische Programmierung mit deren Hilfe die optimalen Schwellwerte bestimmt
werden konnen ab denen ein Schaden der Versicherung gemeldet wird.

Um die optimalen Werte fiir das ¢sterreichische Bonus-Malus System so reali-
stisch wie moglich angeben zu koénnen, habe ich versucht, einige wichtige Para-
meter wie z.B. die Unfallwahrscheinlichkeit zu schiatzen. Wie in Kapitel 4 erlautert
wird ist das mit den mir zur Verfiigung stehenden Daten nicht zufriedenstellend
moglich.

Die Hauptquelle meiner Diplomarbeit ist eine Arbeit von Zacks und Levikson
[10]. Ausgehend von den in dieser Arbeit angefiithrten Gleichungen fiir die Kosten
habe ich zuerst versucht das in der Arbeit angefiihrte Beispiel mit den entspre-
chend berechneten Kostenwerten nachzuvollziehen. Da ich nicht auf diese Werte
gekommen bin, habe ich sowohl die Kosten des Versicherten, als auch die der Ver-
sicherung mittels Simulation berechnet. Auf Grund der erhaltenen Kostenwerte
bemerkte ist, dass die angegebenen Kostengleichungen nicht richtig sein kénnen,
auBer die fiir die Kosten des Versicherten im diskreten BMS. Ich werde daher



in meiner Diplomarbeit an den entsprechenden Stellen darauf hinweisen, wo der
Fehler in der Arbeit von Zacks und Levikson gelegen ist. Aulerdem werde ich im
fiinften Kapitel noch genauer auf die Fehler und deren ,,Entdeckung*“eingehen.
Im sechsten Kapitel meiner Diplomarbeit habe ich die aus den vorhergehenden
Kapiteln erhaltenen Ergebnisse auf das dsterreichische Bonus-Malus System an-
gewandt. Weiters habe ich fiir eine realitdtsnahe Parameterwahl sowohl Schwell-
werte, als auch erwartete Kosten des Versicherten bzw. der Versicherung be-
stimmt.

Im Anhang sind neben einer kurzen Einfithrung iiber Markov—Ketten und ei-
ner Auflistung der in meiner Diplomarbeit verwendeten Verteilungen auch die
Mathematica—Programme zu finden, mit denen ich die Schwellwerte und die er-
warteten Kosten bestimmt habe.

Achtung: Leider habe ich nach dem Binden meiner Arbeit noch ein paar kleine
Fehler entdeckt. Sie wurden in dieser Version von mir korrigiert.



Kapitel 1

Das Osterreichische Bonus-Malus
System

1.1 Einleitung

Da heutzutage beinahe jeder Gsterreichische Haushalt iiber mindestens ein Auto
verfiigt, nimmt die KFZ-Haftpflichtversicherung einen sehr groflen Stellenwert in
den meisten Versicherungsgesellschaften ein. Aus diesem Grund ist es den Versi-
cherungen aber auch den Versicherten ein groffes Anliegen gerechte Préimiensétze
festzulegen.

Das urspriingliche Osterreichische BMS besteht aus 18 Pramienstufen, die mit
0 bis 17 bezeichnet werden, und 9 sogenannten Tarifklassen, welche aus jeweils
2 Préamienstufen gebildet werden. Heutzutage hat jedoch jede Versicherung das
Recht zusétzliche Pramienstufen einzufiihren (z.B. die Pramienstufen A bis C, die
als Superbonusstufen bezeichnet werden) oder aber den jeweiligen stufenabhéngi-
gen Prozentsatz (siehe nichster Abschnitt) flexibler zu gestalten. AuBerdem steht
es einem Versicherungsunternehmen frei Selbstbehalte bei Schadensforderungen
zu verlangen. Da es somit viele verschiedene BM—-Systeme gibt, habe ich mich
dazu entschlossen, fiir die in meiner Diplomarbeit durchgefiihrten Berechnungen
das urspriingliche BMS heranzuziehen.

1.2 Um- und Einstufungsregelungen

Beruhend auf bestimmten Merkmalen wie z.B der kW- bzw. PS-Zahl werden die
Kraftfahrzeuge in sogenannte Tarifgruppen unterteilt. Jede dieser Tarifgruppen
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hat eine bestimmte Grundpramie, von der ausgehend man, je nachdem in welcher
Pramienstufe man sich befindet, einen bestimmten Prozentsatz bezahlen muss.
(siehe nachfolgende Tabelle)

Wie aus der Tabelle ersichtlich, muss jemand, der sich in einer der beiden héchsten
Stufen befindet, viermal so viel an Pramie bezahlen, wie jemand aus Stufe 0 oder
1. Ausgehend von der Grundpramie sind also im schlimmsten Fall das Doppelte,
im besten Fall hingegen nur die Hélfte zu bezahlen. (8]

Pramienstufe | Prozentsitze
0| 50%
11| 50%
2 | 60%
31 60%
4| 70%
51 70%
6 | 80%
7 | 80%
8 | 100%
9 | 100%

10 | 120%
11 | 120%
12 | 140%
13 | 140%
14 | 170%
15 | 170%
16 | 200%
17 | 200%

Tabelle 1.1: Prozentsatz der Préamie in der jeweiligen Stufe des urspriinglichen
BMS

Die Umstufung folgt folgendem Schema:[9]

Nach schadenfreiem Verlauf jedes Zeitraumes vom 1.Oktober bis zum 30.Sep-
tember des folgenden Jahres (Beobachtungszeitraum) wird die Pramie jeweils zur
néchsten Hauptfilligkeit (Monat, in dem der Versicherungsvertrag abgeschlossen
wurde) ab dem dem Beobachtungszeitraum folgenden 1.Jénner nach der néchst
niedrigeren Pramienstufe bemessen.

Ein Beobachtungszeitraum gilt als schadenfrei verlaufen, wenn kein zu beriick-
sichtigender Versicherungsfall eingetreten ist und der Versicherungsvertrag min-
destens neun Monate bestanden hat. Bei Neueinstufung in Stufe 9 erfolgt die
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Umstufung bereits wenn nur 6 Monate in den ersten Beobachtungszeitraum fal-
len.

Fiir jeden zu beriicksichtigenden Versicherungsfall wird die Pramie zur néchsten
Hauptfilligkeit ab dem dem Beobachtungszeitraum folgenden 1.J&nner um drei
Pramienstufen hoher als zuvor bemessen, hochstens jedoch bis zur Stufe 17.
Wenn man eine Malus-Einstufung verhindern will, so muss man dem Versicherer
innerhalb von 6 Wochen die erbrachte Schadensleistung riickerstatten. Dies kann
sich bei kleineren Schéden durchaus rechnen.

Drei Beispiele zur Erklarung:

1. Wird ein KFZ am 01.04.2005 angemeldet, so geniigt der Zeitraum bis
30.09.2005 als Beobachtungszeitraum. Somit kommt der KFZ-Haftpflicht-
vertrag zur nichsten Hauptfalligkeit am 01.04.2006 bei Schadensfreiheit
in die B/M-Stufe 08. Bei weiterer Schadensfreiheit gilt bei der nichsten
Hauptfalligkeit am 01.04.2007 die B/M-Stufe 07.

2. Wird das KFZ am 15.04.2005 angemeldet, so geniigt der Zeitraum bis
30.09.2005 NICHT als Beobachtungszeitraum. Deshalb wird der Beobach-
tungszeitraum bis 30.09.2006 verldngert. Bei Schadensfreiheit bis zu diesem
Datum kommt der KFZ-Haftpflichtvertrag dann bei der nachsten Hauptfallig-
keit am 15.04.2007 (eventuell auch der 01.05.2007) in die B/M-Stufe 08. Bei
weiterer Schadensfreiheit gilt bei der néchsten Hauptfélligkeit am 15.04.2008
(eventuell ist das auch der 01.05.2008) die B/M-Stufe 07.

3. Wird das KFZ am 01.10.2005 angemeldet, so ist das Versicherungsjahr ident
mit dem Beobachtungszeitraum bis 30.09.2006. Somit kommt der KFZ-
Haftpflichtvertrag zur néchsten Hauptfilligkeit am 01.10.2006 bei Scha-
densfreiheit in die B/M-Stufe 08. Bei weiterer Schadensfreiheit gilt bei der
nachsten Hauptfilligkeit am 01.10.2007 die B/M-Stufe 07.



1.3 Entwicklung des Bonus-Malus Systems von
1977 bis 1997

Als das Bonus-Malus System 1977 in Osterreich eingefithrt wurde, mussten natiir-
lich alle Versicherungsnehmer in der Stufe 9 beginnen. Im darauffolgenden Jahr
waren dann auf Grund der Umstufungsregelungen lediglich die Stufen 8, 9, 12, 15
und 17 moglich. Erst 1986 war es den ersten Versicherten moglich, die Bonusstu-
fe 0 zu erreichen. Bis 1997 wurde vom Verband der Versicherungsunternechmen
Osterreichs die nachfolgende Tabelle erstellt, heutzutage gibt es diese leider nicht
mehr. Es wird nur mehr ungefihr ermittelt wie viele Personen in den Bonusstufen
bzw. in den Malusstufen zu finden sind, wie grof§ der Prozentsatz in den Stufen
17 und 16, 8 und 9 bzw. 0 und 1 ist.[1]
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Kapitel 2

Das diskrete
Bonus—Malus—System

2.1 Modellbildung

Es wird von einem K+1-stufigen BMS ausgegangen, in welchem sowohl die
Pramien 7;,7 = 0,..., K als auch die Selbstbehalte d;,7 = 0,... K der einzelnen
Stufen fixiert sind. Der Ubergang von der einen zur anderen Stufe kann entweder
zu dikreten Zeiten oder aber zeitstetig (siehe néchstes Kapitel) vollzogen werden.

Fiir die Pramien 7; und Selbstbehalte d; gilt Folgendes:

O<my<m<- <7k (2.1)

und
0<dy<dy<--<dg. (2.2)

Weiters sei fiir jede Stufe eine Zeitperiode der Lange Ty (k = 0, ..., K) definiert.
Wenn sich eine Kunde in der Stufe k befindet und innerhalb der Zeitperiode T},
keine Forderung einreicht, so wechselt er nach Ende dieser Periode in eine niedri-
gere Stufe. Andererseits wechselt er in eine hohere Stufe, sobald er eine Forderung
einreicht. Ein Kunde bleibt in der untersten Stufe solange er nicht fordert, und
in der hochsten Stufe K solange er Forderungen einreicht. Erst wenn er nach der
letzten Forderung innerhalb einer Periode der Lange Tk nicht fordert, kann er
in eine niedrigere Stufe wechseln. Es kann vorkommen, dass sich ein Kunde in
der Stufe 0 oder der Stufe K sehr lange authélt. In den iibrigen Stufen 1 bis K-1
ist die Verweildauer jedoch hochstens T4, T, ..., Tx_1 Jahre. Im Osterreichischen
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BMS gilt T} = -+ = Tg_1 = 1. Weiters ist aus dem ersten Kapitel bekannt,
dass, wenn man eine Forderung einreicht am Ende des Jahres um 3 Stufen hin-
aufsteigt, wenn man nicht fordert eine Stufe hinab. Somit erhélt man fiir einen
gegebenen Kunden eine Folge von Indizes {J,;n > 1}, welche die Pramienstufen
angibt, d.h. J, € {0,1,..., K}. Im osterreichischen BMS ist K = 17 und Jy =9
die Anfangsstufe. Aus der Struktur des BMS geht hervor, dass {J,,;n > 1} eine
Markov—Kette mit K+1 Zustdnden beschreibt. (Definition und allgemeine Eigen-
schaften von Markovketten siehe Anhang A.)

Angenommen ein Kunde, der sich in der Stufe k£ befindet, verursacht einen Jah-
resgesamtschaden in der Hohe von X Einheiten. Nun stellt sich die Frage, ob er
diesen der Versicherung melden oder ihn selber bezahlen soll. Wenn X kleiner
als der in der Stufe k festgelegte Selbstbehalt ist, dann ist es besser, wenn der
Kunde den Schaden selber bezahlt. Wenn jedoch X > dj, dann muss sich der
Kunde iiberlegen, ob er fordert oder nicht. Wenn er den Schaden selber bezahlt,
dann wechselt er in eine niedrigere Stufe, in der die Pramie geringer ist. Wenn
er fordert, dann wechselt er in eine hohere Stufe mit einer hoheren Pramie. Er
muss sich somit iiberlegen, wie grof§ X —dj, im Verhéltnis zu dem erwarteten Ver-
lust durch den Wechsel in eine niedrigere Stufe ist. Es geht nun darum, dass ein
Kunde sogenannte Schwellwerte s, s1, . .., sk festlegt (sp > d fiir k =0,..., K).
Somit wird ein Kunde in Stufe k£ eine Forderung einreichen, wenn X > s;. Der
Vektor der Schwellenwerte s = (s, ..., sx)" wird Strategie genannt.

Bemerkung: Hier werden nur sehr einfache (stationére) Strategien betrachtet.
[.A. konnen die Schwellwerte von der Vertragsdauer bzw. der Zeit seit Vertrags-
abschluss abhédngen (oder noch allgemeiner von der gesamten ‘”Geschichte‘” bis
zum gegenwértigen Zeitpunkt, vgl. Kapitel 2.4).

Sei D,, der totale Schaden eines Versicherten im n-ten Jahr, F'(z) die kummula-
tive Verteilungsfunktion von D,,. Es wird angenommen, dass F' bekannt und die
Dy, Dy, ... unabhéngig identisch verteilt sind.

Die Wahrscheinlichkeit keines Unfalles bzw. keines Schadens innerhalb eines Jah-
res sei F'(0) = pxy. G(x) bezeichne die totale jahrliche Schadensverteilung unter
der Bedingung, dass ein Schaden aufgetreten ist, G(0) = 0.

Somit gilt:

F(z) = pxv + (1 = pro)G(z),  (z=0). (2:3)

Nach einer empirischen Untersuchung von Lemaire [5] kann G als approximativ
Gamma—verteilt angenommen werden, d.h.
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Gz | v) = (1/T(1)) /0 e, (2.4)

Dabei bezeichnet v > 0 den sogenannten Formparameter. Die Gamma-Funktion
ist definiert durch

['(v)= /000 t'~te~tdt (2.5)

und erfiillt

F'v+1)=vl(v), (2.6)
Mv+1)=uvl, falls v ganzzahlig ist. (2.7)

Die Ubergangsmatrix von {.J,,} hingt vom Vektor s = (s, ..., sx) der Schwell-
werte ab. Sie wird mit P(s) bezeichnet. Im 6sterreichischen BMS gilt:

F(s;), falls 0 < i < K,j = max(0,i — 1)
Pj(s) =1 1—F(s;), falls 0 <i < K,j =min(i + 3, K)
0, sonst

Im Folgenden werden nun optimale Strategien und ihr Zusammenhang mit den
Pramien betrachtet. Es wird von einem zufélligen Kunden einer speziellen Popu-
lation ausgegangen. Deshalb werden alle Funktionen und Parameter als jene der
Population betrachtet und als bekannt angenommen.

2.2 Die Gesamtkosten des Versicherten bei un-
endlicher Laufzeit

Die Kosten, die sich bei einem Schaden im n—ten Jahr fiir einen Versicherten in
Stufe k ergeben, sind

re(si) = m, +aD,, D, < s
FUORT e 4+ ady, Dy > s

wobei man entweder den Schaden selbst bezahlt oder den Selbstbehalt der jewei-
ligen Stufe plus die Pramienrate. o bezeichnet dabei einen Diskontierungsfaktor

12



(0 < a < 1). Hinter dem Diskontierungsfaktor steht die wirtschaftliche Idee, dass
Kosten, die in der Zukunft auftreten, in ihren gegenwartigen Wert diskontiert
werden. Wenn z.B. Kosten im Wert von 3 Einheiten zur Zeit n auftreten, dann
haben sie zum Zeitpunkt 0 den Wert 3a™. Diskontierte Kosten ermdéglichen somit
den Vergleich zu verschiedenen Zeitpunkten. 74 (sy) sind also die Kosten, die sich
im k—ten Jahr ergeben, diskontiert auf den Jahresbeginn (an dem die Pramie 7y
fallig ist, nicht aber die am Jahresende filligen Kosten Dy, bzw. dy). Die jéhrlich
zu erwartenden diskontierten Kosten eines Kunden in Stufe £ mit Schwellwert sy,
sind

Ri(sk) = Elri(sk)] = e+ aB[Dnlip, <oyl + aBldilp,>5)] =
Sk
= mp+ a/ zdF(z) + adip(1 — F(sg)). (2.8)
0

Aus 2.8 folgt mittels partieller Integration

Ri(sk) = 7+ ady — adpF(sg) + a/ xdF(z)
0
Sk
— 1+ ady — adpF(sy) + aleF(z) 3 — / Fly)dy]
0
Sk
= T+ ady — adpF(sg) + aspgF(sg) — a/ F(y)dy
0

— m+ ady — aF(s)(ds — i) — a /0 " Fy)dy. (2.9)

Sei R(s) der K + 1-dimensionale Vektor mit Elementen Ry (s;),k =0,..., K. Be-
zeichne Cj(s) die zu erwartenden zukiinftigen diskontierten Gesamtkosten, wenn
man sich in Stufe i befindet, d.h.

Ci(s) = E[>_ a"Ry,(s5,)|Jo = i]. (2.10)

n=0

Dann gilt

Ci(s) = Ri(si)+E[>_a"Ry,(s5,)Jo =1

n=1
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= Ri(Si) + Z PZ]E[Z anRJn(an)

Ji = J]
j€{0,.., K} n=1
= Rz(51> + « Z PijCj(S)
je{0,....,K}
Fasst man die C;(s) zu einem Vektor C(s) = (Cy(s),...,Ck(s)) zusammen, ist

das obige Gleichungssystem &dquivalent mit der Matrix—Gleichung

(I —aP)C(s) = R(s). (2.11)

Aus der nachfolgenden Proposition 2.1 folgt, dass I — aP fir 0 < a < 1 stets
invertierbar ist. Man erhélt

C(s) = (I —aP) 'R(s). (2.12)

Proposition 2.1: Ist P die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten einer end-
lichen Markovkette und « € [0, 1), dann ist [ — aP stets invertierbar.

Beweis: Mit P ist auch P" fiir jedes n > 0 eine stochastische Matrix und hat
daher Zeilensummennorm 1. Daraus folgt, dass fir a € [0,1) R = > 7 a"P"
konvergent ist. Wegen R(I —aP) = (I —aP)R = [ ist R zu I — aP invers. g.e.d.

Das Gleichungssystem (2.11) ist ident zu dem aus der Arbeit von Zacks, Le-
vikson. Es kann jedoch auch auf eine etwas andere Art hergeleitet werden. Diese
im Folgenden beschriebene Methode lésst sich auf das zeitsteige BMS {ibertragen.

Bezeichne mit S,, den Schaden im n—ten Jahr, X,, die diskontierten Gesamtkosten
des Versicherten ab dem Jahr n (diskontiert auf den Beginn des Jahres n) und
J,, der Stufe des Versicherten im Jahr n. Dann werden die Kosten des sich in der
k-ten Stufe befindenden Versicherten wie folgt bestimmt.

Cp = mp+ E[X|Ji = K]
= mp+ P(S1 =0]J; = k)E[aX5|S; =0, J; = k]
+P(S) > sg|J1 = k)E|ady, + aX;3|S1 > sk, J1 = k]
+P(0 < 51 < silJi = k)E[aS) + aXs|0 < Sy < sg, J1 = K]
(2.13)
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Da S; =0, 57 > s, und 0 < 57 < s, unabhéngig von J; = k sind, folgt

P(Sy = 0]J = k) = P(Sy = 0) = F(0) (2.14)
P(Sl >Sk|J1:]{Z):P(Sl >Sk):1—F(8k) (215)

und
P(0 < S) < skl = k) = F(si) — F(0). (2.16)

Weiters gilt, dass die Bedingung S; = 0, J; = k dquivalent mit der Bedingung
Jo = maz(k —1,0), J; = k ist und somit gilt auf Grund der Markoveigenschaft

E[|S1 =0,J; = k] = E[-|J2 = maz(k — 1,0)]. (2.17)

Ahnlich dazu iiberlegt man sich, dass
und

E[-]0 < Sy < sg, J1 = k] = E[-|J2 = max(k — 1,1)]. (2.19)
Somit erhélt man

Cr = m+ F(0)aE[Xs|J2 = max(k —1,0)]
+(1 — F(s))(ady + aE[Xs|Jy = min(k + 3, K)]
+(F(sg) — F(0)(aE[S1|0 < Sy < s + aF[Xs|Jy = max(k — 1,0)]
(

= Tk + F(O)aC k—1)VO + (1 — F(sk))(adk + ac(k+3)AK)
+( ( ) F(O))(aE[SI\O S Sl S Sk] -+ aC(k—l)VO)

Als néchster Schritt muss nun noch E[S;]0 < S; < si| bestimmt werden.

15



1
s <o < _ dpP
(5110 < 81 < s P(S; € (0, sg]) /ogslgsk >

1

~ F(si) — F(0) /(O,sk] “4P5 ()
1

= Fse) — F(0) /(o,sk] “dF(z)
1

= Fey—F@) P /H wdG()

Zusammen ergibt sich

Cr = F(sr)aCu-1yvo+ (1 — F(sk))aCuisnk
b+ a(l = p) / 2dG (@) +adp(1 — F(sy).  (2.20)

(Ovsk’}

Wegen (2.8) folgt daraus wiederum (2.11).

2.3 Die Gesamtkosten der Versicherung bei un-
endlicher Laufzeit

Ahnlich zu der Bestimmung der Kosten des Versicherten bei unendlicher Laufzeit
bezeichne auch hier S,, den Schaden im n—ten Jahr, X, die diskontierten Gesamt-
kosten der Versicherung ab dem Jahr n (diskontiert auf das Jahr n) und J,, die
Stufe des Versicherten im Jahr n. Dann werden die Kosten fiir die Versicherung
von einem sich in der k-ten Stufe befindenden Versicherten wie folgt bestimmt.
Mit den gleichen Uberlegungen wie vorhin gilt

Vi = E[Xi|J1 =k]
= P(S; < sp|h = k)E[X1|S1 < sg, J1 = K]
+P(S; > si|J1 = k)E[X4|S1 > sk, J1 = k]
= F(sgp)E[aX3]S < si, J1 = k]
+(1 — F(sg))Ela(S) — di, + X2)|S1 > sk, J1 = k]

16



= F(sp)aFE[Xs|Jy = max(k —1,1)]
+(1 = F(s))(—ady + aE[Xs|Jy = min(k + 1, K)]
aE[S1|S) > si, Sy = K]
= F(sp)aVi—1y1 + a(l = F(s)) Viesyax — di)
+(1 — F(sg))aE[S1|S1 > si.

Auch hier muss noch E[S;|S; > si] bestimmt werden.

1
E[Sl|51 >Sk] = m/g SldP
1>Sk

1 o0
- / vdFs, (x)

1—p o
T Fred) ~ () /Sk zdG(x)

Somit erhalt man fir 0 < k < K

Vk = OéF(Sk)‘/(k_l)\/o—i‘Oé(l _F(Sk))(‘/(k—f—?))/\l(_dk>+a<1_p) /OO deG(l‘) (221)

Sk

oder

Vk = OéF(Sk)Vv(kfl)vo + Oz(l - F(Sk))‘/(kJrg)/\K + (Rk(sk) - 7Tk). (222)

In Matrixschreibweise

(I —aP)V(s)=R(s)—m (2.23)

oder

V(s)= (I —aP) *(R(s) — ). (2.24)

In der Arbeit von Zacks und Levikson wurde bei der Herleitung des Gleichungs—
systems (2.21) beim bedingten Erwartungswert E[S;|S1 > si] der Faktor T()
vergessen. Welche Auswirkungen dies auf die Kosten hatte, wird in Kapitel 5
besprochen.
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2.4 Diskrete stochastische dynamische Program-
mierung

In diesem Kapitel wird eine Einfiihrung in die stochastische dynamische Pro-
grammierung gegeben. Als Quelle diente das Buch von Heyman [3].

2.4.1 Einfiihrung

Die stochastische dynamische Programmierung wird auch Markovsches Entschei-
dungsproblem (MEP) genannt.

e Zustédnden: Sie werden benétigt um die aktuelle Bedingung des Systems zu
beschreiben. Der Zustandsraum S ist eine endliche Menge und bezeichnet
die Menge aller Systemzusténde. Fiir das BMS sind die Zusténde gleich den
Stufen des BMS, also S ={0..., K}.

e Aktionen: Sie stehen dem Kunden zur Verfiigung und hingen vom aktuel-
len Zustand des Sytems ab. Bezeichne A; # () die Menge der im Zustand i
zur Verfiigung stehenden Aktionen. A = ;. A; bezeichne die Menge aller
Aktionen, D := |J;c¢{i} x A; die Menge der in den Zusténden i gewéhlten
Aktionen. Im BMS gilt A; = [d;, 00). Wenn die Aktion a € A; gewéhlt wird,
so bedeutet dies, dass ein Schwellwert a festgelegt wird und nur Jahresge-
samtschiden X mit X > a gemeldet werden.

e Kosten: Die Kostenfunktion C': D — R mit C(i,a) den Einschrittkosten
oder jéhrlichen Kosten, wenn im Zustand i die Aktion a gewéahlt wird. Im
BMS gilt C(i,a) = R;(a). (Weiters gibt es bei einem Markovschen Entschei-
dungsproblem sogenannte terminale Kosten u : S — R, sie sind im BMS
jedoch u = 0.)

e Ubergangswahrscheinlichkeitsverteilung: Sie hingt sowohl vom aktuellen
Zustand, als auch von der gewéhlten Aktion, nicht jedoch von der Zeit
ab. Jedem (4,a) € D wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung (P;;(a)) ecs zu-
geordnet (d.h. Pj(a) > 0, > g Pij(a) = 1). Im BMS sieht dies wie folgt

aus (mit F der Verteilungsfunktion des Jahresgesamtschadens):

F(a), j = max(i — 1,0)
Pj(a)=<¢ 1—F(a), j=min(i+3,K) (0<i,j7 <K)
0, sonst

18



e Entscheidungszeitpunkte: Sie geben an, zu welchen Zeitpunkten eine Ent-
scheidung getroffen wird und werden mit ¢ € T bezeichnet. Wir werden
uns mit dem Fall beschéftigen in dem 7T diskret ist, also t =1,2,... N fiir
endlichen Zeithorizont bzw. t = 1,2, ... fiir unendlichen Zeithorizont.

e Optimalitatskriterien: Wir werden die diskontierten Gesamtkosten bei eind-
lichem und unendlichem Zeithorizont als Optimalitétskriterien heranziehen.
Zu ihrer Formulierung benotigen wir noch einige Begriffe.

Definition 2.2 Betrachtet man den Verlauf der Entwicklung bis zum Zeitpunkt
n, dann werden nacheinander die Zustdande iy, 11, . . ., 1, durchlaufen und Aktionen
Qg - -+ Ap_1 GUSgewdhlt.

(Z.O) ag, - - - 77;11—17 An—1, Zn) (225>

heifst Vorgeschichte zur Zeit n. Sei H,, die Menge aller maoglichen Vorgeschichten
zur Zeit n. Die Auswahl einer Aktion zum Zeitpunkt n wird durch eine Entschei-
dungsfunktion

f:H,— A (2.26)

mit f((ig,...,in)) € A;, beschrieben. Sei F,, die Menge aller Entscheidungsfunk-
tionen zur Zeit n.

Definition 2.3 (i) Eine (deterministische) Strategie ist eine Folge 6 = (0p)n>0
von Entscheidungsfunktionen 9, € F,. Die Menge aller Strategien wird mit A be-
zeichnet. Fir das BMS bedeutet dies, dass die Schwellwerte in Abhdngigkeit der
Zeit und der gesamten Vorgeschichte gewdhlt werden.

(i1) Eine Strategie heifst Markovsch, wenn die Auswahl der Aktion nur vom Zeit-
punkt und vom gegenwdrtigen Zustand abhéingt, d.h. 6 = (8,)n>0 mit

O (G0, oy - - -y in_1s Gn1,in) = Op(in) (2.27)
mat
op €Fo:={f:S — Amit f(i) € 4 fiir alle i}. (2.28)

Im BMS werden die Schwellwerte somit in Abhdngigkeit von der Zeit und dem
gegenwdrtigen Zustand gewdhlt.
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(iii) Eine Strategie heifft stationdr, wenn die Auswahl der Aktion nur vom ge-
genwdrtigen Zustand abhingt, d.h. 6,(io,...,i,) = f(in) fir alle n > 1 mit
f € Fy. Fiir die Schwellwerte im BMS bedeutet dies, dass sie unabhingig von der
Zeit nur in Abhdngigkeit von der gegenwdrtigen Stufe gewdhlt werden. Sie spielen
eine wichtige Rolle in der Theorie von MEP s fiir unendlichen Zeithorizont.[7]

Angenommen das System (bzw. ein Kunde) befindet sich zur Zeit ¢ im Zustand
1 € .S;, wobei mit S; die moglichen Zusténde zur Zeit ¢ bezeichnet werden. Wenn
das System die Aktion a € A; wahlt, so erhilt das System ein unmittelbares Ent-
gelt und die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den nichsten Zustand des Systems
ist festgesetzt. Dieses Entgelt wird mit (¢, a) bezeichnet. Ein negatives (i, a)
wird Kosten genannt. r,(i, a) wird erwartetes Entgelt genannt, wenn das Entgelt
der aktuellen Periode vom Zustand des Systems zum nichsten Entscheidungs-
zeitpunkt abhéngt. In diesem Fall bezeichnet r;(i, a, j) das erhaltene Entgelt zum
Zeitpunkt ¢, wenn der Zustand des Systems zur Zeit ¢ 7 ist, Aktion a € A; gewéhlt
wird und das System zur Zeit t + 1 im Zustand j ist. Das erwartete Entgelt zur
Zeit t ist

r(i,a) = Y m(isa, f)pi(ilis a) (2.29)

jESt+1

mit p,(j|i,a) der Wahrscheinlichkeit, dass das System im Zustand j € S;.; ist,
wenn die Aktion a € A;; im Zustand i zur Zeit ¢ gewéhlt wurde. Im Osterreichi-
schen BMS gilt

> piljlisa) =1. (2.30)

JESt11

Wie in der Definition von stationdren Strategien kurz erwédhnt, spielen sie ei-
ne sehr wichtige Rolle in Problemstellungen fiir unendlichen Zeithorizont. Das
bedeutet, dass die Menge der Zusténde, die Menge der fiir einen bestimmten Zu-
stand erlaubten Aktionen, das Entgelt, die Ubergangsfunktionen und die Menge
der Entscheidungsfunktionen fiir jeden Zustand dieselben sind. Somit kann der In-
dex t weggelassen werden. Unter der Voraussetzung, dass alle Daten stationér sind
und mit f € Fy einer zufilligen Entscheidungsfunktion, seien r¢(i) = (4, f(7))
und pf(jli) = p(jli, f(i)) die Ein-Perioden-Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. das
Ein—Perioden—Entgelt, wenn sich das System im Zustand 7 befindet und die mit
der Entscheidungsfunktion f(i) zusammenhéngende Aktion gewihlt wurde. Dann
gilt

r(i) =Y _ r(i,a)P(f(i) = a) (2.31)



und

p(ili) = Y p(jli.a) P(f(i) = a). (2.32)

a€A;

Fiir die n-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeit gilt, mit X, einer Zufallsvaria-
blen, die den Zustand des Systems zur Zeit ¢t angibt, und f(j) = 6(4,...,7) der
gewdhlten stationdren Strategie:

Pif) = D P ()Y Puwlf) - Y. Py (f)

ki1€S koS ki_1€S
= Py(X,=7]Xo=1).

Das Optimalititskriterium der erwarteten diskontierten Kosten fiir
endlichen Zeithorizont

Wir betrachten das Entscheidungsproblem nur bis zum Zeitpunkt N + 1. Sei H;
die Vorgeschichte zur Zeit ¢,t =1,..., N + 1 und 4; = Q),cg, Ai¢- Dann ist

Hl = {S1}7
Ht - {SlaAhSQ;--'aAt—l;St}
{Ht—l)At—hSt}? t:2,N+1

Das bedeutet, dass H; induktiv durch Terme von H;_; definiert werden kann und
somit fiir ht € Ht, ht = (il, al,ig, ey at_l,it) = (ht—b a1, Zt) mit ht—l S Ht—l-

Sei 0 = (0,)n>0 eine von der Vorgeschichte abhéngige Strategie, mit 4, € F,,.
Wenn eine Strategie 0 gewihlt und eine Vorgeschichte realisiert wird, so bezeich-
ne mit H? die zugehorige Vorgeschichte. Sei v, (i) gleich dem erwarteten Gesam-
tentgelt iiber den Planungshorizont, falls die Strategie § verwendet wurde und
sich das System zum ersten Entscheidungszeitpunkt im Zustand i befunden hat.
Diese ist gegeben durch

E(Sz

Mz

7e( Xt57 fi( H5 ) + TN+1(XN+1)] (2.33)

t=1
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wobei mit X? der Zustand des Systems zur Zeit ¢ unter der Strategie d bezeichnet
wird und Es; den Erwartungswert in Abhangigkeit von der Stratgie 4 und dem
Zustand i beschreibt. Unter der Bedingung, dass r.(i,a) fur (i,t) € S; ® A, be-
grenzt ist, existiert v (i) und ist fiir alle Strategien § und jedes N < oo begrenzt.
Im Fall von diskontierten Kosten ist der Diskontierungsfaktor in obige Summati-
on einzufithren. Dies dndert an den weiteren Aufiithrungen jedoch nichts.

Die Aufgabe des Kunden ist es nun zum Zeitpunkt 1 eine Strategie § € A, mit
A der Menge aller Strategien, mit grofitem erwarteten Entgelt festzulegen. Wenn
sowohl S; als auch A, endlich sind, gibt es nur endlich viele Strategien. Somit
ist garantiert, dass so eine Strategie existiert und gefunden werden kann. Also
besteht die Aufgabe des Kunden nun darin, eine Strategie 6* zu finden, sodass

V% (i) = rgleagw?\,(i) = vy (i), 1€ S (2.34)

Die Strategie 6* wird optimale Strategie und v} (i) wird optimale Wertfunktion
genannt.

Besteht die Aufgabe eines Kunden nun darin, Kosten zu minimieren, wie es im
osterreichischen BMS der Fall ist, so iiberlegt man sich folgendes. Sei V3 (i) =
—v%(7). Finde §* mit

—0 (i) = V& (1) = —max (=05 (i)) = min(Va(i)). (2.35)

Sei nun 6 = (6,)n>0 eine von der Vorgeschichte abhéangige Strategie. Fiir jedes ¢
definiere das erwartete, zu den Zeitpunkten ¢,¢ + 1,... N + 1 erhaltene Entgelt,
wenn die Vorgeschichte zur Zeit ¢t h; € H; ist, durch

N+1
uy(he) = Esn [y ra( X0, 6a(H))]. (2.36)
n=t
Man beachte, dass u$ = v%,. Sei nun
u; (he) = supseauy (he). (2.37)

Im Fall der Minimierung von Kosten definiert man wie vorhin ein U? mit U? =
—u!, sodass
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Ur(hy) = infseaU? (hy). (2.38)

Die Optimalitétsgleichungen der dynamischen Programmierung werden auch als
Bellman—Gleichungen bezeichnet und sind Grundlage fiir den spéter betrachteten
Riickwérts-Induktionsalgorithmus. Sie sind gegeben durch

ur(he) = supaea, {riiv.a) + > pi(iliv, a)urpr (b, a, )} (2.39)

j€3t+1

Fiir U = —u! gilt

Ui(he) = infaca, d=rili,a) + Y polilic,@)Usir (b, a, )} (2.40)

JESt+1

firt =1,...,N und h; € H;. Falls t = N + 1 so ist uyy1 = rys1 begrenzt.
Wenn das Supremum (Infimum) erreicht werden kann, z.B. wenn alle A;; endlich
sind, was im Osterreichischen BMS der Fall ist, so kann stattdessen das Maximum
(Minimum) verwendet werden. Eine Losung des Gleichungssystems (2.39) ist eine
Folge von Funktionen wu; : H; — A;t = 1,..., N mit der Eigenschaft, dass uy
die N-te Gleichung erfiillt, uy_; die (N — 1)-te Gleichung mit dem uy, welches
die N—te Gleichung erfiillt auf der rechten Seite der (N — 1)-ten Gleichung. Diese
Gleichungen haben einige wichtige und brauchbare Eigenschaften:

1. Die Losungen der Optimalitédtsgleichungen sind die optimalen Ergebnisse
von ¢ an fiir alle t.

2. Sie bieten hinreichende Bedingungen um zu bestimmen ob eine Strategie
optimal ist.

3. Sie liefern ein effizientes Verfahren zur Bestimmung der optimalen Ergeb-
nisfunktionen und Strategien.

4. Sie konnen dazu verwendet werden um theoretische Eigenschaften von Stra-
tegien und Ergebnisfunktionen festzulegen.

Satz 2.4 Angenommen u; ist eine Losung von (2.39) firt =1,... N und uni1 =
ry+1. Dann gilt

1. ut(ht) = Ur(ht) fir alle ht € Ht, t= 1, ...N + 1, und
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2. Ul(il) = U}k\[(zl) fiir alle il € Sl.

Hierbei wurden keine Voraussetzungen an den Zustandsraum gestellt und das
Ergebnis ist giiltig, wann immer die Summation in (2.39) definiert ist. Das zweite
Ergebnis besagt, dass die optimale Wertfunktion beginnend zum Zeitpunkt 1 die
optimale Wertfunktion fiir das N Periodenproblem darstellt.

Der néchste Satz zeigt, wie die Optimalitdtsgleichung dazu verwendet werden
kann, optimale Strategien zu finden, wenn das Maximum auf der rechten Seite
der Optimalitétsgleichung erreicht wird.

Satz 2.5 Angenommen u;,t =1,... N sind Losungen der Optimalitétsgleichung
(2.39) und w41 = 7n41. Definiere die Strategie 0* = (0;)q<p<n) fiirt =1,... N
durch

ri(se, 67 (he)) + Y pesa (ilie, 67 (he) Juiyy (e, 67 (), 5)

JESt+1

= mazaea, {riliv.a) + > pi(iliv, a)uiyy (b, a, )} (2.41)

JESt41

Dann:

1. 0* ist eine optimale Strategie und

0% (1) = v (i), i €S (2.42)

2. Fiir jedest =1,2,... N + 1 sei

Die Gleichung (2.41) wird oft ausgedriickt als
5:(]745) = argmaacA, , {Tt(ih CL) + Z pt(jlih a)u:+1(ht7 a7j)}‘ (244>
JESt+1
Dieser Satz besagt, dass eine optimale Politik gefunden werden kann, wenn man

zuerst die Optimalitdatsgleichungen 16st und danach fiir jede Vorgeschichte eine
Entscheidungsfunktion annimmmt, die eine Aktion wéahlt, welche das Maximum
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auf der rechten Seite von (2.41) erreicht. Der zweite Teil dieses Satzes ist als ,,Das
Prinzip der Optimalitéit“bekannt: Eine optimale Politik hat die Eigenschaft, dass
egal wie der Anfangszustand und wie die Anfangsentscheidung lauten, die verblei-
benden Entscheidungen eine optimale Politik festlegen miissen unter Beriticksich-
tigung des Zustandes, der durch die erste Entscheidung resultiert. Die Strategie
0* erfiillt diese Eigenschaft.

Satz 2.6 Seien uy,t = 1,... N mit uy,; = ryy1 Losungen von (2.39). Wenn
un+1(hni1) von hyyq nur durch iy, ; abhéngt, so gilt:

1. fiir jedes t = 1,... N héngt u;(h;) von h; nur durch i, ab, und

2. es existiert eine optimale deterministische Markovsche Strategie.

Die Idee des Beweises, der mittels Induktion gefiihrt wird ist folgende: Wenn fiir
einige n u,+1 von der Vorgeschichte nur durch den aktuellen Zustand abhéngt,
dann hédngen die maximierenden Aktionen und w, von der Vorgeschichte nur vom
aktuellen Zustand ab.

Fiir den nun folgenden Riickwértsinduktionsalgorithmus wird angenommen, dass
das Maximum in (2.39) erreicht wird. Die Ergebnisse aus Satz 2.6 erlauben die
Einschréankung auf deterministische Markovsche Strategien.

1. Setze t = N+1 und bestimme

’U/t(Z't) = Tt(it) it c St. (245)
2. Substituiere ¢-1 fir ¢ und berechne u,(i;) fiir jedes i; € S; durch
Ut(it) = ma%eAi,t{Tt(it, a) + Z pt(ﬂit, G)Ut+1(5t)}- (2-46)
JESt+1

Bestimme a;, ; durch

Wiyt = argmataea,, {re(ie, a) + Z Pe(Jie, a) w1 (ir) }- (2.47)

JESt41

3. Falls t = 1, STOP. Sonst gehe zuriick zu Schritt 2.

Eine unmittelbare Konsequenz von Satz 2.4 ist, dass u; = vy und w, = v} fiir
alle . Somit findet dieser Algorithmus die optimalen Entgeltfunktionen und alle
optimalen Strategien. Eine einzelne optimale Strategie kann gefunden werden,
wenn man sich im Schritt 2 darauf beschrinkt eine einzige Aktion zu erhalten
(an Stelle von allen Aktionen), die das arg max erreicht.

Mit Ui(ht) = —ui(hy) kann der Riickwértsinduktionsalgorithmus auch im Fall der
Minimierung verwendet werden.
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Das Optimalititskriterium der erwarteten diskontierten Kosten fiir un-
endlichen Zeithorizont

Fiir den unendlichen Fall wird angenommen, dass die Daten des Problems stati-
ondr sind und dass S entweder endlich oder abzéhlbar sei. Diese Voraussetzungen
werden vom osterreichischen BMS beide erfiillt.

In einem stationdren Markovschen Entscheidungsprozess fiir unendlichen Zeit-
horizont, induziert jede Strategie § = (d1, da, .. .) einen bivariaten stochastischen
Prozess in diskreter Zeit, {[X?, r(X?,6,(X?))];t = 1,2,...}. Die erste Komponen-
te X? bezeichne den Zustand des Systems zur Zeit ¢ und die zweite Komponente
das zu erhaltende Entgelt, wenn das System im Zustand X? ist und die Entschei-
dungsfunktion &;(X?) verwendet wurde.

Fiir die weiteren Ausfithrungen wird angenommen, dass das Entgelt beschriankt
ist:

SUPiesSUPaea,|r(i,a)| = M < 0. (2.48)
Da dieses Entgelt auch nach unten beschrankt ist, da es grofler gleich 0 ist, ist es
beidseitig beschrankt und somit gilt die Beschrénkung auch fiir das inf;cg inf,c 4, .
Um eine unendliche Folge von Entgelten oder erwarteten Entgelten zu evaluieren,
bedarf es einer gewissen Art der Konvergenz. Solange S als diskret angenommen
wird, werden die Grenzwerte punktweise genommen. Eine Methode um einen
Wert fiir eine fixe Strategie zu liefern ist mittels dem erwarteten diskontierten
Entgelt einer Strategie 6. Es wird definiert als

(i) = Bsa[)_ A (X7, 6(X7))] (2.49)

t=1

fiir 0 < A < 1. Man beachte, dass v° = limy; v, wenn der Grenzwert existiert.
Aus der Bedingung, dass r(i,a) beschrinkt ist, folgt dass [v3(i)] < (1 — \)"'M
fir alle 7 € S und § € A.

Das Optimalitatskriterium bei unendlichem Zeithorizont im Fall von diskontier-
ten Entgelten sieht folgendermafien aus: Eine Politik ¢* heifit diskont—optimal,
wenn fiir ein fixes \,0 < A < 1
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v3 (1) > v3(i) fiir alle i € S und alle § € A. (2.50)

Hierbei ist der Wert des MEP “s gleich

v} (1) = supseavd(i). (2.51)

Bezeichne mit f = (d,d,...) € Fy die Menge der optimalen stationéren Strategi-
en. Die Bellman—Gleichung lautet

V(i) = supaea, {r(i,a) + Z Ap(jli, a)v(4)}, ieS (2.52)

jes

und in Vektornotation

v = supser, {rs + APsv}. (2.53)

Auch hier gilt, dass wenn das Supremum erreicht werden kann, z.B. wenn A;
endlich ist, kann es durch das Maximum ersetzt werden. Mit V' dem Raum der
beschrankten reellwertigen Wertfunktionen auf S mit Supremumsnorm || v || =
sup;es|v(i)| definieren wir den Operator T': V' — V durch

Tv = supysep,{ry + APrv}, veV (2.54)

und fiir alle f € Fy definiert man den Operator Ty : V' — V durch

Tf’U = ’I"f + )\va. (255)

Wenn man die beiden Schreibweisen der Bellman “schen Gleichung miteinander
vergleicht, dann kann die Optimalitdatsgleichung als v = Tv geschrieben wer-
den. Somit ist die Losung v der Optimalititsgleichung ein Fixpunkt von 7. Die
Haupteigenschaften der Optimalitétsgleichung sind die folgenden:

1. Wenn es eine Losung der Optimalitéitsgleichung gibt, so ist sie gleich dem
Wert des diskontierten MEP “s.

2. Der Wert des diskontierten MEP “s erfiillt die Optimalitétsgleichung.
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3. Die Losung der Optimalitatsgleichung ist eindeutig.

Proposition 2.7 Fiir jede stationére Strategie f ist v{ die eindeutige Losung
von

v = Tf + )\PfU = Tf?]. (256)
Weiters gilt
v =T = APy = XNTIP Iy (2.57)
n=1

Satz 2.8 Angenommen v € V erfiillt

v > (S)suprer,{rs + APpv}. (2.58)

Dann gilt v > (<)v3.

Solange irgendeine Losung der Optimalitétsgleichung beide Ungleichungen erfiillt,
ist sie gleich der Wertfunktion und somit eindeutig.

Satz 2.9 Wenn die Gleichung v = Tv eine Losung besitzt, dann ist sie eindeutig
und gleich v3.

Wann existiert nun eine optimale Strategie? Die Bedingungen, dass eine Losung
der Optimalitétsgleichung existiert und dass das Supremum in der Bellman “schen
Gleichung erreicht wird, sind hinreichend dafiir, dass es eine deterministische sta-
tionére optimale Strategie gibt. Somit kann die Bellman “sche Gleichung geschrie-
ben werden als

v = maxser,{rs + A\Psv}. (2.59)

Durch den Operator T ist eine kontrahierende Abbildung auf V' definiert und
die Losung der Optimalitédtsgleichung ist ein Fixpunkt von T. Der Operator T
ist eine kontrahierende Abbildung, da

| Tu—To|| <X|u—wv] firallewuveV,0<A< 1. (2.60)
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Wenn V ein vollstandiger normierter linearer Raum (d.h. ein Banach Raum) ist,
kann der Banach “sche Fixpunktsatz dazu verwendet werden um folgenden Satz
zu erhalten.

Satz 2.10 Der Operator T hat einen eindeutigen Fixpunkt v* € V und fiir jedes
v? € V konvergiert die durch v"*! = Tv" definierte Folge {v"} in der Norm gegen
v*, also lim, o || 0" —0* || =0.

Wenn S endlich ist, so ist dies dquivalent zur punktweisen Konvergenz. Aus die-
sem Satz folgt mit der Bellman “schen Gleichung

Korollar 2.11 Angenommen das Supremum in der Bellman “schen Gleichung
wird erreicht. Dann gilt:

1. v} ist die eindeutige Losung der Optimalitatsgleichung.

2. Es existieren konservierende Entscheidungsfunktionen f*, d.h.

[ =argmaxep,{ry + APpv*} (2.61)

bzw.

Tjv* = To*, (2.62)

3. Die stationére deterministische Markovsche Strategie die eine konservieren-
de Entscheidungsfunktion verwendet ist optimal fiir die Klasse aller Stra-
tegien.

Mit V = —v kann die Bellman “sche Gleichung als
TV =min{—r; + \P;V'} (2.63)
f€Fo

geschrieben werden. Sdmtliche Sétze und Korollare bleiben auf Grund der beid-
seitigen Beschrianktheit von 7.(i, a) weiterhin giiltig.
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2.4.2 Anwendung der DSDP zur Bestimmung der Schwel-
lenwerte

Endlicher Zeithorizont

Fiir das osterreichische BMS gilt:

1. Der Zustandsraum ist S = {0,1,..., K} und somit endlich.

2. Die Menge der Zeitpunkte, zu denen Entscheidungen getroffen werden kénnen,
sei ebenfalls endlich mit 7" = {1,2,... N}.

3. Die fiir den Zustand 7 definierte Aktion ist es einen Schwellwert d; < a < X,
mit X der Hohe des Schadens, festzulegen. Somit gilt A; = [d;, X], also
endlich. Auf Grund der Endlichkeit von S und A; gibt es nur endlich viele
Strategien.

4. —r(it, a) bezeichne die jahrlich zu erwartenden Kosten eines Versicherten.
Somit gilt

—r(it,a) = Ri(s;) = m + ad; — aF(s;)(d; — si) — /OSi F(y)dy. (2.64)

Da diese Kosten begrenzt sind existiert das erwartete Gesamtentgelt v3;(7)
und ist fiir alle Strategien § und jedes N < oo begrenzt.

5. Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten gilt:
F(a), i,7€8,7=mazx(i—1,0)
pe(jlis, a) = Pij(a) = 1= F(a), i,j €S5,j=min(i+ 3, K)
0 sonst.

6. Die Bellman “sche Gleichung lautet:

Ut(ht) = minaeAi,t{_Tt(iha) + Z pt(j’itaa)UtJrl(htaa;j)}' (265)

JESt+1

Fiir das 6sterreichische BMS gilt UJ (hy) = p,(:). Da pl(f) von der Vorgeschich-
te nur vom Zustand k abhéngt, existiert laut Satz 2.6 eine optimale deter-
ministische Markovsche Strategie. Die zugehorige Bellman “sche Gleichung
lautet also:

. 1 1
Pl(:) = mingea {Rr(a) + O‘F(a)pg: 1))v0 +a(l = Fla))p ;:F?’)AK}
= minaeAle(:) (CL), k= O K. (266)
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Somit erfiillt das Osterreichische BMS alle Voraussetzungen fiir die Anwendung
des Riickwartsinduktionsalgorithmus.

Sei nun im ersten Schritt p,(cNH) = 0. Bestimme im zweiten Schritt p,(CN ) —
mingea, Ri(a) = Ri(a*). Dieses a* € Ay, wird durch
ay = argmingea, Ri(a), k=0,...K, (2.67)

bestimmt. Dazu wird

d dF(a

e ka) =« d((l >(a —di) =0 (2.68)
gesetzt. Somit ergibt sich fiir das letzte Jahr a)* = s = d; und p,gN) =
Q,&N)(séN)). Da t # 1 wird zu Schritt 2 zuriickgegangen und als néchstes

N-1 . N N
o = mingea {Ri(a) + aF (@)p( ) + ol = F(a)p( a0}

= minaeAkQ;Nfl), kE=0,...K,

bestimmt. Das optimale aN=1* € A, mit a,(gN_l)* = argminaeAkQ,(cN_l)(a) erhilt

man erneut mittels ableiten und Null setzen, also

N—1)x% N-1 N N
o = s = di+ (o ke — P 0) k=0, K, (2.69)

und somit p,(cNfl) = Q;Nﬁl)(s,(CNfl)), k=0,...,K. Allgemein gilt bei Anwendung

der Riickwartsinduktionsalgorithmus:

n o ntl "
Pl(c ) = mingea, { Ri(a) + CYF(G)PEkjl))vO +a(l - F(a))pgki?)))/\l(}

= MiNgea, ,(Cn)(a), kE=0,... K.
Daraus folgt, dass die optimale Strategie fiir das (N-n)-te Jahr gegeben ist durch
n)* n n+1 n+1
a]g "= 5; )= dy + (pEkJJ:B»))AK - pgkjl))vo)’ k=0,.. K, (2.70)

31



und

pl(cn) = ](gn)(sl({;n))7 k=0,... K. (2'71>

Man kann leicht sehen, dass

(N)

o << gl (2.72)
und mittels Induktion iiber n, dass
P << )W 1<n< N (2.73)

Daraus folgt, dass si, > dj fir alle k =0,..., K und allen = 1,2,...,N. Fiir

die minimale Wertfunktion gilt laut Satz 2.5
vt (i) = pV. (2.74)

Unendlicher Zeithorizont

Fiir den unendlichen Zeithorizont seien die minimal zu erwartenden diskontier-
ten Kosten pg, p1, ..., px fir jemanden, der in Stufe £k = 0,..., K beginnt. Aus
Korollar 2.11 weifl man, dass, wenn das folgende Gleichungssystem

pr = i fosa, { Ri(s) + aF(5)par—1yvo + a(1 — F(5)) prta)ak }s k=0,.. . K,
(2.75)

eine Losung besitzt, dann ist sie eindeutig und kann mit s; der konservierenden
Entscheidungsfunktion

Sk = di, + (ptk+3)nk — P—1yv0) Lk =0,... | K (2.76)

geschrieben werden als

32



dk+P(k43)AK —P(k—1)vO
pk:m—kadk—l—ap(Hg)AK—Q/ F(t)dt, k=0,...,K.
0
(2.77)

Da der in Satz 2.10 definierte Operator fiir das 6sterreichische BMS kontrahierend
ist, folgt fiir k =0,... K und n — oo

o = o (2.78)
und somit
s™ s (2.79)
k ks .

oM
weil S = dy + (,O(k+3)/\K ~ Pk—1)vo
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Kapitel 3

Das zeitstetige
Bonus—Malus—System

3.1 Der Poissonprozess

Definition 3.1 FEin No-wertiger stochastischer Prozess N = {Nyt > 0} auf
(Q, P) wird Zihlprozess genannt, wenn fir jedes w € ) die Abbildung t — Ny(w)
nicht-fallend ist, nur durch Springe steigt, rechtsstetig ist und No(w) = 0 gilt.
Ein Zdhlprozess ist ein Poisson-Prozess, wenn:

1. fir fast alle w gilt: jeder Sprung von t — Ny(w) ist von der Héohe 1;

2. fir jedes t,s > 0 ist Nyps — Ny unabhdngig von {Ny;u < t};

3. fiir jedes t,s > 0 ist die Verteilung von Nyys — Ny unabhdingig von t.

Fiir einen Poisonprozess {Ny;t > 0} gibt es eine Konstante A > 0, sodass:

1. P{N, =k} = %, k=0,1,... fir jedes t > 0 und allgemeiner

e—A(t—s) —_35))k
P(Ny — N,) = —;EgA(t g ;

3. Var[Ny = M.
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A wird Intensitdt genannt, da pro Zeiteinheit genau \ Spriinge erwartet werden.
2] [4]

Sei N ein Poissonprozess mit Intensitét A. Die Funktion ¢ — Ny(w) ist kom-
plett durch ihre Sprungzeiten festgelegt. Diese seien T (w), To(w), . ... Dann sind
T1,T5, ... die aufeinanderfolgenen (zufiilligen) Zeitpunkte der Spriinge. (7},)n>1
heifft Poisson “scher Punktprozess.

Wenn ¢ ein fester Zeitpunkt ist, dann ist nach Definition 3.1 die Wahrscheinlich-
keit, dass es keinen Sprung in (¢,t + s| gibt, e™*, unabhiingig von der Vorge-
schichte der Spriinge vor t. Das gleiche Resultat gilt, wenn der Zeitpunkt ¢ durch
eine Sprungzeit T,, ersetzt wird.

P{Np +s—Np, =0 | Ny;u < T} =e (3.1)

wobei {N,;u < T,} die Vorgeschichte des Prozesses bis zur Zeit T, des n—ten
Sprunges ist. Wenn man davon ausgeht, dass das Ereignis {Nr, s — N1, = 0}

dasselbe wie {T},+1 — T;, > s} ist und dass die Information, die die Vorgeschichte
{Ny;u <T,} enthdlt dieselbe ist, die {T},...,T,} enthélt, gilt

P{Tp — Ty <t|Tp,.. Ty} =1—e*1t>0 (3.2)

Mit anderen Worten, die Zwischensprungzeiten 1,1, — Ty, T35 — T5, ... sind un-
abhéngige und identisch verteilte Zuvallsvariablen mit gemeinsamer Verteilung

l—e™  t>0 (3.3)

der Exponentialverteilung mit Parameter A. Sie ist differenzierbar und die Wahr-
scheinlichkeitsdichte ist
et >0. (3.4)

Definition 3.2 Sei p € [0,1]. Aus einem Poissonprozess N entsteht die p—
Ausdiinnung Ny indem ein in N zum Zeitpunkt t auftretender Sprung mit Wahr-
scheinlichkeit p beibehalten bzw. mit Wahrscheinlichkeit (1 — p) geloscht wird.

Satz 3.3 Sei N ein Poissonprozess, N; eine p-Ausdiinnung von N und N, der
Prozess der geloschten Punkte, sodass N = N; + N,. Dann sind N; und Ns
unabhéngige Poissonprozesse mit Intensitidten

)\1 = )\p

mit A\ der Intensitdt von N.[3]

Beweis: siehe [3] Seite 25
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3.2 Modellbildung

Ein Kunde kann sich zu jeder beliebigen Zeit in einer der K+1 Prémienstufen
befinden. Ein neuer Kunde steigt in Stufe i( ein. Er legt eine Schwellwertstrate-
gie s = (Sg,...,SK), Sk > di fest. In Stufe k wird er einen Schaden nicht melden,
wenn dessen GroBe X kleiner als s; ist. Wenn in der Stufe k& wéhrend (0, 7} kein
Schaden gemeldet wurde, so wechselt der Kunde im 6sterreichischen BMS in die
Stufe (k — 1) v 0. Falls jedoch einer gemeldet wurde, in die Stufe (k + 3) A K.
In der Stufe 0 bleibt ein Kunde solange, bis er einen Schaden meldet, in Stufe
K solange er Schiiden innerhalb einer Periode T meldet. Die Umstufung erfolgt
allerdings erst, wenn nach dem zuletzt gemeldeten Unfall eine Zeitspanne von Tk
vergangen ist.

7 bezeichnet die Jahrespriamie, die anteilig unmittelbar nach jeder Umstufung
fallig wird.

Sei H(x) die Verteilungsfunktion fiir jeden einzelnen Schaden X. Es wird ange-
nommen, dass H(z) nicht von der Pramienstufe abhéngt. Dieses H(x) ist nicht
dieselbe Verteilung wie G(x) vom letzten Abschnitt. (Diese beschreibt die Ver-
teilung des jahrlichen Schadens.)

Wir nehmen an, dass die Schéiden nach einem homogenen Poisson “schen Zahlpro-
zess {N(t);t > 0} auftreten, mit Intensitét A (die erwartete Anzahl von Unfillen
pro Zeiteinheit): Alle Kunden, die zur selben Tarifklasse gehoren, haben dasselbe
A. Mit Hilfe der Ausdiinnung von Poissonprozessen wird der Prozess der Schaden
N(t) nun in einen Prozess der nicht gemeldeten Schiden {N,El)(t)} und in einen
der gemeldeten Schiaden {N, ,5,2) ()} geteilt. Die Intensitéten dieser beiden Poisson-
prozesse sind nach Satz 3.3 )\,(:) = \H (sy,) fiir {N,El)(t)} und )\;2) =A1—H(sk))
fiir {N?(¢)}.

Fir £ =0,..., K sei pgggj(Tk) die Wahrscheinlichkeit, dass ein Kunde in Stufe
k keinen Schaden verursacht wihrend einer Zeitlange Tj. Nach Eigenschaft (1)
eines Poissonprozesses, gilt

P (Ty) = exp{—AP T} = exp{—AT},(1 — H(s))}. (3.5)

Sei W}, die Verweildauer in Stufe k(k = 0,..., K). Die Verteilungsfunktion von
W), ist nach (3.2)

1 —exp{—A(1— H(sp))w} w<Tj

p{W’fgw}:{ 1 w > Th.
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3.3 Die Gesamtkosten des Versicherten bei un-
endlicher Laufzeit

In diesem Abschnitt sind alle zukiinftigen Kosten diskontiert, somit ist der ge-
genwértige Wert von einer Einheit nach einer Zeiteinheit e=%, 0 < # < co. Ahn-
lich wie im diskreten Fall ist pup( fo xdH (z) der erwartete Verlust eines nicht
gemeldeten Schadens bei gegebenem Schwellwert s.

Z, bezeichne die diskontierten Gesamtkosten, wenn man zum Zeitpunkt 0 in
der Stufe k startet, und Z;; die diskontierten Gesamtkosten, wenn man zum
Zeitpunkt 7; in der Stufe k startet, bis zum Zeitpunkt 7;, . Y; sei die Pramienstufe
zum Zeitpunkt 7;. Somit ergibt sich fiir Zj

Zv=Zox+Zivi+-.-= > Zy, (3.6)
J>0
wobei
Tj+1 _
Zij = 7Tk/ e_ﬁ“du + Ak(Tj+1> + dk6_673+1f{7j+1_7j<Tk}. (37)

J

Zj 1, beinhaltet die diskontierte Préamie 7, die diskontierten Kosten fiir nicht ge-
meldete Schidden Ay, bis zum Zeitpunkt 7;4;) und den diskontierten Selbstbehalt
dy, der zum Zeitpunkt 7;,, gezahlt werden muss.

Die erwarteten Gesamtkosten C, erhélt man, wenn man den Erwartungswert von
Z;. bestimmt

Cr = Z Z0k+EZ

§>0 i>1

= E[ﬂ'k/ e”Mdu + Ag(my) + dye™ ™ [y <] +
0

+ZEZZJYI{Y1 ]

j>1

Wi
= E[Wk/ e_ﬁ“du =+ AO(Tk N Wk) + dke_BWkI{Wk<Tk}] +
0
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+E[Z Zy, Iy, —k—1v0y] + E[Z Zi v, Ity —ktsniy]

Jj>1 j>1
Wy
= E[ﬂ'k/ e_ﬁudu + AO(Tk AN Wk) + dke_ﬁwk]{wk<Tk}] +
0

+E[I{Wk:Tk}€_ﬁTk ZEk*l)VO] + E[[{Wk<Tk}€_ﬂWk ZEk’+3)/\K]' (38)

A ,; bezeichnet die diskontierten Gesamtkosten, wenn man zum Zeitpunkt 1 in der
Stufe k startet. Diese haben jedoch dieselbe Verteilung wie die Kosten Z; und
somit gilt

E[Z] = E[Z] = Ci. (3.9)

Mit obiger Gleichung und mit

t 1— —pBt
/ e Pdw = c (3.10)
0

erhalt man

Ci(s) = E{[%(l — e MWE) 4 e (dy + Zgraynw) + Ae(O) [w<tiy +
N
[Ek(l — e Y+ A(Ty) + e T Z g iyol Lpw=riy }
Ty,
— M1 — H(sy)) / o—A=H(s)t
0
T
T (1 =€) 4 ¥ dh+ Corapnr(s) + Au(0)dt
n
+P§'§3J(Tk)[gk(1 — e ) 4 Ap(T) + e " Climnyvo. (3.11)

Nun miissen noch die erwareten diskontierten Kosten eines nicht gemeldeten
Schadens Ay (t) bestimmt werden. Dazu seien Y; die diskontierten Gesamtkosten
des Versicherten ab dem Zeitpunkt ¢ diskontiert auf den Zeitpunkt ¢, S die Scha-
denshéhe des 1. gemeldeten Schadens, Sj,7 > 1, die Schadenshéhen der nicht
gemeldeten Schiaden und 7; die diskontierten Gesamtkosten aller nicht gemelde-
ten Schiden im Intervall [0,¢]. Die Wahrscheinlichkeit, dass in der Stufe £ ein
Schaden S; kleiner als s ist lautet

38



Somit gilt

Ap(t) = Exlnd = > Ei Z S;e PN () = n] P (N (@) =n).  (3.12)

n>1 7j=1

Da S; sowohl von e=#7 als auch von N,gl) unabhéngig ist, folgt £ [S;e P ]N,gl) (t) =
n] = Ex[Si] - Ek[efﬂTj|N,§1)(t) = n]. Charakteristisch fiir den Poissonprozess ist,

dass die bedingte Verteilung von (7i,...,7,) gegeben {N,gl)(t) = n} gleich der

Verteilung einer geordneten Stichprobe vom Umfang n aus auf [0, ¢] stetig gleich-

verteilten Zufallsvariablen ist, d.h.

!
| E <t <. <t <t
f(ﬁ ----- Tn)|N£1)(t):”(t1"”’tn> B { tO sonst.
Daraus folgt
AH (sp)t)"
AL(t) = Ey[S1] Ey] 5TJN ( NH (sp)t
k(1) ; k[S1 Z Kle 7| =] o e
! - AH (s3)t)"
= ZEk[Sﬂn—n/ Zeﬁtjd(tl,_“’tn)we)\H(sk)t
n>1 t 0<t1<...<tn<t 54 n!
(AH (51)1)" _xri(s
= Y Els)] tn/ Z a1, AT oo
n>1
1 1
f— E S P 1 — —pt )\H t n —AH(Sk)t
il 1]&( € );(n—l)!( (sk)t)"e
1
= Ei[S1]—(1 — e PHYNH (sp)t.
Ot
Mit
1 Sk
E = dH 1
8 = g [ san (s (313)
folgt

39



Ag(t) = %(1 — eﬂt))\/:k sdH (s). (3.14)

Wie im diskreten Fall wurde auch hier von Zacks und Levikson auf den Faktor

@ in der Berechnung von E[S;] vergessen, weshalb in der Gleichung fiir A (t)

AH (sy) anstelle von A verwendet wurde. Zu welchem Ergebnis dies fiithrte werde
ich in Kapitel 5 schildern.

Um die Kostenfunktion explizit angeben zu koénnen, sind noch ein paar Neben-
rechnungen erforderlich:

E(ILiw,=1y) = Piv(Tk) (3.15)

T,
E(I{Wk<Tk}€_ﬂWk) = / 6_6wfwk (w)dw
0
Ty ,
— / e—ﬁw)\](f)e—)\é )wdw
0

T
= @ / e dy
0

—A? (2)
b _=w(B+X7) | Tk

B+ 1Y
2
_ _)‘l(c : o= AT =TiAY )‘I(g)
B+ AP B+ AP
A1 — H(sg))

= —BTy,,, ()
B+ A1— H(sy)) (1= e piy(Th)]  (3.16)

1 — e PWe Tel—e P 5 o k 1— e Ptk
E(—) = / e e (e (p( ) (T )
/6 ) 0 ﬁ k KU ) 6
(2 1 T
S / " gy
B Jo 0
1 — e ATk (k)




=P @) B+ M) + AT (Th)
B(B + /\13))
A+ (1= e Ppl (1) (8 + M)
BB+ D)

1 pl(T)e T
= BEAQ-H(m) (3.17)

Formt man nu n (3.11) unter Verwendung obiger Nebenrechnungen um, so erhélt
man mit /\k = A1 — H(sg)) und )\k = \H (sg)

Ty
_ (2
et (Te) e e C_iyvo(s) + Cu(s) —C(k+3)AK>‘§)/ e
0

Ty —pt —BTy Ty
@,1—e 1—e (2
T P\i(f)/ e 3 dt + piey (Th) 3 ]+ dp[ A / em O EAA]
0 0

Tk 1 _
(s AN / B
0 g

1— e Pt

dt + pie), (Ty) 3

]

Noch weiter vereinfacht ergibt dies folgende Gleichung mit p(7}) = py{%(Tk)e_BTk.
Fir £k =0,... K gilt

)\(2)
—o(Ti) Cli—1yvo(5) + Ci(s) — 55— (1 = pu(Ti))Crrsapnre(s) =
A+ B
T+ A (sp) + APd
e (B
24+
In Matrixform lautet dies
(I — e P P)C(s) = RC*(s) (3.18)
mit
pﬁ’gj(Tk) k =max(j —1,0)
P, = A2

(ePTr — p%](Tk)) k=min(i+ 3, K)

)\(2)+5
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und

T + )\ﬁLH(Sk) + )\](f)dk

RC™(s) = CI

3.4 Die Gesamtkosten der Versicherung bei un-
endlicher Laufzeit

Ahnlich zu der Herleitung der Kosten der Versicherung im diskreten Fall wird
auch hier fiir einen Kunden in der Stufe k£ die erwartete Auszahlung definiert
durch

1

Wit (sg) = T=HE /OO xdH (z) — dy, k=0,...K (3.20)

Sk

In der Arbeit von Zacks und Levikson wurde obige erwartete Auszahlung nicht

hergeleitet und daher auf den Faktor ;— I;(Sk) vergessen.

Seien nun Vj die erwarteten diskontierten Kosten der Versicherung fiir einen
Versicherungsnehmer, der in Stufe £ startet (diskontiert auf den Zeitpunkt 0), W
die Wartezeit bis zum néchsten gemeldeten Schaden, welche Exp(A(1 — H(sg)))-
verteilt ist, und H die Verteilungsfunktion der Schadenshohe eines Schadens.
Dann ist

Vi. = ElIiw,<riye ™" 13 (s1) + Viersnx) + Ellwsrye 7 Vvl (3.21)

Wegen
ElLw,omy] = P(We > Ti) = ¢ %7 (3.22)
und
Ty,
EU{WkSTk}e_BWk] - / 6_6“/\22)6_)‘1(3)“du
0
AP




folgt fir £ =0,..., K, mit px(T}) = py{czj(Tk)e*Mk

)\(2)
— k(i) Vie-1yvo + Vi — ﬁ(l = pe(Ti) Wik =
A+ B
A
——— (1 = pr(Th)) 3 (s)- (3.23)
N "

In Matrixform sieht obiges Gleichungssystem folgendermaflen aus:

(I — e P PYV(s) = RV*(s) (3.24)

mit derselben Matrix P wie im Gleichungssystem fiir die Kosten des Versicherten
im zeitsteigen Prozess und

)\(2)

RV*(s) = )\,(f)%ﬁ“ — pi(Th)) iz (sk)- (3.25)
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Kapitel 4

Parameterschitzung

4.1 Die dem 0&sterreichischen Bonus—Malus Sy-
stem zugrunde liegende Markovkette

4.1.1 Ubergangsmatrix im 6sterreichischen Bonus—Malus
System

Wie aus der Einleitung iiber das Bonus—Malus System bekannt, beginnt man in
der Stufe 9, steigt bei schadenfreiem Verlauf nach einem Jahr in die Stufe 8 ab,
wird jedoch pro gemeldetem Schaden 3 Stufen hinauf gesetzt, hochstens jedoch
bis zur Stufe 17.

Um das Programm nicht zu sehr zu verkomplizieren bzw. um die Uberginge so
gut wie moglich nachvollziehen zu konnen, habe ich folgende Annahmen getroffen:

1. Die Markovkette besteht aus 19 Stufen, da es neben den Versicherungsstu-
fen 00 bis 17 auch noch eine Stufe * gibt, in der sich all diejenigen befinden,
die entweder noch kein Auto angemeldet haben, oder aus dem Versiche-
rungsvertrag ausgestiegen sind.

2. Da die Anzahl der Mehrfachschéiden relativ gering ist, lasse ich sie in meiner
Beobachtung weg. Somit ist es in meinem System vollig gleich, ob man 1
oder 3 Schéden in einem Versicherungsjahr hat, man steigt lediglich ein-
mal die 3 Stufen nach oben. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen oder mehrere
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Unfalle innerhalb eines Jahres wird unabhéngig von der Stufe mit p be-
zeichnet. Da dies zu keinem guten Ergebnis gefiihrt hat, habe ich fiir die
Approximation auch ein stufenabhéngiges p verwendet (vgl. Kapitel 4.2.2).

. Man kann von jeder Stufe aus aus dem Vertrag austreten. Die Wahrschein-
lichkeit hierfiir wird fiir jede Stufe als dieselbe angenommen und mit «a
bezeichnet.

. Der Zustrom findet einzig in Stufe 9 statt, was genau genommen nur fiir
die Gruppe der Fiihrerscheinneulinge gilt. Im Falle einer Pradmienanpas-
sung oder eines Wechsels des Versicherungsunternehmens, welcher mit dem
Wechsel in eine andere Tarifgruppe gleichzusetzen ist, kann man in das Sy-
stem in jeder beliebigen Stufe einsteigen, je nachdem in welcher Stufe man
sich bis dahin befunden hat. Weiters wird fiir die ersten Jahre eine jeweils
andere Anmeldewahrscheinlichkeit angenommen, da man in der Tabelle 1.2
fiir die ersten Jahre eine andere Wahrscheinlichkeit erkennen kann. Sie wer-
den mit rq,...,rg bezeichnet.

. Der Startvektor hat zwei Eintrige, einen fiir die Stufe * und einen fiir die
Stufe 9. Die Wahrscheinlichkeit sein Auto am Beginn anzumelden ist .

Warum ich genau diese Annahmen getroffen habe, darauf werde ich im néchsten
Abschnitt bei der Interpretation der Ergebnisse néher eingehen. Viele davon wur-
den namlich nicht von vornherein getroffen, sondern haben sich im Laufe der Zeit
als sinnvoll herausgestellt.

Die Matrix fiir das erste Jahr sieht folgendermaflen aus:

Pﬂ:{l—rl, 1=1

a i=2,...,19)

P1,11=7“1

{ (1-p)-(1=a), i=2,...,19,j = mazx(i — 1,2)
P =

p-(1—a)  i=2,...,19,j = min(i + 3,19)
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4.2 Schatzung und Ergebnisse

4.2.1 Methode der kleinsten Quadrate

Da das Schétzen der Parameter nicht das Hauptaugenmerk dieser Diplomarbeit
darstellt und ich als Daten lediglich die Tabelle 1.2 zur Verfiigung habe, wurde
zur Schitzung die Methode der kleinsten Quadrate verwendet.

Hierbei wird fiir eine Punktwolke (x;,v;),i = 1,...,n eine Niherungsfunktion
y = f(z) so gesucht, dass die Summe der Quadrate der vertikalen Abweichungen
v; (Approximationsfehler, Residuen) der Werte y; von den Funktionswerten f(x;)
der Naherungsfunktion ein Minimum ergibt.

n

> (yi— f@:)” = Z V2 — min (4.1)

i=1

In meinem Programm sieht obige Formel wie folgt aus:

19

> (R[i]/(1 = R[1]) = T[i])* — min (4.2)

=2

Das R[i] bezeichnet den i-ten Eintrag in der Matrix R, wobei diese die n—fache
Multiplikation der Ubergangsmatrix mit sich selbst und mit dem Startvektor
darstellt. Die T[i] s bezeichnen die n—te Spalte der Tabelle 1.2. Der erste Teil in
der Summe ist die Wahrscheinlichkeit, dass jemand in der Stufe R[i] ist, unter der
Bedingung, dass er sich nicht in der Stufe * befindet. Weiters beginnt die Summe
erst ab 2, da die erste Zeile der Ubergangsmatrix fiir die Stufe * steht, iiber deren
Besetzung ich keine Information zur Verfiigung habe.

4.2.2 Ergebnisse

Ganz zu Beginn bin ich von einem einzigen Zustromparameter fiir jedes Jahr
ausgegangen, d.h. es hat lediglich ein r; gegeben. Damit konnte ich jedoch keine
sehr gute Ndherung erzielen, da vor allem der Wert in der Stufe 9 nicht sehr gut
geschitzt war. Hier hatte ich sogar eine Differenz von 4%, was eine sehr schlechte
Niherung darstellt. Daraufhin habe ich versucht, mittels folgender Anderungen
bessere Losungen zu erzielen:
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Zwei verschiedene Parameter pq, fiir die sogenannten Bonus—Stufen 0 bis 9,
und ps fiir die Malusstufen 10 bis 17.

Zwei verschiedene Parameter a; und as, den einen fiir die Bonus—, den
anderen fiir die Malus—Stufen.

Einen eigenen Parameter ag, ..., a7 fiir jede einzelne der Stufen 0 bis 17.
Lediglich ein Abmeldeparameter a, der fiir alle Stufen derselbe ist.

Eine lineare Funktion ¢ -p, ¢ = 1,...,18, d.h. jede Stufe hat eine eigene
Unfallwahrscheinlichkeit.

Eine lineare Funktion ¢ - ¢ - p, durch die die Unfallwahrscheinlichkeit sowohl
von der Stufe 4, in der man sich befindet, als auch von einem Skalierungs-
parameter ¢ abhéngt.

In der Hoffnung eine bessere Approximation zu erzielen, habe ich auch ver-
sucht, die Mehrfachschiden in meine Berechnungen miteinzubeziehen. Das
hatte jedoch leider sehr wenig Auswirkungen auf das Ergebnis, deswegen
habe ich diese Méglichkeit sehr rasch wieder verworfen.

Verschiedene Zustromparameter r; bis rg in den ersten sechs Jahren, ab
dann gilt jedes Jahr rg.

Natiirlich habe ich auch mit Kombinationen von den oben angefiihrten
Anderungen gerechnet.

Leider habe ich mit keiner einzigen der oben angefithrten Anderungen eine gute
Approximation erreicht. Deshalb gebe ich hier nur eine Naherungslosung fiir eine
sehr einfache Wahl der Parameter an. Diese Wahl bedeutet, dass zu Beginn alle
Versicherungsnehmer in der Stufe * zu finden sind(da t = 0):

e p = 0.00571526

r = 0.809818
a; = 0.0904168
as = 0.203872

t=20

Die linke Spalte aus Tabelle 3.1 gibt die Approximation nach 10 Jahren an, die
rechte Spalte die richtigen Werte:
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Stufen L10 T10

00
01
02
03
04
05
06
07
08
09
10
11
12
13
14
15
16
17

0.281075 0.285
0.0594487 | 0.0679
0.038249 | 0.0336
0.0417431 | 0.0343
0.119758 | 0.1196
0.0714837 | 0.0576
0.0702255 | 0.0498
0.0789537 | 0.0602
0.10328 0.0815
0.106329 | 0.1571
0.00980712 | 0.0133
0.00866941 | 0.014
0.00792888 | 0.0133
0.00127243 | 0.0036
0.000824004 | 0.0028
0.000496492 | 0.0028
0.000322265 | 0.0016
0.000133847 | 0.0022

Tabelle 4.1: Approximation 1. Version

4.2.3 Interpretation der Ergebnisse

Bei einigen Parameterwahlen ist es moglich recht gute Ergebnisse zu erzielen,

wenn

man dann allerdings von diesen ausgehend Verteilungen fiir spéatere Jahre

berechnen will, funktioniert das nicht mehr ganz so gut. Sehen wir uns zunéchst
die Approximationen fiir die verschiedenen Parameter an:

1.

Die Unfallwahrscheinlichkeit p. Im einfachsten Fall liegt sie bei 0.5%. Jeder,
der ein Auto fihrt, sieht sofort ein, dass dieser Wert nicht sehr realistisch
ist.

Bei der Verwendung von stufenabhéngigen Unfallwahrscheinlichkeiten wur-
den Werte zwischen 0.5 und 10.78% erreicht. Das wiirde allerdings fiir die
schlechtesten Autofahrer, ndmlich die in Stufe 17 bedeuten, dass auch sie
nur alle 10 Jahre einen Unfall bauen. Wenn das wirklich so wére, wiirden die
Versicherungen bei der KFZ-Haftpflichtversicherung wahrscheinlich nicht
so schlecht aussteigen, wie es heutzutage der Fall ist.

Die Zustromwahrscheinlichkeit(en) r bzw r;. Im einfachsten Fall wurde sie
mit 80.98% approximiert. Das wiirde bedeuten, dass jedes Jahr genau so
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viele Personen neu in der Stufe 9 einsteigen wiirden. Eher unrealistisch.
Auch andere Parameterkonstellationen erzielten unrealistische Ergebnisse
zwischen 100 und 46%, was wiederum nicht wahrheitsgemif} sein kann.

3. Der Abmeldeparameter a. Dieser scheint als einziger realistisch zu sein, mit
Werten so um die 9%, aufler bei dem oben angefiihrten Fall, wo ich mit zwei
verschiedenen Abmeldeparametern gerechnet habe. Dort lag jener fiir die
Malusstufen bei knapp 20%. Da ich hierzu jedoch keinerlei Informationen
von einer Versicherung zur Verfiigung habe, fillt es mir sehr schwer diesen
Faktor in Bezug auf seine Brauchbarkeit einzuschétzen.

4. Der Parameter fiir die Anfangsverteilung . Auch hier wurde fast immer ein
Wert um die 80% berechnet, aufler beim einfachsten Fall, der anscheinend
davon ausgegangen ist, dass zu Beginn alle in der Stufe * sind, was ja nicht
ganz so falsch ist. Wie auch beim a kann ich diesen Wert sehr schlecht
einschétzen.

Warum hat das alles also nicht besser funktioniert? Was wurde falsch gemacht?
Wurden vielleicht sogar falsche Annahmen getroffen? Ich werde nun ein paar
mogliche Griinde hierfiir anfiihren:

1. Ein sehr wichtiger Grund, warum keine gute Approximation erzielt wer-
den konnte, liegt darin, dass man nicht genau weif}, wie die Daten aus 1.3
zu Stande gekommen sind. Zu welchem Zeitpunkt wurden sie genommen?
Musste jede Versicherung zu einem bestimmten Stichtag ihre Unterlagen
einreichen, oder hatte man einen gewissen Zeitraum, in dem dies zu ge-
schehen hatte. Wenn es einen Stichtag gegeben hat, welcher war es? Der
31.Dezember eines Jahres oder der 30. September, das Ende des Beobach-
tungszeitraumes. Inwieweit kann man sich also auf diese Tabelle verlassen?

2. Die relativ komplizierten Umstufungsregelungen erschweren natiirlich das
Nachvollziehen dieser Tabelle. In den Berechnungen war es so, dass ich
davon ausgegangen bin, dass, wenn man den Unfall innerhalb eines Jahres
verursacht, man bereits im néchsten Jahr in eine andere Stufe versetzt wird.
Das stimmt jedoch nur teilweise. In Sonderfillen kann es bis zu eineinhalb
Jahren dauern, bis man in eine andere Stufe versetzt wird. Das bedeutet
fiir die Tabelle, dass es Félle gibt, in denen Personen im einen Jahr z.B. in
Stufe 8 sind, einen Unfall verursacht haben, laut meiner Ubergangsmatrix
bereits im néchsten Jahr in Stufe 11 wéren, in dieser Tabelle allerdings erst
im darauffolgenden Jahr.

3. Man kann natiirlich nicht davon ausgehen, dass ein jeder Fahrer derselben
Stufe auch dieselbe Unfallwahrscheinlichkeit aufweist. Deswegen gibt es im
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osterreichischen Bonus—-Malus System ja auch verschiedene Tarifgruppen,
die sich vor allem durch ihre unterschiedliche Grundprédmie voneinander
differenzieren. Wenn man das erste Mal ein Auto anmeldet beginnt man in
der Stufe 9 in der Tarifgruppe der Fiihrerscheinneulinge. Danach, speziell
wenn die Personen ins Berufsleben einsteigen oder auch Familien griinden,
gehoren sie nicht mehr zu dieser Gruppe und werden bei der Versicherung
um einen Wechsel in eine andere Tarifgruppe bitten. Das bedeutet fiir die
Ubergangsmatrix, dass sie eigentlich nur fiir die Tarifgruppe der Fiihrer-
scheinneulinge gilt. Lediglich hier findet der Zustrom fast ausschlieflich in
der Stufe 9 statt. Bei allen anderen Tarifgruppen kann man in jede beliebige
Stufe einsteigen, je nachdem in welcher man sich gerade befindet.

. Dies bedeutet aber weiters, dass die Tabelle eine Summe von Markovketten
beschreibt, denn sie gibt an, wie viele Personen sich in der jeweiligen Stufe
befinden, nicht jedoch zu welcher Tarifgruppe sie gehdéren. Somit liegt die-
ser Tabelle eine Summe von Markovketten zu Grunde, welche selbst keine
Markov-Kette mehr ist. Um das Problem zu formulieren, miisste man also
mehrere Markov-Ketten und somit mehrere Ubergangsmatrizen definieren,
in denen selber wieder Ubergiinge stattfinden werden.

. Die Nachfrage bei Versicherungen bzw. das Lesen von Biichern iiber Un-
fallwahrscheinlichkeiten hat auflerdem ergeben, dass ein p von 10 bis 15%
realistisch ist. In meinen Berechnungen erhielt ich jedoch meistens eines um
die 3% bzw. wenn jede Stufe ihr eigenes p besitzt, Werte zwischen 0.5 und
10%.

. Zu guter Letzt stellte sich noch die Frage, inwieweit die angewandte Schétz-
methode fiir dieses Problem geeignet ist? Dazu simulierte ich die Markov-
kette zuerst unter Annahme eines Parameters (p) und danach mit mehre-
ren Parametern (p, a, r, t). Anschliefend fiihrte ich eine Parameterschitzung
aus der durch die Simulation erhaltenen Daten mittels der Methode der
kleinsten Quadrate durch. Das Ergebnis war relativ eindeutig: Fiir einen
Parameter scheint die Methode nicht so schlecht zu sein, je mehr Para-
meter man jedoch damit schitzen muss, desto weniger funktioniert diese
Methode. Da die Parameterschiatzung jedoch nicht das Hauptthema dieser
Arbeit darstellt, bin ich auf die verschiedenen Schétzmethoden nicht nédher
eingegangen. Schliellich bliebe ja noch immer die Frage, ob aus den mir
zur Verfiigung stehenden Daten (Tabelle 1.2) {iberhaupt eine Schétzung
moglich ist.

Die Nachfrage bei Versicherungen bzw. das Lesen von Biichern iiber Unfallwahr-
scheinlichkeiten hat ergeben, dass je nach Tarifklasse ein p von 10 bis 20% reali-
stisch ist. Somit werde ich in den Pramienkalkulationen, die im néchsten Kapitel
folgen, von einer Tarifgruppe mit einem p von 20% ausgehen.
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Kapitel 5

Korrektur der Arbeit von Zacks
und Levikson

5.1 Modellannahmen und Kostengleichungen

Die Modellannahmen mit denen ich gearbeitet habe stammen zur Génze aus der
Arbeit von Zacks und Levikson [10]. Die einzigen Unterschiede bestehen zum
einen in der Bezeichnung der Stufen, £ = 1,..., K, und zum anderen in der
Anzahl der Stufen, die man bei der Meldung eines Schadens hinaufsteigt. Sie ist
im osterreichischen BMS 3, in der Arbeit von Zacks, Levikson hingegen 1. Alle
Bezeichnungen und verwendeten Parameter sind ident.

5.1.1 Kosten im diskreten Modell

Kosten des Versicherten

Die Kosten des Versicherten im diskreten Modell werden in der Arbeit von Zacks,
Levikson als Losungen des Gleichungssystems

C(s) = (I —aP(s)) ' R(s) (5.1)

angegeben. Wie in Kapitel 2.2 gezeigt wurde, ist dieses Gleichungssystem korrekt,
mit
P F(a), k=max(j—-1,1)

=\ 1= F(a) k=min(i+1,3).
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Kosten der Versicherung

Fiir die Kosten der Versicherung geben Zacks und Levikson folgendes Gleichungs-
system an:

Vi = Bl (o) 4 Valo)] = 12 o) + Vals)

Vi(s) = aF(sg)[fr(sk) + Vis1(s)] + aF (sk)Vi_1(s), k=2,...K—1

VK<8) = E[[{NK>1} Z O/fL(SK) +C¥NKVK,1(S)]

i=1

F(sk) v aF(sg)

= ﬁ(sK)aTF(SK) K—1 =

1— OCF(SK)
mit
fin(s) :/ wWG@) —d k=1, K (5.2)

Der Hauptfehler in der Arbeit liegt in der Gleichung fiir die erwartete Auszahlung
der Versicherung. Die genaue Herleitung des Gleichungssystems ist in Kapitel 2.3
zu finden. Das korrigierte GLGS lautet:

(I —aP)V(s) = Ry™(s) (5.3)

mit

R (s) = a(1 — p) /OO 2G(x) — a1 = F(s))de,  k=1,...K  (54)

Sk

und P derselben Matrix wie fiir die Kosten des Versicherten.

92



5.1.2 Kosten im zeitstetigen Modell
Kosten des Versicherten

Die Kosten fiir den Versicherten im zeitstetigen Modell werden von Zacks und
Levikson als die Losungen folgenden Gleichungssystems angegeben:

1 —e M
Ci(s) = E[m 3 + A (Wq) + eiﬁWl(dl + Cs(s))],
1 — e P
Cr(s) = E[ny 3 + Iiwy<ry (dis + Chpa (5))e P
I{Wk:Tk}<Ak(Tk) + 6_’3chk_1(8))], k= 2,... K -1
_ —PWk
Crls) = Bl = + Terg (i + Cics) + Axc(t)e
Lwy=ry (Ar(T) + ¢ P Cre1(5))]. (5.5)
mit
A(t) = %umsk)w(sk)(l e (5.6)
wobei
= ) dH (x). 5.7
s (s) / vdH(x) (5.7)

Wie in Kapitel 3.3 gezeigt wird liegt der Fehler in der Arbeit von Zacks und
Levikson bei

b (s) = ﬁ /O wdH(2). (5.8)

Dann kann Aj(t) geschrieben werden als

A(t) = %msmu e, (5.9)
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Das korrigierte GLGS ist

(I — e TP)C(s) = RCLs"(s) (5.10)
mit
(k) . -
p pru(Th), k=max(j —1,1)
. = (2)
und

K + )\[LH(Sk) + )\](Cz)dk

RCzs (3) - /\Ef) 43

(1 = px(T)). (5.11)

Kosten der Versicherung

Diese werden in der Arbeit von Zacks und Levikson als Losungen des folgenden
Gleichungssystems angegeben, mit pi (1) = p%%(T i) e Tk

Vi(s) = E[(ju(s1) + Va(s))e ™™

= (fun(s1) + ‘72(3))5 i(i(z ffgl(?l))

Vi(s) = Ellw,ero(fin(sr) + Visax(s) + Iweerge Vi (s)]

= (T Vier + 3 j\_(i(z ?SIEZ)) (1 — pe(T)) (i (s8) + Vi yare (5)),
k=2 . K

und mit
fr(s) = / xdH (z) — dy, k=1,...K. (5.12)
Das korrigierte GLGS lautet:

(I — e PTePYV (s) = RV.,(s), (5.13)

o4



wobel P dieselbe Matrix wie im GLGS fiir die Kosten des Versicherten ist und

(2)
RViu(s) = —pb (1 — AT ) (5.14)
AL+ B
mit
1 (5y) = — /OO dH(z) —dy,  k=1,...K (5.15)
Hr Sk _1—H(Sk) N T T ks =1,...1\. .

5.2 Richtige Werte des in der Arbeit angefiihr-
ten Beispiels

Es wird von einem 3-stufigen BMS ausgegangen, mit

m =850, m = 1000, w3 = 1250[$/Jahr]
dy =200, dy =250, dsy=300[9]
PKU — 08, o = 0.945

Nach [5] wird fiir die Schadensverteilung G die Gammaverteilung verwendet, mit
Skalierungsparameter v = 7582.94[ Euro| und Formparameter v = 0.63. D.h.

G(z) = G(%m), z>0 (5.16)

mit

Gz |v)=(1/T'(v)) /Off u’ e du. (5.17)

Diese Verteilung hat einen Erwartungswert von p =« - v = 4777.25[Euro].

Es gelte weiters

F(I) _ PKU, falls xr = 0
pru + (1 —pKU)G(g | v), falls x>0
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und

Rk(s) = T + Oédk + Oé(S — dk)(pKU + (1 — pKU)G(

Anmerkung: Damit die Kosten des diskreten mit denen des zeitstetigen Modells
verglichen werden konnen, wurde auch fiir den zeitstetigen Prozess T7 = Ty =
T35 = 1 Jahr verwendet. Auflerdem wurde zur Berechnung der Kosten im zeitste-
tigen Prozess die stationdre Strategie verwendet, die fiir den diskreten Prozess
bei unendlicher Laufzeit als Optimallosung bestimmt wurde. Zusétzlich mussten
auch einige Parameter angepasst werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass in einem
Jahr kein Schaden gemeldet wird ist im diskreten Modell p und im stetigen Mo-
dell e=*. Diese Wahrscheinlichkeiten sind gleich, wenn e™ = p = 0.8 gesetzt
wird, d.h. A = 0.223144. Der jéhrliche Diskontierungsfaktor ist in beiden Model-
len gleich, wenn e = o = 0.945, d.h. 3 = 0.0565. Setzt man H(z) = G(v)
wobei v = 0.63 gleich wie im zeitdiskreten Modell gesetzt wird, dann ist die
mittlere Schadenshohe in einem Jahr im diskreten Modell (1 — p) - v - v und im
zeitstetigen Modell A -, - v. Sie sind gleich, wenn v, = %fy = 6796.45.

Bereits in der Angabe der Parameter haben Zacks und Levikson nicht genau gear-
beitet, denn bei ihnen lautet 4 = 2985.8 und v; wird ohne weitere Uberlegungen
gleich v gesetzt.

Fiir diese Wahl der Parameter ergibt sich laut [10] die Strategie

s = (420.46,905.06, 734.60) und ein ,0520) = 11543.92 als die minimal zu erwar-
tenden diskontierten Kosten eines Versicherten in Stufe 2 bei einer Restlaufzeit
von 20 Jahren. Diese Werte konnen mittels des Mathematica—Programms zur
Bestimmung der Schwellwerte und der minimalen Risiken nachvollzogen werden.

Als néchstes werden von Zacks und Levikson die Kosten der Versicherung fiir
einen Kunden in Stufe 2 im zeitdiskreten Modell angegeben, V?(sy) = 9973.31.
Ich habe bis jetzt keine Ahnung wie dieser Wert erreicht worden ist, denn egal
welche Anderungen ich auch in dem GLGS aus [10] vorgenommen habe, diesen
Wert habe ich nie erhalten. Mit dem angefiihrten GLGS ergibt sich V?(sy) =
15043.8. Die erwarteten Kosten des Versicherten bei unendlicher Laufzeit werden
gar nicht erst angegeben, sie sind jedoch C?(sy) = 16962.2. Warum diese nicht
angegeben werden, kann ich nicht verstehen, denn schliellich ist nur ein Vergleich
der Kosten bei gleicher Laufzeit (in diesem Fall unendlicher) sinnvoll. Zacks und
Levikson hingegen vergleichen V?(sy) mit ,0;20) , sprich Kosten bei unendlicher
Laufzeit mit Kosten bei einer Restlaufzeit von 20 Jahren. Als Quotienten erhalten
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sie mit den von ihnen angegebenen Werten 11543.92/9973.31 = 1.16. Wenn ich
jedoch den Wert fiir die Kosten der Versicherung einsetze, den das GLGS liefert,
so ergibt sich ein Quotient von 0.77 < 1, der den Konkurs der Versicherung
bedeuten wiirde.

Aus diesem Grund habe ich ein Simualtionsprogramm geschrieben, welches so-
wohl die Kosten des Versicherten, als auch die Kosten der Versicherung im zeit-
diskreten Modell simuliert. Fiir 10000 Wiederholungen und 300 Jahre ergeben
sich

Cs™ = 16800.9
Viim o = 15610.6

Dies zeigt, dass der mittels GLGS berechnete Wert fiir die Kosten des Versicherten
richtig ist, da er sehr nahe am simulierten Wert liegt. Der fiir die Kosten der
Versicherung scheint hingegen nicht wahrheitsgemaf§ zu sein. Nach der in Kapitel
5.1 beschriebenen Anderung bzw. Richtigstellung des GLGS erhielt ich V?(sy) =

15685.5. Der Quotient gios ey ers ettt i jetyt auch gleich 1.08 > 1.

Danach beschéftigte ich mich mit den Kosten im zeitstetigen Modell. Hier stimm-
ten die Werte, die in der Arbeit angefiihrt waren, mit denen die das GLGS lieferte
iiberein, Cy = 16502.35 und V5 = 14276.73. Die nach all den vielen Fehlern auf-
gekommene Skepsis veranlasste mich dazu auch fiir den zeitstetigen Prozess ein
Simulationsprogramm zu schreiben. Dieses Programm lieferte

C5m = 16642.3
Vyimo = 15947 4.

Mit den korrigierten Gleichungssystemen fiir die Kosten des Versicherten bzw.
der Versicherung (vgl.Kapitel 5.1) erhielt ich, fiir 4, = 6796.45,

C, = 16639.1
Vo, = 16050.8.
Hétte ich wie in der Arbeit von Zacks und Levikson angenommen v, = vy =

7582.94 gesetzt, so wiren bei Verwendung des korrigierten GLGS Cy = 16654.8

und V5 = 18003.7 und der Quotient g[[gooj:jﬁ:f“//::zccggiﬁ] = 0.93 gewesen. Mit

den oben angefithrten Werten ergibt sich hier ein Quotient von 1.04.
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Kapitel 6

Problemstellung angewandt auf
das Osterreichische Bonus—Malus
System

6.1 Herleitung der verschiedenen Funktionen und
Gleichungssysteme

Zuerst werde ich noch einmal kurz das zugrunde liegende Modell erldutern:

Ein Versicherter startet in der Stufe 9 und wechselt in die Stufe 8, wenn er inner-
halb eines Jahres keinen Unfall verursacht bzw. keinen Schaden gemeldet hat. Er
wechselt jedoch in die Stufe 12, wenn er einen Schaden meldet. Danach wird er
nach einem Jahr entweder in eine um 1 niedrigere Stufe eingestuft, wenn er nicht
meldet, oder in eine um 3 hohere Stufe, wenn er einen Schaden meldet.

Die Pramien der einzelnen Stufen ergeben sich prozentuell aus der Grundpréamie,
die sowohl auf Grund von technischen Daten des Autos, als auch auf Grund von
Charakteristiken des Versicherten (Alter, Berufsstand,...) festgesetzt wird.

Wie in der Arbeit von Zacks und Levikson [10] habe ich fiir die Schadensverteilung
G die Gammaverteilung verwendet, mit Skalierungsparameter v = 7582.94| Eurol
und Formparameter v = 0.63. D.h.

G(z) = G(%m), z>0 (6.1)
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mit

Gz |v)=(1/T(v)) /Ox u’ e du. (6.2)

Diese Verteilung hat einen Erwartungswert von p =« - v = 4777.25[Euro].

Es gelte weiters

F(;E) _ { PKuU, fallsz = 0

und

pru + (1= pro)G(5 [ v), fallsz >0

Anmerkung: Mit den selben Uberlegungen wie im letzten Kapitel gilt auch hier:

1.

2.

T():"':T17:1Jahr

Zur Berechnung der Kosten im zeitstetigen Prozess wurde die stationére
Strategie verwendet, die fiir den diskreten Prozess bei unendlicher Laufzeit
als Optimallosung bestimmt wurde.

e =P
e =a =0.945, d.h. B = 0.0565

Setzt man H(z) = G(I;|v), wobei v = 0.63 gleich wie im zeitdiskreten
Modell gesetzt wird, dann ist die mittlere Schadenshéhe in einem Jahr im
diskreten Modell (1 — p) -+ - v und im zeitstetigen Modell A -~ - v. Sie sind

gleich, wenn v, = %y.

Sowohl die optimalen Schwellwerte, als auch die minimal zu erwarteten diskontier-
ten Kosten p,(c") eines Versicherten in Stufe £ bei einer Restlaufzeit von n Jahren
(die ,minimalen Risiken“) werden mittels der diskreten dynamischen Program-
mierung bestimmt. Deren Losung als auch die Ergebnisse fiir die verschiedenen
Kosten werden im néchsten Abschnitt besprochen.
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Die Kostenfunktionen im diskreten Fall bei unendlicher Laufzeit

Nach (2.11) gilt fiir die erwarteten diskontierten Kosten eines Versicherten, C(s) =

(Co(s),...,Chz(s))

(I — aP(s))C(s) = R(s) (6.4)

und nach (2.23) gilt fiir die erwarteten diskontierten Kosten der Versicherung,
V(s) = (Vo(s),..., Viz(s))

(I —aP(s))V(s) = R(s) — . (6.5)

Die Kostenfunktionen im zeitstetigen Fall bei unendlicher Laufzeit

Nach (5.10) gilt fiir die erwarteten diskontierten Kosten eines Versicherten, C(s) =

(Co(8),...,C17(s))

(I — e T P(5))C(s) = RC*(5s) (6.6)

und nach (3.24) gilt fir die erwarteten diskontierten Kosten der Versicherung,
Vi(s) = (Vo(s)s .- Vir(s))

(I — e P P(s))V(s) = RV*(s). (6.7)

6.2 Numerische Werte

Fiir die zu Beginn von Kapitel 6.1 angegebenen Parameter werden zuerst optimale
Schwellwerte berechnet.
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6.2.1 Schwellwerte und Risiken fiir eine Wahl der Para-
meter

Die Jahrespramie 7 sei 1000 Euro, die Wahrscheinlichkeit, keinen Schaden zu
fordern sei p = 0.85 und die Selbstbehalte seien fiir jede Stufe Null, d.h. d; = 0,7 =
0,...,17. Der Diskontierungsfaktor o ist 0.945. Mit e~ = p folgt A = 0.162519,
und e ? = o = 0.945, d.h. 3 = 0.0565. Weiters erhit man nach v, = %7 =
6998.82.

Unter Verwendung der diskreten stochastischen dynamischen Programmierung
bzw. des von mir mittels Mathematica geschriebenen Programmes erhilt man
folgende optimalen Schwellwerte bei einer Laufzeit von 40 Jahren bzw. bei un-
endlicher Laufzeit. s, ;, gibt den Schwellwert in Stufe k£ bei einer Restlaufzeit von
n Jahren an.

0 1 2 3 4 )
0 0 0 0 0 0
100. 200. 200. 200. 200. 300.
207.36 | 307.36 | 401.36 | 401.36 | 413.30 | 513.30
230.19 | 420.89 | 514.59 | 601.43 | 612.36 | 732.28
271.71 | 462.22 | 632.48 | 719.01 808.7 | 927.13
288.57 | 517.43 | 687.05 | 839.68 | 928.61 | 1118.20
316.33 | 543.67 | 751.88 | 903.68 | 1050.13 | 1238.77
322.93 | 578.70 | 785.25 | 975.16 | 1120.36 | 1359.7
336.56 | 591.01 | 825.68 | 1013.92 | 1195.89 | 1433.80
341.02 | 609.51 | 842.69 | 1058.30 | 1238.47 | 1511.48
361.24 | 641.78 | 903.03 | 1140.03 | 1368.64 | 1676.12
365.14 | 651.81 | 917.13 | 1164.7 | 1400.5 | 1726.28
366.58 | 653.92 | 921.65 | 1170.61 | 1410.42 | 1738.62
366.86 | 654.67 | 922.63 | 1172.54 | 1412.81 | 1742.54
366.98 | 654.83 | 922.98 | 1172.96 | 1413.60 | 1743.48
367. | 654.89 | 923.06 | 1173.12 | 1413.78 | 1743.8
367.01 | 654.91 | 923.09 | 1173.17 | 1413.86 | 1743.9

=
=

— =
S © 0o O W

B W NN
S OO ot O

g

Tabelle 6.1: Optimale Schwellwerte sy, ,, fiir die Stufen 0 bis 5

61



n k 6 7 8 9 10 11
1 0 0 0 0 0 0
2 300. 400. 400. 400. 400. 500.
3 595.44 695.44 | 789.57 | 789.57 | 800.80 | 900.80
4 815.25 984.84 | 1078.76 | 1162.58 | 1172.57 | 1286.37
5 1035.56 | 1206.16 | 1359.82 | 1444.26 | 1525.68 | 1638.55
6 1225.58 | 1424.43 | 1578.97 | 1714.15 | 1796.37 | 1969.27
7 | 1410.77 | 1608.87 | 1792.56 | 1929.17 | 2053.36 | 2227.81
8 1531.01 | 1787.58 | 1970.76 | 2135.82 | 2261.63 | 2470.45
9 1650.45 | 1906.58 | 2142.5 | 2307.73 | 2459.88 | 2670.87
10 | 1726.87 | 2023.76 | 2259.41 | 2472 | 2624.75 | 2859.54
15 | 1959.68 | 2306.34 | 2626.97 | 2899.15 | 3149.29 | 3450.07
20 | 2022.265 | 2396.18 | 2736.17 | 3047.47 | 3325.29 | 3676.25
25 | 2041.59 | 2419.88 | 2770.38 | 3088.78 | 3382.49 | 3744.47
30 | 2046.32 | 2427.28 | 2779.28 | 3101.65 | 3397.84 | 3765.92
35 | 2047.85 | 2429.08 | 2782.09 | 3104.97 | 3402.62 | 3771.54
40 | 2048.21 | 2429.67 | 2782.77 | 3106.02 | 3403.84 | 3773.29
oo | 2048.38 | 2429.87 | 2783.06 | 3106.38 | 3404.36 | 3773.92
Tabelle 6.2: Optimale Schwellwerte sy, ,, fiir die Stufen 6 bis 11
n k 12 13 14 15 16 17
1 0 0 0 0 0 0
2 500. 600. 600. 300. 300. 0
3 | 948.99 | 1048.99 | 1093.49 | 793.49 544.74 244.74
4 | 1340.13 | 1453.72 | 1502.89 | 1009.3 756.18 248.15
5 | 1688.92 | 1808.71 | 1847.69 | 1355.26 | 935.24 22.06
6 | 2023.21 | 2125.96 | 2173.34 | 1508.10 | 1085.62 | 429.22
7 | 2321.99 | 2429.30 | 2448.44 | 1783.93 | 1210.32 | 550.42
8 | 2569.82 | 2700.60 | 2726.03 | 1922.56 | 1346.53 | 555.57
9 | 2792.46 | 2929.42 | 2963.62 | 2160.87 | 1461.82 | 667.27
10 | 2986.46 | 3134.76 | 3176.63 | 2276.11 | 1574.91 | 672.53
15 | 3649.96 | 3843.55 | 3914.69 | 2873.37 | 1951.99 898.2
20 | 3912.12 | 4151.1 | 4253.88 | 3122.65 | 2137.078 | 974.36
25 | 4000.23 | 4253.45 | 4375.28 | 3227.07 | 2206.09 | 1018.94
30 | 4025.62 | 4285.69 | 4412.38 | 3254.27 | 2227.31 | 1027.33
35 | 4033.31 | 4294.64 | 4423.43 | 3264.14 | 2233.63 1031.7
40 | 4035.34 | 4297.33 | 4426.51 | 3266.36 | 2235.46 | 1032.31
oo | 4036.18 | 4298.32 | 4427.75 | 3267.44 | 2236.19 | 1032.79

Tabelle 6.3: Optimale Schwellwerte sy, fiir die Stufen 12 bis 17
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Bei der Berechnung der optimalen Schwellwerte werden die minimal zu erwarten-
den diskontierten Kosten p,g”) eines Versicherten in Stufe k£ bei einer Restlaufzeit
von n Jahren (die ,minimalen Risiken“) berechnet. Ihre numerischen Werte sind

in den folgenden Tabellen aufgelistet.

=
=

0

1

2

3

4

b}

—_ =
o ©00 O Utk W

= W NN
S ot o ot O

500.
986.04
1459.13
1909.06
2339.37
2748.08
3137.67
3506.63
3856.94
4188.51
5600.08
6668.14
7474.26
8082.09
8540.26
8885.58

Tabelle 6.4: Minimale Risiken p,gn) fiir die Stufen 0 bis 5

500.
998.9
1471.46
1932.03
2362.
2774.96
3164.15
3536.24
3886.28
4219.36
2632.06
6700.75
7506.94
8114.82
8572.99
8918.31

600.
1098.9
1594.82
2054.46
2502.86
2915.13
3312.32
3683.63
4039.5
4372.05
5790.04
6859.41
7666.04
8273.95
8732.16
9077.48

600.

1193.4
1689.32
2180.77
2627.94
3064.41
3460.6
3843.19
4197.95
4538.63
5961.84
7033.92
7840.86
8449.02
8907.24
9252.58

63

700.
1293.4
1880.02
2371.28
2856.80
3291.75
3716.37
4097.64
4466.45
4805.74
6246.1
7320.29
8128.50
8736.78
9195.12
9540.47

700.
1400.26
1986.05
2564.52
3049.05
3526.84

3949.4
4361.92
4728.96
5084.43
6538.42
7619.77
8428.76

9037.6
9495.98
9841.38



n k 6 7 8 9 10 11
1 800. 800. 1000 1000 1200. 1200.
2 | 1500.26 | 1606.70 | 1806.70 | 1995.70 | 2195.70 | 2396.27
3 | 2196.25 | 2301.68 | 2612.3 2801.3 | 3181.09 | 3380.45
4 | 2773.48 | 2989.47 | 3298.41 | 3600.07 | 3979.64 | 4349.29
5 | 334253 | 3556.55 | 3975.01 | 4274.63 | 4766.97 | 5135.51
6 | 3818.81 | 4114.54 | 4530.52 | 4937.61 | 5427.67 | 5907.1
7 | 4287.48 | 4580.96 | 5076.07 | 5480.41 | 6075.06 | 6551.72
8 | 4697.55 | 5039.08 | 5531.44 | 6012.37 | 6604.13 | 7181.57
9 5097.8 | 5436.42 | 5977.93 | 6455.83 | T121.56 | 7695.83
10 | 5451.17 | 5824.09 | 6362.39 | 6889.9 | 7552.45 | 8197.76
15 | 6939.20 | 73384 | 7940.54 | 8514.91 | 9276.45 | 9994.92
20 | 8025.47 | 8438.11 | 9049.55 | 9649.17 | 10427.89 | 11186.22
25 | 8837.45 | 9251.82 | 9868.59 | 10471.46 | 11260.11 | 12024.49
30 | 9446.57 | 9862.16 | 10479.52 | 11084.5 | 11874.26 | 12642.51
35 | 9905.19 | 10320.87 | 10938.74 | 11543.91 | 12334.5 | 13103.11
40 | 10250.61 | 10666.39 | 11284.28 | 11889.65 | 12680.3 | 13449.24
Tabelle 6.5: Minimale Risiken pén) fiir die Stufen 6 bis 11
n k 12 13 14 15 16 17
1 1400. 1400. 1700. 1700. 2000 2000
2 | 2596.27 | 2796.51 | 3096.51 | 3345.26 | 3645.26 3890.
3 | 3774.89 | 3973.87 | 4467.46 | 4720.58 | 5228.61 | 5476.76
4 | 4742.67 | 5125.75 | H5618.19 | 6038.21 | 6551.38 | 6973.44
5 | 5689.16 6071. 6736.24 | 7158.73 | 7815.12 | 8244.34
6 | 6459.69 | 6990.97 | 7655.48 | 8229.09 | 8888.99 | 9439.41
7 | 7211.89 | T742.04 | 8545.51 | 9121.54 | 9912.5 | 10468.07
8 | 7839.17 | 8472.24 9275. 9974.04 | 10768.59 | 11435.86
9 | 8449.92 | 9080.58 | 9981.10 | 10682.3 | 11584.68 | 12257.21
10 | 8948.9 | 9671.13 | 10569.78 | 11358.38 | 12264. | 13028.98
15 | 10888.57 | 11712.52 | 12798.06 | 13718.5 | 14821.31 | 15721.47
20 | 12108.04 | 12993.95 | 14123. | 15126.54 | 16288.31 | 17284.46
25 | 12961.9 | 13857.98 | 15012.04 | 16031.99 | 7225.9 | 18244.28
30 | 13582.02 | 14484.04 | 15641.64 | 16670.76 | 17870.26 | 18899.96
35 | 14044.11 | 14946.83 | 16106.67 | 17136.98 | 18339.68 | 19371.18
40 | 14390.35 | 15293.64 | 16453.7 | 17484.8 | 18687.87 | 19720.45

Tabelle 6.6: Minimale Risiken p,(:) fiir die Stufen 12 bis 17
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6.2.2 Strategien fiir verschiedene Parameterwahlen

Wie im numerischen Beispiel des letzten Abschnittes leicht gesehen werden kann,
stellen die Schwellwerte des 40. Jahres bereits eine sehr gute Approximation der
Schwellwerte bei unendlicher Laufzeit dar. Aus diesem Grund habe ich mich dazu
entschlossen in den weiteren Ausfithrungen die Schwellwerte des 40. Jahres als
die optimalen anzugeben.

m=1000 |7 =1000| @« =1000 |7 =1100| = = 1100
S p=0.85 p=0.8 p=0.8 p=0.8 p=0.8

So 516.58 448.71 597.45 484.44 647.09

S1 806.09 781.08 931.55 844.24 1008.17
So 1105.8 1085.34 1267.68 1173.08 1371.56
S3 1356.61 1364.98 1548.25 1474.99 1674.02
Sy 1627.76 1631.76 1845.84 1762.61 1995.07
Ss 1959.38 1984.55 2200.98 2144.86 2379.29
Sg 2295.4 2305.81 2554.73 2493.07 2762.68
S7 2679.62 2699.36 2952.42 2921.5 3194.94
Sg 3095.4 3059.63 3376.99 3314.12 3657.57
Sg 3420.99 3383.36 3705.08 3668.3 4015.72
S10 3782.07 3674.98 4062.96 3989.02 4408.36
S11 4157.12 4029.45 4427.76 4381.37 4810.77
S12 4491.72 4246.73 4724.59 4631.72 5147.64
S13 4775.42 4438.92 4948.08 4860.04 5409.92
S14 5026.41 4467.06 5109.33 4911.95 5609.17
S15 3856.25 3251.98 3877.94 3586.18 4268.33
S16 2899.77 2195.28 2887.05 2426.46 3183.61
S17 1669.35 994.19 1646.24 1101.91 1817.88

Tabelle 6.7: Schwellwerte des 40-igsten Jahres
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m =900 m =900 m = 800 m = 800 m = 800
s | p=20.85 p=0.85 p=0.85 p=0.85 p=0.9

S0 | 334.86 470.1 302.01 422.93 242.07
s1 | 597.01 734.1 538.11 660.98 443.96
so | 841.64 1007.47 758.78 907.55 634.69
s3 | 1070.08 1236.92 965.17 1115.17 814.79
s4 | 1290.35 1484.94 1164.59 1339.59 989.26
s5 | 1591.23 1787.68 1435.84 1612.91 1237.3
s¢ | 1868.84 2094.1 1686.17 1889.25 1468.85
s7 | 2215.51 2443.72 1997.6 2203.78 1765.23
sg | 2536.32 2821.39 2285.69 2542.88 2042.19
Sg | 2829.37 3117.02 2548.15 2808.13 2299.11
s10 | 3098.58 3443.71 2788.43 3100.04 2539.14
s11 | 3430.93 3781.82 3083.43 3400.88 2840.91
s12 | 3660.67 4077.35 3281.41 3657.76 3073.46
s13 | 3886.4 4322.8 3472.07 3866.08 3321.95
S14 | 3989.42 4534.9 3550.79 4041.01 3487.09
s15 | 2937.18 3471.91 2607.79 3086.69 2599.27
s16 | 2006.48 2606.63 1777.95 2313.51 1798.9
s17 | 924.68 1498.78 817.57 1328.56 843.57

Tabelle 6.8: Schwellwerte des 40-igsten Jahres

66



=700 m = 700 m = 600 m = 600
s | p=0.9 p=20.9 p=20.9 p=20.9

so | 213.75 319.73 185.03 276.21
s1 | 391.76 499.3 338.9 431.64
s2 | 9560.23 690.17 484.8 996.95
s3 | 719.55 850.48 623.02 736.22
sq | 874.22 1026.93 757.51 889.59
s5 | 1093.49 1247.66 947.59 1081.2
s¢ | 1298.32 1474.84 1125.29 1278.3
s7 | 1559.83 1738.38 1351.53 1506.58
sg | 1804.29 2026.68 1563.08 1756.01
sg | 2030.83 2254.76 1758.89 1953.44
S10 | 2242.22 2509.91 1941.34 2173.69
s11 | 2507.05 2777.5 2168.96 2404.06
s12 | 2707.65 3025.69 2338.05 2614.11
s13 | 2919.67 3247.25 2514.55 2798.77
s14 | 3056.6 3460.71 2624.74 2974.1
S15 | 2274.43 2671.9 1949.34 2291.98
S16 | 1571.86 2023.63 1345.13 1733.48
s17 | 736.02 1173.7 628.86 1004.36

Tabelle 6.9: Schwellwerte des 40-igsten Jahres

6.2.3 FErwartete Kosten bei unendlicher Laufzeit

In der folgenden Tabelle werden sowohl die Kosten des Versicherten (C), als
auch die der Versicherung (V) sowohl fiir den diskreten, als auch den zeitsteti-
gen Prozess angegeben. Weiters kann das Verhéltnis zwischen den Kosten des
Versicherten und denen der Versicherung abgelesen werden.
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6.3 Vergleich der Werte und Interpretation der
Ergebnisse

6.3.1 Schwellwerte, Risiken und Strategien

Fiir den im letzten Kapitel betrachteten Fall (7 = 1000,p = 0.85,d; = 0) sieht
die optimale Schwellwertstrategie fiir unendlichen Zeithorizont wie folgt aus:

Soptimat = (367.01,654.91,923.09, 1173.17, 1413.86, 1743.9,
2048.38,2429.87, 2783.06, 3106.38, 3404.36, 3773.92,
4036.18,4298.32, 4427.75, 3267.44, 2236.19, 1032.79).

Das bedeutet, dass ein Kunde, der sich in Stufe 0 befindet, bereits einen Schaden
in der Hohe von knapp 367 Euro, einer in Stufe 9 einen in der Hohe von 3106
Euro und ein sich in der Stufe 17 befindender Kunde einen Schaden in der Héhe
von 1032 Euro melden soll. Wenn man bedenkt, dass ich in meinen Berechnungen
von einer mittleren Schadenshohe von 4777 Euro ausgegangen bin, so sagt die op-
timale Strategie, dass in der Stufe 14 fast die Halfte der Schéden nicht gemeldet
werden soll.

Die Risiken geben die Kosten des Versicherten fiir eine endliche Laufzeit an.
Diese Kosten sehen fiir den im letzten Kapitel betrachteten Fall fiir 40 Jahre
folgendermaflen aus:

P4 = (10074.6,10108.4,10270.1,10450.2, 10745.8, 11057.8,
10250.61, 10666.39, 11284.28, 11889.65, 12680.3, 13449.24,
14390.35, 15293.64, 16453.7, 17484.8, 18687.87,19720.45).

Das bedeutet, dass auf einen Versicherten in der Stufe 9 in den néchsten 40
Jahren mittlere diskontierte Kosten in der Hohe von 11889.65 Euro zukommen.
Im Vergleich dazu die Kosten bei unendlicher Laufzeit (im diskreten Prozess):

C>) = (10390.,10435.9,10617.4,10820.9, 11141.5, 11479.4,
11928.,12385.1, 13044.8, 13691.4, 14522.1, 15329.6,
16306.7,17242.5, 18430.3, 19479.1, 20686., 21698.5).
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Hier kann man erkennen, dass auf einen Versicherten in der Stufe 9 bei unendli-
cher Laufzeit 13691.4 Euro zukommen.

Wenn man die Strategien genauer betrachtet, so kann man sehen, dass die ein-
zelnen Schwellwerte bei Verwendung eines Selbstbehaltes natiirlich hoher sind,
als wenn keine Selbstbehalte vorhanden sind (bei Gleichheit der anderen Para-
meter). Auflerdem sind die Schwellwerte fiir beinahe jede Wahl der Parameter,
aufler fiir eine Grundpramie von mehr als 1000 Euro, geringer als die von mir an-
genommene mittlere Schadenshéhe. Dazu muss man sagen, dass fiir ein Auto, das
mit einer Jahrespramie von 1000 Euro versichert wird, die mittlere Schadenshthe
wahrscheinlich hoher als die von mir angenommene ist. Schliellich wird die Jah-
respramie unter anderem auch durch die technischen Daten eines Fahrzeuges
bestimmt. Zusammengefasst kann festgestellt werden, dass es sich fiir Versicher-
te, die in einer der Stufen 6 bis 16 zu finden sind, durchaus lohnen kénnte ihre
Schéden selber zu bezahlen.

6.3.2 Kosten des Versicherten und der Versicherung

Damit ich ein Gefiihl fiir die Hohe der Kosten bekomme, habe ich diese fiir 15
Félle berechnet. Meine erste Wahl der Parameter war 7 = 1000, p = 0.85,d; = 0.
Dies schien mir eine relativ gute Wahl zu sein, da der Quotient aus den Kosten des
Versicherten und den Kosten der Versicherung sowohl im diskreten (gq = 1.174),
als auch im zeitsteigen (q,s = 1.085) Prozess grofier, jedoch nicht viel groler als 1
war. Dies bedeutet, dass auf die Versicherung weniger Kosten zukommen als auf
den Versicherten. Trotzdem ist es einigermaflen fair, weil der Versicherte nicht
soviel mehr zahlt als die Versicherung.

Das machte mich neugierig was sich im Falle von Selbstbehalten (d; = 0.3 * ;)
dndern wiirde. Das Ergebnis war einleuchtend: Die Kosten des Versicherten sind
etwas gestiegen, die der Versicherung etwas gesunken und somit sind auch die
Quotienten (qg = 1.264 bzw. ¢,s = 1.161) grofer geworden.

Wenn jetzt also die Versicherung weniger Kosten hat als der Versicherte, wie
wiirde es aussehen, wenn die Wahrscheinlichkeit, dass kein Schaden gefordert
wird, kleiner wird. Dazu betrachtete ich den Fall 7 = 1000,p = 0.8,d; = 0. Das
stellte sich jedoch als keine gute Wahl fiir ein Versicherungsunternehmen heraus,
da die Quotienten gz = 0.901 und ¢, = 0.873 beide kleiner als 1 wurden.
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Da, wie aus der 2. Wahl der Parameter bekannt, im Falle von Selbstbehalten die
Kosten des Versicherten steigen und die der Versicherung sinken, wollte ich se-
hen, ob das Versicherungsunternehmen bei dieser Wahl der Parameter durch die
Einfiihrung von Selbstbehalten gerettet werden kann. Dies gelang leider nicht,
weil gg = 0.962 und ¢,, = 0.941.

Als néchstes fragte ich mich, ob eine Erhchung der Grundpramie von 1000 auf
1100 Euro ausreichen wiirde, damit die Kosten des Versicherten wieder héher
als jene der Versicherung sind. Fiir p = 0.8 und d; = 0 war das nicht der Fall
(ga = 0.99 bzw. q,; = 0.961). Hatte das Versicherungsunternehmen jedoch Selbst-
behalte (d; = 0.3 % ;) eingefiihrt, so wéren seine Kosten geringer als die des
Versicherten geworden. (qq = 1.06, ¢, = 1.04)

Fiir die 1. Wahl der Parameter waren die Kosten des Versicherten klar héher als
die der Versicherung. Somit interessierte mich, ob dies noch immer so war, wenn
die Grundpréamie statt 1000 nur noch 900 Euro betragen wiirde. Es stellte sich
heraus, dass dies im diskreten Prozess noch immer zutraf (¢; = 1.058), im zeit-
stetigen Prozess hingegen die Kosten des Versicherten niedriger waren als jene
der Versicherung (q.s = 0.975). Dies lie8 sich jedoch durch die Einfithrung von
Selbstbehalten leicht éndern und somit waren ¢4 = 1.136 und ¢., = 1.041.

Wenn nun im zuletzt besprochenen Fall q; = 1.041, was wére falls die Grund-
pramie nochmal verringert werden wiirde. Fiir 7 = 800, p = 0.85 waren sowohl
ohne, als auch mit Selbstbehalten die Kosten der Versicherung im zeitstetigen
Modell hoher als die des Versicherten. Im diskreten Modell hingegen konnte der
Quotient durch Einfithrung von Selbstbehalten grofler als 1 gemacht werden.

Somit interessierte mich was passieren wiirde, wenn die Wahrscheinlichkeit, dass
kein Schaden gefordert wird, erhoht wird. Also untersuchte ich den Fall 7 =
800,p = 0.9,d; = 0. Hier waren die Quotienten am grofiten (¢; = 1.394,¢.s =
1.227).

Deswegen verringerte ich die Grundpriamie noch einmal auf 700 Euro. Die Quo-
tienten verringerten sich ein wenig, blieben jedoch groBer als 1 (¢q = 1.226, ¢,5 =
1.072). Dennoch fiihrte ich noch Selbstbehalte ein. Dies erhohte, wie bereits be-
kannt, g = 1.326 und ¢,; = 1.127 wieder ein wenig.

Zu guter Letzt habe ich die Grundpridmie erneut auf 600 Euro verringert. Mit
p = 0.9 und d; = 0 erhielt ich g; = 1.057 bzw. ¢., = 0.917. Da der Quotient fiir den
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zeitsteigen Prozess kleiner als 1 war, fiihrte ich erneut Selbstbehalte (d; = 0.3x*;)
ein, doch auch hiermit konnte ich nicht erreichen, dass ¢q., = 0.961 grofler als 1
wurde (gq = 1.139).
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Kapitel 7

Schlussfolgerungen

Die Auseinandersetzung mit diesem Thema hat mir einiges {iber das osterreichi-
sche BMS klargemacht. Zuerst einmal scheint es nicht sehr einfach zu sein klare
Aussagen iiber den Weg eines Versicherten innerhalb des BMS zu machen. Dies
zeigt sich bei meiner Diplomarbeit vorallem im 4. Kapitel, in dem es mir nicht
gelungen ist wichtige Parameter wie die Unfallwahrscheinlichkeit oder die Aus-
trittswahrscheinlichkeit anhand von allgemein zugénglichen Daten zu schétzen.
Auch wenn man versucht, den Weg eines Versicherten im BMS zu simulieren und
danach die Parameter zu schéitzen, so kommt man auf keine realistischen Para-
meterwerte (zumindest nicht mit der von mir verwendeten Schitzmethode).

Weiters haben mich die optimalen Schwellwerte sehr verwundert. Fiir einige Stu-
fen, speziell fiir die Stufe 0, kann es je nach Schadenshohe besser sein, den Schaden
zu melden. Aber fiir andere Stufen, vorallem fiir die Stufe 14, miissten bei dem
von mir angenommenen Erwartungswert fiir die Schadenshéhe beinahe die Hélfte
der Schéden nicht gemeldet werden.

Wenn man sich die erwarteten Kosten, die auf einen Versicherten bzw. auf eine
Versicherung zukommen, genauer ansieht, so kann man sagen, dass das Osterrei-
chische BMS ein einigermaflen faires System ist. Wenn man die Parameter gut
wéhlt, so kann man erreichen, dass die Kosten des Versicherten zwar hoher sind
als die der Versicherung, aber nicht um allzu viel.
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Anhang A

Theorie der Markovketten

Sei ) ein Ergebnisraum und P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf Q. Sei X =
{Xn;n € N} ein stochastischer Prozess mit einem abzidhlbarem Zustandsraum
E, d.h. fir jedes n € N = {0,1,...} und w € Q ist X,,(w) ein Element dieser
abzdhlbaren Menge FE. x,, = j bedeutet der Prozess ist im Zustand j zur Zeit
n. Daher wird mit X, der Zustand des Prozesses X zur Zeit n bezeichnet; die
Menge E wird Zustandsraum des Prozesses X genannt. [6]

Definition A.1 Ein stochastischer Prozess X = {X,;n € N} heifit Markov—
Kette, wenn fiir alle n € N und 5 € E gilt

P{X’VH—I :.] | XOa o 7Xn} = P{Xn-i-l :] | Xn} (A]')

Somit ist eine Markov-Kette eine Folge von Zufallsvariablen, in der fiir jedes
n X,.+1 unabhéngig von Xo,...,X,,_1 bei gegebenem X, ist. Das bedeutet,
dass der folgende Zustand X, ,; im Prozess nicht von den fritheren Zustdnden
Xo, ..., X,_1 abhéingt, sondern lediglich vom aktuellen Zustand X,.

Definition A.2 Die bedingten Wahrscheinlichkeiten

P{Xn1 =j | Xo =i} = P(i, ) (A.2)

sind fiir alle 4,7 € E unabhiingig von n. Sie werden Ubergangswahrschein-
lichkeiten fiir die Markov—Kette X genannt. Eine Markov—Kette die A.2 erfiillt,
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wird zeitstetig genannt. Die Matrix P = (P(4,)); jer wird als Ubergangsma-
trix bezeichnet. Jeder Eintrag einer Ubergangsmatrix ist nicht-negativ, jede
Spaltensumme betragt 1.

Definition A.3 Sei P eine quadratische Matrix mit Eintragen P(i,7), die fiir
alle 7,5 € E definiert sind. Dann wird P Markov—Matrix iiber E genannt,
wenn gilt:

Vi,j € E: P(i,j) >0 (A.3)
Vie E:» P(i,j) =1 (A.4)
jeEE

Daher ist Die Ubergangsmatrix einer Markov-Kette eine Markov-Matrix.

Satz A.4 Fiir jedes n,m € N mit m > 0 und i, ...,%, € E gilt:

P{XnJrl - il; e 7Xn+m - Zm | Xn - Zo} - P(io,i1>P(’i1,i2) et P(Z'mfl,l-m)
(A.5)

Mit n = 0 und der Definition A.2 der bedingten Wahrscheinlichkeiten folgt fol-
gendes Korollar:

Korollar A.5 Sei m eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf £ und sei P{X, =
i} = m(1) fir alle ¢ € E. Dann gilt fiir jedes m € N und i, ... 4, € F

P{XO = io, X1 = il, e ,Xm = Zm} = W(io)P(io,il) te P(imfl,im) (A6)

Dieses Korollar zeigt, dass die gemeinsame Verteilung von Xy, ..., X,, fiir jedes m
festgelegt ist, sobald die Startverteilung m und die Ubergangsmatrix P bekannt

5



sind.
Proposition A.6 Fiir jedes m € N, fiir alle 4,7 € F' und n € N gilt:

P{Xner =J | Xn = Z} = Pm<i7j) (A-7)

Das bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit vom Zustand ¢ in den Zustand j in m
Schritten zu gelangen genau dem (i,j)—ten Eintrag der m—ten Potenz der Uber-
gangsmatrix entspricht. Daraus folgt fiir alle m,n € N

pmn = pmpn (A.8)

woraus man durch Auflésen die Chapman—Kolmogorov Gleichung

P, ) =Y P™(i,k)P"(k,j); i,jE€E (A.9)
keE
erhéilt. Das bedeutet, dass, wenn der Prozess X im Zustand ¢ startet und sich
nach m + n Schritten im Zustand j befindet, er nach dem m—ten Schritt im
Zustand k£ war und von dort aus mittels der restlichen n Schritte in den Zustand
J gelangt ist.[2]
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Anhang B

Einige in der Diplomarbeit
verwendete Verteilungen

B.1 Diskrete Verteilungen

B.1.1 Geometrische Verteilung

Parameter: p,0 < p <1

Dominierendes Maf}: Zahlmafl auf Ny

Dichte: fx(z) = P(X =z) = p(1 — p)* !, (z € Ny)
1—

Kenngrofen: F(X) = 1;71” Var(X) = p_QP

B.1.2 Poissonverteilung

Parameter: A€ R, A >0
Dominierendes Maf}: Zahlmafl auf Ny
Dichte: fx(z) = P(X = 2) = e 2 (2 € Np)

x:

Kenngrofen: E(X) = A\, Var(X) = A
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B.2 Stetige Verteilungen

B.2.1 Exponentialverteilung

Parameter: A € R, A >0
Dominierendes Maf}: Lebesgue-Maf} auf R
Dichte: fx(z) = Ae™I(g00)(2)(z € R)

Kenngrofien: E(X) = 1, Var(X) = 55

B.2.2 Gammaverteilung

Parameter: a, A\ € R,a > 0, A >0
Dominierendes Maf}: Lebesgue—Maf} auf R
Dichte: fx(z) = ’\Z) e (g ooy (z)(z € R)

I
Kenngrofien: E(X) = ¢, Var(X) = %

a
0

78



Anhang C

Mathematica—Programme

C.1 Programm zur Bestimmung der Schwellwer-
te und Risiken

_ N[fyuvlemvdu]

F[‘Tﬂ U*] = N[Gammal|v]]
I'[0,v] :=0;
Zero|___] := 0;

Plfs_,p_,y,v]:=p+ (1 —p)l[,v];

57
P2l 1] o= T2 /] — T[4 1]
Pla_,d_, s_,p_,pi_,v_,v] := m+ad+a(s—d)P1[s, p,v,v]|—asp—a(l—p)P2[s,v,v];

OptimalStrategy[N_|:=Module[{ o, d, s, p, 7, v, v, K, p,pr,n, k},
a = 0.945;
~ = 7582.94:
K =18;
v =0.63;
p=0.85;
pr = 1000;
7 =40.5%pr, 0.5%pr 0.6 xpr 0.6 xpr, 0.7«pr 0.7« pr, 0.8 pr, 0.8 pr, pr, pr,
L2xpr,1.2xpr, 14 xpr, 1.4 xpr, 1.7 % pr, 1.7 % pr 2« pr,2  pr};
d = Array|Zero, K|,
s = Array[Zero,{N, K}];
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p = Array|Zero,{N, K}|;
Forli=1,i < K,i+ +, s[[1,1]] = d[[i]]];
Forli=1,i < K,1+ +,
pllL.i]] = Pla, d[[a]], s[[1,4]], p, 7[[il], v, v];
Forln=2n<N,n+ +,
Forlk =1,k < K,k + +,
sl[n, k]] = d[[k]] + (p[[n — 1, min[k + 3, K]]] — p[[n — 1, max[k — 1, 1]]]);
plln. k]l = Plo, d[[K]], s[[n, k]|, p, w[[k]], v, v] + a * P1[s[[n, k]], p,7, V] *
pl[n — 1, max[k — 1,1]]] +
' a* (1 — P1[s[[n, k], p, v, V]) * p[[n — 1, min[k + 3, K]]];
L
] Return[{Table[s[[n, k]|, {n,1, N}, {k, 1, K'}|, Table[p[[n, k]],{n, 1, N}, {k, 1, K}]}];

OS=OptimalStrategy[40];

str=Part[OS[[1]] ,40]

C.2 Programm zur Bestimmung der Kosten des
Versicherten und der Versicherung fiir das
diskrete Stopproblem

a = 0.945;
v = 7582.94;
K =18;

v =0.63;

p = 0.85;

pr = 1000;

m={0.5%pr,0.5%pr,0.6%pr,0.6xpr,0.7xpr, 0.7« pr, 0.8 pr, 0.8 pr, pr,pr,1.2x%
pri1.2sxpr, 1Axpr, 1.4 pr, 1.7« pr, 1.7 pr,2 « pr, 2« pr};

d = Array|Zero, K|,
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Flo] = 0.8 + 0.2  T[(2/7582.94), 0.63];
pe[s ] == s '[s/7582.94,0.63] — N[Integrate[I'[x/7582.94,0.63], {z, 0, s}]];
pls] = 1/N[Gammaly] [ (2/2)" s
qli-; 5] := wl[i]] + (1 = p)pals] + a(l — Fls])d[[i]];
malus = 3;
bonus = 1;
Pd = Array[Zero,{K, K}|;
Forli=1,i < K,i+ +,
Pd[[i, max[i — bonus, 1]]] = —aF[str[[i]]];
Pd[[i, min[i + malus, K]|]| = —a(1 — Flstr[[i]]);
Pd[fi, i) = 1];
Pd[[1,1]] =1 — aF|[str][1]]];

PA[[K, K]) = 1 - a(1 — Flstr[[K]]));

RKd=Table[q[i,str[[i]] ],{i,1,18}];

RVd=Table[Zero,{K}];

For[i=1,i< K,i+ +,
RVd[[i]] = a1 — p)pa[str[i]] — (1 = Flstr[[i]]])d[[]]];

Cd=LinearSolve[Pd,RKd];

Vd=LinearSolve[Pd,RVd];
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C.3 Programm zur Bestimmung der Kosten des
Versicherten und der Versicherung fiir das
zeitstetige Stopproblem

[ = —loglal;
A = —log[pl;
~ = 6796.45;

Hlz ] =T[(z/7),v];

pils] = (A* (1= H[s]))/(B + A= (1 — HI[s]));

Pqli, s] = (=(A1 = HI[s]) + B) = T[[4]]);

ps] = s* H[s] — N{Integrate[H[z], {z,0, s}]];

Difie, s-] = (1= ®4[i, s])/(A(1 = H[s]) + B);

G-, s = (w[[d]] + po[s] + A+ d[[d]] % A (1 — H]s])) * Dili, s};

pals) = LN [Gammalu]) [ (z/)"~a;

Gali-y 5| == (1/(1 = HIs|) * po[s] — d[[i]]) = (1 — Pu[i, str([d]]]) = pa[str[[i]]];

T = Table[1, {18}];

malus = 3:

bonus = 1:

Ps = Array|Zero, {K, K}

Forli=1,i < K,i+ +,
1}:&2 Eii([[zz; :fﬁ:ﬁ i(“]]]]::_—q}([i’ " 7}[}?3];;«[[2']]]) « Dyfi, str{il]]:
Pslli,d]] = 1];

Ps[[1,1]] = 1 — ®q[1, str[[1]]];
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Ps[[K,K]] =1— A1 — H[str[[K]]]) x D1[K, str[[K]]];

RKs=Table[¢[i, str([i]]], {7, 1, 18}];

RV's = Table[ps[i, strl[i]]], {i, 1, 18}];

Cst=LinearSolve[Ps,RKs];

Vst=LinearSolve[Ps,RVs;

C.4 Simulationsprogramm fiir das diskrete Mo-
dell

Needs|[Statistics'ContinuousDistributions’|
RandomGammalv_,v_| := Random|GammaDistribution|v, 7]

Simulation[K_M_]:=Module[{s,r, d, p, i, j, S, Co, V, CoSum, V Sum},
s = {420.46,905.06, 734.6 };
7 = {850,1000, 1250}
d = {200,250, 300};
p=0.8;
S =2;
Col0] = 0;
V[0] = 0;
a = 0.945;
CoSum = 0;
VSum = 0;
Forlj=1,7 < K,j++,
Forli=1,i < M,i+ +,

Coli] = 1/ax Coli — 1] + x[[S]];

Vil = 1/a* Vi — 1];

R = Random]];

G = RandomGammal0.63, 7582.94];

If[R > p,

If[G < s[[S]],
{Coli] = Coli] + a x G, S = max[S — 1,1]},
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{Coli] = Coli] + a * d[[S]], V[i] = V[i] + a* (G — d[[9])),
S = min[S + 1, 3]}],
S = max[S — 1, 1]];

I;

CoSum = CoSum + Co[M];

VSum =V Sum + V[M];
I;
CoMittel = a(M — 1) x CoSum/K;
V Mittel = a(M — 1) * V.Sum/K;
Return[{CoMittel, V Mittel }];

KS=Simulation[10000,300]

C.5 Simualtionsprogramm fiir das zeitstetige Mo-

dell

Needs|[Statistics'ContinuousDistributions’|
RandomGammalv_,vy_| := Random|GammaDistribution|v, 7]

Simulation[K_M_]:=Module[{s,r, d, p, o, 3, \, T, S, Co, V, CoSum,V Sum},
s = {420.46, 905.06, 734.6};
7 = {850,1000, 1250};
d = {200,250, 300};
T=1{1,1,1};
p=0.8;
a = 0.945;
B = —loglal;
A = —log[pl;
CoSum = 0;
VSum = 0;
Forl[j=1,7 < K,j++,
Co=0;
V =0;
S =2
T'sum = 0;
Tlast = 0;
W hile[Tsum < M,
W = Random|Exponential Distribution|Al];
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If[Tsum+ W > Tlast + T[[5]],
{If[Tlast +TI[[S]] < M,
{W =Tlast + T[[S]] — T'sum,Tsum = Tlast + T[[S]]},
{W =M — Tsum,Tsum = M},
Co = Co + 7|[[S]] * (exp[—3 * Tlast] — exp|—03 * T'sum]) /3,
S =max|[S —1,1],
Tlast = T'sum},
{If[Tsum+W > M,
{W =M — Tsum,
Tsum = M,
Co = Co+ w|[[S]] * (exp[—( * Tlast] — exp[—f * Tsum])/G},
{Tsum = Tsum + W,
G = RandomGammal0.63,6796.45],
1f1G > s[[S]],
{Co = Co+n[[S]] * (exp[—B*Tlast| — exp[— [+ Tsum|)/ 3+
+ d[[S]] * exp[—f * T'sum],
V =V + (G —d[[S]]) * exp[— 0 * T'suml],
S =min[S + 1, 3],
T Last = T'sum},
Co = Co+ G xexp|— x Tsum]|} }];
CoSum = CoSum + Co;
VSum =VSum+V,;
)
CoMittel = CoSum/K;
V Mittel =V Sum/K;
Return[{CoMittel, V Mittel }];

KS=Simulation[10000,300]
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