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Kurzfassung

Abhingigkeiten zwischen Uberlebensdaten kénnen entstehen, wenn die beob-
achteten Einheiten zu Haufen gruppiert sind. Die multivariate Modellierung
solcher Abhéngigkeiten ist kaum anwendbar, wiahrend das Cox-Modell ein
flexibles Instrument zur Modellierung der marginalen Uberlebensverteilung
darstellt. Die Parameterschéitzung mittels der Cox’schen Likelihood ist auch
bei gehduften Beobachtungen konsistent (Lee et al., 1992). Liang et al.
(1993) betrachten eine Pseudo-likelihood, die eine U-Statistik ist. Diese
beiden Parameterschéitzer werden verallgemeinert auf Zahlprozesse mit pro-
portionalen Hasardfunktionen. Asymptotische Eigenschaften der Schéitzung
von Erwartungswert und Varianz der Modellparameter werden fiir den Fall
nicht identisch verteilter Beobachtungen bewiesen. Fiir den Logrank-Test
stimmen diese Schétzer asymptotisch {iberein. Zwei Simulations-studien ha-
ben zwar keine wesentlichen Unterschiede zwischen den Schitzern ergeben,
die U-Statistiken sind aber empfindlicher bei einer Ausdiinnung der Risiko-
menge. Die Schiatzmethoden werden auf einen Datensatz aus der Zahnmedi-
zin angewendet, wobei die Liegedauer von Teleskopkronen—gruppiert nach
Patienten—modelliert wird. Zur Modellvalidierung wird die Methode der
Schoenfeld-Residuen adaptiert.

Abstract

Dependencies between survival data can arise if the observed units are clu-
stered. Modelling multivariate dependencies of this kind is hardly feasible,
whereas the Cox model represents a flexible tool for modelling the marginal
survival distribution. Parameter estimation by the Cox likelihood is consi-
stent even if the data are correlated (Lee et al., 1992)). Liang et al. (1993)
proposed a pseudolikelihood which is a U-statistic. The two parameter esti-
mators are generalised to counting processes with proportional hazard functi-
ons. Asymptotic properties of expectation and variance of model parameters
are proved for non identically distributed data. For the logrank test the-
se estimators are asymptotically equivalent. Two simulation studies showed
essentially no differences between the estimators, but the U-statistics were
more sensitive against thinning of the risk set. The estimators are applied to
data from dental medicine, whereby the durability of telescopic crowns clu-
stered by patient is modelled. The method of Schoenfeld residuals is adapted
for correlated data.



Zusammenfassung

Wenn die Beobachtungen zu Haufen gruppiert sind, dann bedeutet
vollsténdige statistische Modellierung, dafl die multivariate Verteilung
vollstandig spezifiziert und geschétzt werden mufl. Dieser Ansatz ist speziell
in der Uberlebensanalyse oft nicht durchfiihrbar. Beim marginalen Ansatz
wird nur ein Modell fiir die Einzelbeobachtung angegeben. Die Abhéngigkeit
zwischen den Beobachtungen werden erst bei der Schiatzung der Parameter
beriicksichtigt.

Hier wird die Schétzung des marginalen Modells fiir Zahlprozesse mit propor-
tionalen Hasardraten behandelt. Im ersten Kapitel werden die Grundlagen
der Theorie der Zéahlprozesse vorgestellt. Im zweiten Kapitel wird die Mo-
dellbildung mit Zahlprozessen behandelt. Neben Zensierung und Filterung
werden der marginale Ansatz und der Ansatz der bedingten Unabhéngigkeit
(Gebrechlichkeitsmodell) bei gehduften Daten beschrieben und durch Bei-
spiele illustriert.

In Abschnitt 3 werden die benétigten Ergebnisse aus der Theorie der U-
Statistiken fiir nicht identisch verteilte Stichproben bereitgestellt. Es sind
dies vor allem der zentrale Grenzwertsatz, der Jackknife-Schétzer fiir die Va-
rianz und ein Satz iiber Kerne mit einem Parameter, der aus der Stichprobe
geschéitzt werden muf.

In Kapitel 4 werden in Verallgemeinerung von Lee et al. (1992) die Eigen-
schaften der Cox-Likelihood bei der Schétzung des marginalen Modells der
proportionalen Hasardfunktionen fiir nicht identisch verteilte Daten gehéufte
Daten behandelt.

Kapitel 5 beinhaltet die Schiatzung des marginalen Modells der proportiona-
len Hasardraten mittels Schétzfunktionen, die zugleich U-Statistiken sind—
ein Ansatz, der auf Liang et al. (1993) zuriickgeht. Zuletzt wird gezeigt, dafl
im Fall des Logrank-Tests die marginale Schiatzung mittels Cox-Likelihood
und mittels U-Statistik asymptotisch iibereinstimmen.

In Kapitel 6 werden Simulationen zum Verhalten der Schitzer des margi-
nalen Modells fiir paarweise abhiéngige Uberlebensdaten beschrieben. Bei
der Schétzung mit der Cox’schen Likelihood ohne Beriicksichtigung der
Abhéngigkeit der Daten ist der Schétzer der Varianz des Regressionspara-
meters stark verzerrt. U-Statistiken sind empfindlich gegen Ausdiinnung der
Risikomenge. Ansonsten stimmen die Ergebnisse gut iiberein.

In Kapitel 7 werden die Schétzer des marginalen Modells auf die Daten aus
einer retrospektiven Kohortenstudie iiber den Einflul von Lage, Prothesenart
und Hygiene auf die Liegedauer von Teleskopkronen. Die Liegedauer der
Teleskopkronen im selben Patienten sind korreliert. Zur Modellvalidierung
wird die Methode der Schoenfeld-Residuen fiir abhéngige Daten adaptiert.

Eine weitere Zusammenfassung wird in (Quehenberger, 1997) gegeben.
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Kapitel 1

Stochastische Prozesse

Diese Einfithrung basiert auf Andersen, Borgan, Gill und Keiding (1993,
p. 59 ff). Ab nun wird unter 7 entweder das abgeschlossene Intervall [0, 7]
fiir eine positive reelle Zahl 7 oder das halboffene Intervall [0,7) fiir ein
positives 7 oder 7 = oo verstanden. Die konkrete Definition wird nur dann
angegeben, wenn die Giiltigkeit der Aussage davon abhéngt.

Unter einem stochastischen Prozefs X wird, falls nicht anders angegeben,
eine Familie von reellen Zufallsvariablen mit Indexmenge 7 verstanden. Fiir
ein Element von X sind die Schreibweisen X; und X (¢) iiblich, wéhrend
X (t,w) eine Realisation der Zufallsvariablen X (¢) : Q@ — R bezeichnet. Die
Abbildung X (-,w) : t — X(t,w) heifit Pfad des Prozesses X.

Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Filtrierung (F;) ist ein Sy-
stem von Teil-o-Algebren von F mit Indexmenge 7. Eine aufsteigende Fil-
trierung (F;), d.h. s <t — F, C F;, wird als Geschichte bezeichnet. Eine
Geschichte ist rechtsseitig stetig, wenn F, = () ., Fs, und wollstindig, wenn
sie die P-Nullmengen enthélt, d.h. wenn A C B € F und P(B) = 0, dann
A € Fy. Man sagt, eine Filtrierung erfiille die tiblichen Bedingungen, wenn
sie aufsteigend, rechtsseitig stetig und vollstindig ist.

Die Vollstédndigkeit kann bei leichter Umformulierung der Ergebnisse bei den
tiblichen Bedingungen weggelassen werden (Andersen et al. 1993).

Man sagt, ein stochastischer Prozel X ist an eine Filtrierung (F;) angepaft,
wenn X, fiir alle t € 7 F;-mefbar ist. Er ist cadlag', wenn die Pfade rechts-
seitig stetig sind und die linksseitigen Grenzwerte existieren, beziehungsweise
caglad, wenn die Pfade linksseitig stetig sind und die rechtsseitigen Grenzwer-

L Abkiirzung von ,,Continue & droite, limites & gauche*(frz.)
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2 KAPITEL 1. STOCHASTISCHE PROZESSE

te existieren. D(7), die Menge der cadlag Funktionen, wird als Skorochod-
Raum bezeichnet.

Ein stochastischer Prozefi X erzeugt eine Geschichte (F;) durch F; =
o {X,:s <t} die von den Zufallsvariablen von 0 bis ¢ erzeugte o-Algebra.
Ein Ergebnis von Courrége und Priouret (1965) besagt, daf§ reelle Sprung-
Prozesse, d.h. Prozesse, deren Pfade cadlag-Treppenfunktionen sind, rechts-
seitig stetige Geschichten erzeugen. Erweiterungen mit Nullmengen &dndern
die Aussage nicht, sodaf reelle Sprung-Prozesse die {iblichen Bedingungen
erfilllen. Mit F;_ wird die von X (s), 0 < s < t erzeugte o-Algebra bezeich-
net.

1.1 Stoppzeiten

Eine Stoppzeit T ist eine 7-Zufallsvariable mit {T' <t} € F; fiir alle t € 7.

Jede feste Zeit h ist eine Stoppzeit. Fiir einen cadlag, angepafiten Prozef3 ist
T=inf{teT:|X(t)]>c}

eine Stoppzeit. Zu einer Stoppzeit 7' kann man die o-Algebren F7 und Fp_
definieren, die von den Ereignissen erzeugt werden, die bis zum Zeitpunkt T’
(einschliefllich) beziehungsweise vor dem Zeitpunkt 7" eingetreten sind:

Fr={Aec FIAN{T <t} € F,Vt > 0}
Fr—o ={Ae FIAN{T <t} € ;, ¥Vt > 0}

Fr kann charakterisiert werden als diejenige o-Algebra, die von T und von
allen Zufallsvariablen X (T") erzeugt wird, wobei X ein beliebiger cadlag an-
gepafiter Prozef ist. Fiir die Charakterisierung von Fr_ hat man X (7") durch
X(T—) zu ersetzen.

Stoppzeiten und die noch zu definierenden Z#hlprozesse hingen eng zusam-
men. Der Einsprung-Zdihlprozef§ (siehe 1.5.1) wird folgendermafien definiert:
Sei die reelle Zufallsvariable T die Zeit des Eintretens eines zufilligen Ereig-
nisses. Der Indikator-Prozel (I(7T < t)) ist ein cadlag Proze}, der bis zur
Zeit T Null ist, dann auf 1 springt, und auf diesem Wert verharrt. Man
kann zeigen, daf§ der Prozel (I(T' < t)) an eine Filtrierung (F;), die die
iiblichen Bedingungen erfiillt, genau dann angepaf}t ist, wenn 7" eine Stopp-
zeit ist. Insbesondere ist (I(T < t)) an die Filtrierung (N;) angepaflt, die
durch N; = o {T A, I(T < t)} definiert ist?.

2Schreibweise: x A y bezeichnet das Minimum von x und y.
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Im allgemeinen ist X (7') keine Zufallsvariable, d.h. die Funktion ist nicht
mef3bar beziiglich Fr. X (T') ist nur im Fall P(¢ < oco) = 1 fast sicher definiert.
Fiir cadlagProzesse ist X (T') eine Fpr-mefbare Zufallsvariable.

Der gestoppte Prozef fiir eine Stoppzeit T ist definiert als X7 () = X (tAT).

Man sagt, eine Folge (7},) von Stoppzeiten ist lokalisierend, wenn sie monoton
wachsend ist und fiir alle t € 7 die Bedingung lim,, ., P(T},, > t) = 1 erfiillt.
Ein Prozel hat eine bestimmte Eigenschaft lokal, wenn eine lokalisierende
Folge (T;,) von Stoppzeiten existiert, sodal der ProzeB I(T),, > 0)X™" diese
Eigenschaft hat.

Ein Beispiel fiir eine solche lokale Eigenschaft ist folgende Definition: Ein
stochastischer Prozefl X ist lokal beschrdnkt, falls eine lokalisierende Folge
T, und Konstanten ¢, existieren, sodaf fiir jedes n gilt: sup,.;. |X(t)| < ¢,
f.s. auf {7,, > 0}. -

Eine dquivalente Formulierung ist: Ein Prozefl X ist lokal beschrinkt, wenn
eine nicht fallende Folge T,,;n = 1,2, ... von Stoppzeiten mit P(7,, > t) — 1
fiir n — oo und t € T existiert, sodal X7 beschrinkt ist auf {7, > 0}.

Jeder linksseitig stetige angepafite Prozea ist lokal beschrankt. Als lokalisie-
rende Folge von Stoppzeiten kann man hier 7,, = inf {¢ : X (¢) > n} wéhlen.
Nur die Pfade von I(7;, >)X™" sind beschréinkt. Wiirde in der Definition von
lokalisierenden Eigenschaften die Beschrinktheit von X7 gefordert, so w,ren
nur diejenigen linksseitig stetigen angepaaten Prozesse lokal beschréankt, de-
ren Anfangswert beschrankt ist.

In dieser Arbeit sind Integrale iiber stochastische Prozesse pfadweise Le-
besgue-Stieltjes-Integrale. Wir nehmen an, dafl Y ein Prozefl mit lokal be-
schriankter Variation ist, d.h. f[O,t] |dY'(s)| < oo fiir fast alle w € 2 und fiir
alle t € T. Weiters sei f[Oﬂ | X (s)]|dY (s)| < oo fiir fast alle w € Q und fiir
alle t € T. Dann ist [ X dY definiert als der stochastische Prozef

t— X (s)dY(s).
[0,¢]

Es sei vereinbart, dafl Y (0—) = 0, so daf fiir foo = X(0)Y(0) gilt. Bei Inte-
gralen beziiglich des Lebesgue-Mafies ist die integrierende Funktion f(x) = x.
Man schreibt vereinfachend [Xdr und [X fir ¢ — [5 X(s)ds. Zu
einem cadlag Prozeff X definiert man die linksseitig stetige Modifikation
X_(t) = X(t—) und den Sprungprozeff AX =X — X_.

Zwei Prozesse werden als wnunterscheidbar bezeichnet, wenn P(X(t) =
Y(t)VteT)=1.
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1.2 Martingale

Ein Martingal ist ein (cadlag) angepafiter Prozel M, der integrierbarist, d.h.
E(|M(t)]) < oo fiir alle teT
und die Martingalbedingung erfiillt:
E (M(t)|Fs) = M(s) fiir alle s<t (1.2.1)
M ist ein Submartingal, wenn
E (M(t)|Fs) > M(s) fiir alle s <t (1.2.2)

M ist ein Supermartingal, wenn —M ein Submartingal ist. Ein Martingal
heifit quadratisch integrierbar, wenn

squE (M(t)?) < oc. (1.2.3)

Ein quadratisch integrierbares Martingal kann fiir 7 ¢ 7" durch den punkt-
weisen Grenzwert, der fast sicher existiert, auf 7" fortgesetzt werden. Das
Resultat ist ein quadratisch integrierbares Martingal auf 7.

Ein Martingal auf 7 ist automatisch gleichmdflig integrierbar, in dem star-
ken Sinn, daf§ die Menge der M(T), wobei T eine beliebige Stoppzeit ist,
gleichméfig integrierbar ist:
lim sup E [|[M(T)|I(|]M(T)| > ¢)]=0 (1.2.4)
CcC— 00 T
Ein gleichmiBig integrierbares Martingal auf 7 erfiillt Doob’s optionalen

Stichprobenziechungssatz, d.h. in der Martingalbedingung (1.2.1) kénnen s <
t durch Stoppzeiten S < T ersetzt werden.

Die Integrierbarkeitsbedingungen, die Martingale oder quadratisch integrier-
bare Martingale erfiillen miissen, konnen durch Lokalisierung umgangen wer-
den; man arbeitet mit lokalen Martingalen und lokal quadratisch integrierba-
ren Martingalen, die mittels lokalisierender Folgen von Stoppzeiten definiert
werden.

Sei M ein lokales (quadratisch integrierbares) Martingal und T eine Stopp-
zeit. Dann ist der Prozed I(T > 0)M7 nicht notwendigerweise ein lokales
(quadratisch integrierbares) Martingal.

Ein vorhersagbarer ProzefS H ist in gewisser Weise das Gegenteil eines Mar-
tingales. Ein solcher Prozef ist als Funktion von (t,w) auf 7 x Q mefbar
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beziiglich der o-Algebra auf 7 x €2, die durch alle angepafiten Prozesse, de-
ren samtliche Pfade linksseitig stetig sind, erzeugt wird. Ein stochastischer
Prozefl H ist genau dann vorhersagbar, wenn H(T') fiir jede Stoppzeit T
Fr_-meBbar ist. Das heifit, dal der Wert eines solchen Prozesses bei t zur
Zeit t— festgelegt ist.

Linksseitig stetige angepafite Prozesse sind aufgrund der Definition vorher-
sagbar. Jede deterministische, mefibare Funktion ist vorhersagbar (dazu be-
achte man, dafl die linksseitig stetigen Treppenfunktionen auf 7 die Borel-
mengen auf 7 erzeugen). Daher gibt es auch rechtsseitig stetige Prozesse,
die vorhersagbar sind. Man kann zeigen, dafl vorhersagbare cadlag Prozesse
lokal beschrinkt sind, da man den Prozefl gerade dann stoppen kann, bevor
er einen bestimmten Wert {iberschreitet.

Ein ProzeB, der sowohl ein lokales Martingal als auch ein vorhersagbarer
Proze von endlicher Variation ist, ist konstant. Das ist der Grund, warum
nicht konstante Martingale mit stetigen Pfaden von unbeschriankter Variation
auf jedem Intervall sind. Ein Beispiel dafiir ist die Brown’sche Bewegung.

Die Doob-Meyer Zerlegung wird in ihrer urspriinglichen Form zunéchst auf
einer Klasse von Submartingalen angegeben und dann durch Lokalisierung
auf eine groflere Klasse von Prozessen erweitert:

Man sagt, ein cadlag Prozel X ist von der Klasse D, wenn die Familie
der Zufallsvariablen X (T'), wobei T eine beliebige Stoppzeit ist, gleichmdfSig
integrierbar ist.

Sei X ein Submartingal der Klasse D. Dann existiert ein cadlag, nichtfal-
lender und vorhersagbarer ProzeB X, soda M = X — X ein gleichmiBig
integrierbares Martingal ist mit M (O) = 0. Dariiberhinaus ist X integrier-
bar. Wenn 7 ¢ T gilt auch E(X(7)) < oo.

Diese Zerlegung ist notwendigerweise eindeutig, weil sonst X = X+ M=
X'+ M und X — X’ = M — M’. Das wire aber ein vorhersagbares Mar-
tingal von endlicher Variation, das bei zum Zeitpunkt Null den Wert Null
annnimmt. Daher ist es konstant 0 auf 7.

Durch Lokalisierung kann man auf die Integrierbarkeitsbedingungen verzich-
ten. Unter dem Kompensator eines cadlag angepafiten Prozesses X versteht
man einen vorhersagbaren und cadlag ProzeB X von endlicher Variation,
soda M = X — X ein lokales Martingal mit M (0) = 0 ist. Existiert ein
Kompensator dann ist er eindeutig. Mittels der Doob-Meyer-Zerlegung zeigt
man, dafl X genau dann einen Kompensator hat, wenn X als Differenz von
2 lokalen Submartingalen dargestellt werden kann.

Ein Prozefli mit Kompensator heiflt spezielles Semimartingal. Alle lokalen
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Sub- und Supermartingale haben Kompensatoren. Das sind insbesondere
nichtfallende nichtnegative lokal integrierbare cadlagProzesse, da sie trivia-
lerweise lokale Submartingale sind. Nach der Jensen’schen Ungleichung ist
das Quadrat eines quadratisch integrierbaren Martingals ein Submartingal.
Daher ist das Quadrat eines lokal quadratisch integrierbaren Martingals ein
Submartingal und besitzt einen nichtfallenden Kompensator. Das Produkt
M M’ von lokal quadratisch integrierbaren Martingalen kann als Differenz von
2 Quadraten von lokal quadratisch integrierbaren Martingalen angeschrieben
werden [MM' = 1/4(M + M')*—1/4(M — M’)?] und hat einen Kompensator
von endlicher Variation.

1.3 Vorhersagbare und optionale Variation

Fiir lokal quadratisch integrierbare Martingale M und M’ ist M? ein lokales
Submartingal und M M’ die Differenz von zwei lokalen Submartingalen (siche
1.2). Die Kompensatoren dieser Prozesse sind die vorhersagbare Variation
(M) = (M, M) und die vorhersagbare Kovariation (M, M') *. Prozesse mit
(M, M’y = 0 werden als orthogonal bezeichnet. Die vorhersagbare Variation
(M) (t) kann als Grenzwert in Wahrscheinlichkeit des Netzes der endlichen
Tupel E = (t1,... ,t,) der Bauart 0 = ¢4 < ... < t,, = t, deren Feinheit ge-
gen 0 geht, von ), Var (M(t;) — M(t;—1)|F:,_,) charakterisiert werden. Die
optionale Variation [M] erhélt man als Grenzwert in der Wahrscheinlichkeit,
wenn man den bedingten Erwartungswert wegliafit, d.h. als Grenzwert von
S p(M(t;) — M(t;—1))*. Analog ist die optionale Kovariation [M, M'] defi-
niert*. Wenn M und M’ stetig sind, dann fallen vorhersagbare und optionale
Variation zusammen. Fiir lokale Martingale mit endlicher Variation gibt es
die explizite Darstellung

M) = S AM(s)? = M(1)* -2 /0 M(s—) dM(s)

s€[0,t]

(M, M'](t) = Y AM(s)AM(s)

s€[0,t]

= M()M'(t) — /0 M(s—)dM'(s) — /0 M'(s—) dM(s).

In Sirjaev (1988) findet man dafiir die Bezeichnung quadratische und gemeinsame
Charakteristik der quadratisch integrierbaren Martingale

4In Sirjaev (1988) findet man dafiir die Bezeichnungen quadratische und gemeinsame
Variation der quadratisch integrierbaren Martingale



1.4. STOCHASTISCHE INTEGRATION 7

Der Prozefl [M] ist nichtfallend, cadlag und M? — [M] ist ein lokales Martin-
gal. Wenn [M, M’] sogar lokal integrierbar ist, dann ist das lokale Martingal
M und M’ quadratisch integrierbar und (M, M’) ist der Kompensator von
[M, M']. Wenn daher M und M’ lokal quadratisch integrierbare Martingale
von endlicher Variation ohne gemeinsame Spriinge sind, also AMAM' = 0,
dann ist [M, M'] = 0 und daher auch (M, M’) = 0, d.h. M und M’ sind
orthogonal und M M’ ist ein lokales Martingal.

Mittels der optionalen und quadratischen Variation eines Martingals kann
iiberpriift werden, ob ein quadratisch integrierbares Martingal durch eine
Stoppzeit T lokalisiert wird. Wenn das lokale Martingal 0 ist zur Zeit 0, dann
kann die Bedingung I(T > 0) weggelassen werden. Fiir ein lokal integrierba-
res Martingal M und eine Stoppzeit T ist M7 genau dann ein quadratisch
integrierbares Martingal, wenn

E (M) (T) <
und genau dann, wenn

E [M](T) < co.

1.4 Stochastische Integration

Satz 1.4.1. Sei M ein lokal quadratisch integrierbares Martingal von endli-
cher Variation, H ein vorhersagbarer Prozefl und [ H?*d[M)] lokal integrier-
bar oder [ H*d (M) ist lokal endlich (das ist stets erfillt, wenn H lokal
beschrankt ist).

Dann ist [ HdM ein lokal quadratisch integrierbares Martingal und

ra] - e
</HdM> = /H2d<M). (1.4.1)

Hinreichend fiir lokale Beschréanktheit von H sind Linksstetigkeit oder
Rechtsstetigkeit. Eine dhnliche Formel gilt fiir die vorhersagbare Variation
matrixwertiger Prozesse:

</HdM,/KdM’> :/Hd<M,M’) KT

{/HdM,/KdM’] = /Hd (M, M KT (1.4.2)
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1.5 Zihlprozesse

Ein multivariater Zahlproze N = (Ny,...,N,) ist ein Vektor von ange-
pafiten cadlag Prozessen mit N;(0) = 0 und mit stiickweise konstanten,
nichtfallenden Pfaden mit Sprunghchen +1. Zwei Prozesse springen je-
weils mit Wahrscheinlichkeit 0 zugleich. N;(t) sei fast sicher endlich fiir
1 =1 =1,...,n und fir alle t € 7. Wenn 7 ¢ 7, dann soll auch
N;i(1) = limy, N;(t) = oo zuléssig sein.

Ein Zahlprozel N ist ein rechtsseitig stetiger Sprungprozefl, weshalb die von
N erzeugte Filtrierung rechtsseitig stetig ist, sodafl N eine Geschichte er-
zeugt.

Da die Komponenten von N niemals gleichzeitig springen, ist auch N. =
> N; ein ZahlprozeB. Zéhlprozesse sind lokale Submartingale, da sie an-
gepafSt, cadlag, nichtfallend und lokal beschrdankt sind (fiir eine lokalisierende
Folge T,, von Stoppzeiten, die den Spriingen von N. zugeordnet sind, sodaf
N(T,) = nund 0 < N/» < n, siche Andersen et al. (1993, p73)). Daher
haben sie aufgrund der Doob-Meyer-Zerlegung eindeutig bestimmte Kompen-
satoren A;, die zu einem Vektor A zusammengefafit werden konnen. A;(-) ist
ein vorhersagbarer Prozefl mit A;(0) = 0 und der charakterisierenden Eigen-
schaft, dal M; = N; — A; ein lokales Martingal ist. Die Sprunghdhen von AA;
sind durch 1 beschrinkt. Fiir den Kompensator A. von N. gilt A. = >"" A,
Wenn A absolut stetig ist, dann existiert ein Intensitdtsprozef§ A; mit

Ai(t) = /Ot Ai(u) du. (1.5.1)

In Hinblick auf die Anwendungen ist es sinnvoll, die Vorhersagbarkeit des
Intensitétsprozesses zu fordern. Der Intensitdtsprozel ist im Allgemeinen
nicht eindeutig. Wenn ein caglad Intensitédtsprozef existiert, dann ist er
eindeutig.

Da N. durch die oben definierte lokalisierende Folge T), lokal beschrankt ist
und A. als vorhersagbarer cadlag Prozef§ lokal beschréankt ist, ist M; durch die
Folge T, ein lokal quadratisch integrierbares Martingal mit lokal beschrankter
Variation. Es gilt
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Wenn A stetig ist, dann folgt daraus

(M;) = A
(M;, My) =0 fir ¢ #£7 (1.5.3)
Die Martingale aus Zerlegungen von Ziéhlprozessen mit stetigen Kompensa-
toren, insbesondere diejenigen, fiir die ein Intensitidtsproze existiert, sind
orthogonal.

Sei N ein n-variater Zahlprozef mit Intensitdt A, Kompensator A = [\
und Doob-Meyer-Zerlegung N = M + A. Sei H ein ¢ x p-Matrix von lo-
kal beschrénkten vorhersagbaren Prozessen. Sei [ H dM der ¢-Vektor der
zeilenweisen Summen der Integrale iiber die Komponenten von H beziiglich
der Komponenten von M. Das Ergebnis ist ein Vektor von lokal quadratisch

integrierbaren Martingalen von endlicher Variation. Es gilt aufgrund von
(1.4.2)

(M) = diag / A

</HdM> = /Hdiag)\ H' (1.5.4)

1.5.1 Der Einsprung-Zihlprozef

Ein wichtiges Beispiel eines Z#hlprozesses ist der Finsprung-Prozefs. Sei T
eine nicht-negative Zufallsvariable mit absolut stetiger Verteilungsfunktion
F, Uberlebensfunktion S = 1 — F, Dichte f und Hasard-Rate a = f/S. Sei
7r die Obergrenze des Triagers von S. Sei 7 = oo und 7 = [0, oo}, auch wenn
Tr < 00. Trotz [ a(t)dt = oo gilt dann fiir ¢ < 77

/Otoz(u) du = —log(1 — F(#)) < oo.

Proposition 1.5.1. Sei ein univariater Zihlprozefs definiert durch
N(t)=1(T <t).

Sei (Ny) die durch N erzeugte Filtrierung und sei der linksseitig stetige, vor-
hersagbare Prozef8'Y definiert durch

Y(t) = I(T > t).
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Dann ist der Kompensator von N gegeben durch

Beweis. Zunichst stellt man fest, daBl A vorhersagbar ist (stetig und ange-
pafit). Daher muBl nur gezeigt werden, dal M = N — A ein lokales Martingal
ist.

Es geniigt, wenn man
E (M(c0)IN;) = M(t)
zeigt. Dann gilt ndmlich fiir s < ¢

E (M(t)IN)

(E (M(c0)| V) ING)
(M (20)|N5)
(s).

Sei nun zunéchst ¢t = 0. Da N trivial ist, muf gezeigt werden, dal EM (c0) =
0. N(oo) =1 und

E
E
M

EM@%:E/WYwﬂﬂ&
:/WpazﬂMﬂ&

Amaoggazlmﬂoa:L

Wenn man den Erwartungswert beziiglich N; = o (T At,I(T < t)) berech-
net, kann man 2 Félle unterscheiden, dafl T' = s < t ist fiir ein s < ¢, und
daB T > t ist. Im ersten Fall ist M (co) = M(t) = M(s) und die Behauptung
gilt. Im zweiten Fall ist M(oco) — M(t) = [[" I(T > s)a(s) ds und man muf
zeigen, dafl der Erwartungswert des Integrals, gegeben T' > ¢, null ist. Aber
gegeben T' > t hat T die Hasardrate ol ;). Das ist aber der analoge Fall
zu t = 0, nur die Hasardrate ist eine andere. O

Dieser Beweis stammt aus (Andersen et al. 1993, p. 76 f). Einen langeren
Beweis findet man in (Fleming und Harrington 1991, p. 27 ff).
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Wenn 7T keine Dichte hat, kann die kumulative Hasardfunktion A(t) =
fot(l — F(s—)) ' dF(s) definiert werden. Der Kompensator von N ist dann
der ProzeB A = [Y dA, wobei YV definiert ist wie oben. Der obige Beweis
kann beinahe unveréndert iibernommen werden. N besitzt daher einen In-
tensitatsprozefl genau dann, wenn die Verteilung von T eine Dichte besitzt.

Wenn zur Zeit des Sprunges 1" weitere Information iiber den Typ des Ereignis-
ses in Form einer Marke J, einer Zufallsvariablen mit Werten aus {1, ... ,k},
verfiighar ist, dann kann N als k-variater Zahlprozefl modelliert werden durch
Nu(t) = (T <t,J =h), t €[0,00), h € {1,...,k}. Die Filtrierung sei
selbsterzeugt durch Ny = o {T A t, (T <t),J - I(T <t)}. Angenommen die
Uberlebensfunktion von T ist S und die gemeinsame Dichte von (T}, .J) ist
fn(t) beziiglich Lebesgue-Mafl mal Z&hlmaB. Sei oy, = fi,/S. Dann hat Nj,
den Kompensator A, = [ Yyap, wobei Y (t) = I(T > t). Dieses Ergebnis
wird durch die Jacod’sche Formel (1.9.1) verallgemeinert.

1.5.2 Markierte Punkt-Prozesse

Unter Umsténden gibt es mehr als eine endliche Anzahl von Typen von Er-
eignissen. Trotzdem gibt es in endlicher Zeit nur endlich viele Ereignisse. Die
Ereignisse konnen sogar aus einem Kontinuum stammen, beispielsweise ein
MeBwert, der bei einem bestimmten Ereignis gemessen wird. Statt des Typs
eines FEreignisses ordnet man diesem eine Borel-Menge zu. Der Zahlprozefl
entspricht dann einem Z&hlmafl auf der Punktmenge von Paaren aus Sprung-
zeit und Sprungmarke (77, J;), (T3, J2) etc. N und A werden dann zu Maflen
p und v auf dem Produktraum aus Zeit und Typ (beziehungsweise Marke).

Es folgt eine formalere Definition: Sei (F,E) ein MeBraum von Marken. Bei
einem gewohnlichen Zéhlprozef ist £ = {1,... ,k} und £ die Potenzmenge.
N ist ein markierter Punkt-ProzefS beziiglich einer Filtrierung und einem
Raum von Marken, wenn N ein (zufilliges) ZahlmaB auf dem Produktraum
(T x E,B(7T) ® &) ist, wobei B eine Borel-o-Algebra bezeichnet und N fiir
jedes A € £ die Bedingung erfiillt, daf

Na(t) = N([0,4] x 4)
ein Zahlprozef ist.

Fiir disjunkte Mengen Ay, ..., A aus € ist der ProzeB (Ny,, ..., Ny, ) ist ein
gewohnlicher (multivariater) Zahlproze und hat daher einen Kompensator
(A4, ..., A4, ). Diese Kompensatoren konnen analog zu N als vorhersagba-

res Maf auf (T x E,B(7T) ® £) gewonnen werden:
Aalt) = A0, ] x A)
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Wenn (T,,, J,,) Punkte auf dem markierten Punkt-Prozel sind, dann ist T,
eine Stoppzeit und J, ist Fp,-meBbar mit Werten in (E,€) firn =1,2,....

1.5.3 Der Erneuerungssatz

Seien N ein Z#hlprozeB, der an zwei Filtrierungen (F;) und (G;) mit F; C G;
fiir alle ¢ angepaflt ist. Man sagt, die Filtrierungen sind geschachtelt. Der In-
tensitéitsprozef beziiglich der groferen Filtrierung (G;) sei A. Im allgemeinen
wird die Intensitdt beziiglich der kleineren Filtrierung (F;) von A verschieden
sein. Nach dem Erneuerungssatz gibt es einen (JF;)-vorhersagbaren Prozefl
:\, sodaf fiir alle ¢

AMt) = E (A0)|F), (1.5.5)

wobei A der (F;)-Intensitétsproze von N ist.

1.5.4 Produkte von Zihlprozessen

Produktkonstruktionen benétigt man, um unabhéngige Komponenten zu-
sammenzufassen. Seien zwei gefilterte Wahrscheinlichkeitsrdume gegeben

durch (Q(i), FO, (ft(i),t eT), P(i)>, i = 1,2. Auf diesen Réumen sind jeweils
multivariate Zahlprozesse N mit IntensititsprozeB A®) gegeben. Dann kann

auf natiirliche Weise das Produkt der filtrierten Wahrscheinlichkeitsraume
angegeben werden als

0 =00 x Q(Q)’ F=FW ® f(2)7
F = -,Ft(l) ® ‘}ttm)v p=p ® P

Eine hinreichende Bedingung dafiir, da§ (F;) rechts-stetig ist, ist ft(i) =
Fél) Vo {NW(s):s <t} Dann ist ndmlich

Fo=FP @ FP Vo {NO(s), N (s): s <t}

offensichtlich rechtsseitig stetig. Die komponentenweisen Prozesse )\g) sind
als Prozesse auf 2 mit der Wahrscheinlichkeit P vorhersagbar beziiglich (F3)
und die Prozesse V. ,gi) —f )\g) sind lokale Martingale. Daher &ndern sich auch
die Intensitétsprozesse der N@ auf dem Produktraum nicht. Aufgrund der
Stetigkeit der Kompensatoren hat (N, N®) fast sicher keine gemeinsamen
Spriinge und ist daher ein multivariater Zahlprozes.
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Auch fiir bedingt unabhingige Komponenten ist eine Produktkonstruktion
moglich. In diesem Fall ist auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) der

ZéhlprozeB N(t) = (NW(t), N®(t)) definiert. Die Filtrierungen }"t(l) und
.7-;<2) sollen bedingt unabhingig sein beziiglich einer o-Algebra A C F (Die
o-Algebra F ist die von der Vereinigung der F; erzeugte o-Algebra). Das
soll bedeuten, daf fiir alle A € ]-"t(l), B € .E(Q), C e Amit P(C) > 0 gilt:

P(AN B|C) = P(A|C)P(B|C)

Diese Konstruktion wird oft angewendet, wenn F\” = o {NO(s):s <t} ist
und die o-Algebra A die Ereignisse modelliert, die ,,zur Zeit 0“ eintreten.

Weiters seien die Kompensatoren von N und N® beziiglich (.7-"5”) bezie-
hungsweise (ft(2)) gegeben durch A und A®. Nun definiert man

ft:A\/JTt(l)\/ﬂ@)

Wenn die Féi) trivial sind, dann ist 7y = A. Man kann leicht direkt
iiberpriifen, dafl jedes (A Vv ft(1)>—Martingal auch ein F;-Martingal ist. Auf
diesen Schritt kommt es an, wenn man zeigen will, daf§ der (F;)-Kompensator
von N genau aus den (A v Ft(i)>—Kompensatoren von N®(t) besteht.

1.5.5 Starten, Stoppen und Filtern

Der gestoppte Prozefl wurde auf Seite 3 eingefiihrt. Der gestoppte Zahlprozef3
hat eine Darstellung mittels stochastischer Integration: Sei N ein multiva-
riater Ziahlproze mit Kompensator A beziiglich (F;) und sei M = N — A.
Sei T' eine Stoppzeit von (F;). Die Indikatorfunktion I(t < T) ist links-
seitig stetig und lokal beschrinkt. Es gilt NT = [I(¢t < T)dN(¢) und
AT = [I(T < t)dA(t). Wegen MT = [I(T < ¢)dM(¢) ist M wiederum
ein lokales Martingal. N7 ist wiederum ein multivariater ZihlprozeB. Da
das Integral eines vorhersagbaren Prozesses mit einem anderen vorhersagba-
ren Prozefl wiederum vorhersagbar ist, ist AT ein vorhersagbarer Proze8, der
wegen der Eindeutigkeit des Kompensators der Kompensator von N7 ist.
Wenn A eine Intensitdt A hat, dann ist A\(¢)I(t < T') der Intensitdtsprozes
von NT.

Nun kann man fortfahren, indem man die Filtrierung reduziert von (F;) zu
(Fiar). Da sowohl NT als auch AT an diese kleinere Filtrierung angepafit
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sind, bleibt A\(¢)I(T < t) der Intensitétsprozel von N7 beziiglich dieser Fil-
trierung (Erneuerungssatz 1.5.3).

Die Verallgemeinerung dieser Konstruktion ist die Filterung eines Zahlpro-
zesses: Sei C' ein vorhersagbarer reellwertiger ProzeB, der nur die Werte 0
und 1 annimmt. Sei N = [ C'dN. Dann ist N ein ZéhlprozeB mit Intensitét
AC.

Sei N ein multivariater Zahlprozel auf einem Raum (€2, F,P) mit Kompen-
sator A und Intensitdt A\ beziiglich einer Filtrierung (F;). Beim Starten eines
Zahlprozesses beziiglich einer (F;)-Stoppzeit V' soll sich die Intensitét nicht
verdndern. Der bei V' gestartete Prozef ist definiert durch

vIN(t) = N(t)— N{EAV).
Er wird auch als der bei V' links-gestutzter Zahlprozef3 bezeichnet.

Proposition 1.5.2. Sei A € Fy mit P(A) > 0. Der links-gestutzte
Zihlprozef$ v N hat Intensitdt

viOA=A)I(V <t < o0),
beziiglich der Filtrierung vF;, definiert durch
vFi=FV Fv,
und der bedingten Wahrscheinlichkeit P2, definiert durch
PAF) =P(FNA)/P(A), FecF.

1.5.6 Stochastische Transformation der Zeit

Sei N ein univariater Zahlprozefl mit stetigem Kompensator A mit A(7) = oo
fast sicher. Sei A~! die rechtsseitig stetige inverse Funktion auf [0, c0). Dann
definiert man den zeittransformierten Zahlproze3 durch

N=NoA™ (1.5.6)

N hat Intensitit 1 auf [0,00) und stimmt somit in Verteilung mit dem
Poisson-Prozef iiberein.

Wenn die Bedingung A(7) = oo nicht fast sicher erfiillt ist, kann an N ab A(7)
noch ein unabhéngiger Poisson-Prozefl mit Intensitdt 1 angehéngt werden.
N kann dann als Poisson-Proze interpretiert werden, der zur zufilligen Zeit
A(7) gestoppt wurde. A(7) ist eine Stoppzeit beziiglich der transformierten
Filtrierung (}" Afl(u))ueRg. Eine offensichtliche Folgerung dieser Konstruktion

1st:
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Folgerung 1.5.3. Sei N ein Zdhlprozef auf T mit absolut stetigem und be-
schranktem Kompensator. Dann existiert E N(7)* fir s > 1.

Beweis. Sei Ly mit A(T) < Ly eine obere Schranke von A(7).

Sei N(s) = N o A™(s) fir s < A(r). AuBerhalb dieses Bereiches ist N
durch einen unabhéngigen Poisson-Prozef gegeben. Dann ist N in Verteilung
aquivalent zu einem Poisson-Prozefd mit Intensitat 1.

N(Ly) ist Poisson-verteilt mit Parameter L. Folglich existiert [E N(Lg)? fiir
s > 1. Da N(7) meBbar ist und wegen N(7) = N(A™(7) < N(L) existiert
auch E N(7)° fiir s > 1. O

1.6 Schwache Konvergenz

Siehe Pollard (1984). Der Skorochod-Raum D(7) (das sind die cadlag
Funktionen), ausgestattet mit der Metrik der gleichméfigen Konvergenz auf
kompakten Mengen, ist nicht separabel. Das war ein Argument fiir die
Einfiihrung der Skorochod-Metrik, die eine schwéchere Topologie auf D(7)
erzeugt, so dal D(7) separabel ist. Schwache Konvergenz ist die Verallge-
meinerung der Konvergenz in Verteilung von R auf metrische Rdume. Deren
Definition ist von der Metrik abhéngig. In diesem Abschnitt werden wichtige
Resultate iiber schwache Konvergenz behandelt.

Eine £/ A-mefibare Abbildung X von einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,&,P) in eine Menge X mit o-Algebra A wird als Zufallselement bezeich-
net. Wenn X" ein metrischer Raum ist, dann soll C(X, A) fiir eine o-Algebra
A C B(X) die Menge der beschriankten, stetigen A/B(R)-meBbaren Ab-
bildungen bezeichnen.” Man definiert: Eine Folge X,, in X konvergiert in
Verteilung gegen X, wenn E f(X,,) — E f(X) fiir jedes f € C(X,.A). Man
schreibt X, 2 x.

In der benotigten Anwendung ist X = D(7 ), ausgestattet mit der Metrik der
gleichméfigen Konvergenz auf kompakten Mengen. A wird durch die Menge
der abgeschlossenen Kugeln

(X € D(T): d(X,Xo) < 5} = B(Xo,0)

SFiir einen metrischen Raum Y bezeichnet B()) die o-Algebra der Borelmengen auf
Y, d.h. die durch die offenen Mengen auf ) erzeugte o-Algebra.
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erzeugt und ist echt kleiner als die Borelmengen B(D(7)). Die durch die
Projektionen m; : X — X (t) induzierte o-Algebra P auf D(7) stimmt mit
der durch die §-Kugeln erzeugten o-Algebra iiberein. °

Ein Punkt X von X heifit vollstindig regulir beziiglich der Metrik d und
der o-Algebra A, wenn es zu jeder Umgebung V von X eine A-meflbare
gleichméfig stetige Funktion g gibt mit g(X) =1 und g < Iy.

Die Funktionen in D(7) sind vollstindig reguldr beziiglich der von den
Projektionen erzeugten o-Algebra. Fiir ein 6 > 0 und V' = B(X,,d) hat
g(y) =[1 — 6 'd(z,y)]" diese Eigenschaft.

Lemma 1.6.1. Sei h eine beschrinkte, A-mefbare reell-wertige Funktion
auf X. Wenn h an jedem Punkt einer separablen A-mefbaren Menge C

von vollstindig requldren Punkten stetig ist, dann folgt aus X, L, X und
P(X € C)=1, daff Eh(X,) — Eh(X).

Wenn E f(X,) — E f(X) fiir jede beschriankte, gleichméfig stetige, A-
mefibare Funktion f und X fast sicher in einer separablen Menge von

vollstandig reguldren Punkten liegt, dann X, 2 x.

Folgerung 1.6.2. Sei X' ein metrischer Raum mit Metrik d und o-Algebra
A und Y eine metrischer Raum mit Metrik e und o-Algebra B. Sei X ® Y
ausgestattet mit o-Algebra A ® B und Metrik

sl(z,y), (', )] = max{d(z, 2'), e(y, )]

5Das ist Gegenstand von (Pollard 1984, Problem IV.4). Sei By die durch die abgeschlos-
senen Kugeln B(z, ) erzeugte o-Algebra auf D(7). Sei P die durch die Projektionen
von D(7T) auf R induzierte o-Algebra auf D(7). Zur Vereinfachung des Beweises wird
angenommen, dafl 7 kompakt ist. Dann ist die Metrik d. durch die Supremumsnorm
gegeben. Eine Verallgemeinerung auf nicht kompaktes 7 ist moglich.

1. Fir P C By ist zu zeigen, daf} jede Projektion m; By/B-mefibar ist. Dafiir geniigt,
daB 7, '((a,00)) € By. Es ist aber m; '((a,00)) = Ui, B(xn,n) mit 2, (t) =
(n4+n"") 1 41n-1)+a. Das gilt, weil fiir ein 2 € D(T )mit x(t) > a ein ng existiert,
sodaf wegen der Rechts-Stetigkeit z ([t,t +n71)) C (a+ng',a+2no +ny ') und
de (,20,) < ng. Daher ist € B(zn,,n0)-

2. Umgekehrt ist jedes B(z,r) in P, denn B(x,7) = (V,cqnr {2 1 Mz —mz| <1} =
By. Zum Beweis dieser Behauptung bemerkt man, daf§ die Bedingung |m:z — m:2| <
r auf rationalen Zahlen fiir jedes z € B(x,r) erfiillt ist. Angenommen es gibt ein
z € By, sodaB |z(s) —x(s)| > r fur ein s € T\Q. Dann gibt es ein § > 0, sodafl
SUPg<y_s<s |2(w) —2(u)] > r. Das Intervall [s,s+ 4] enthélt jedoch mindestens
eine rationale Zahl, was in Widerspruch zur Konstruktion von By steht. O
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Sei X, L X in X. Wenn X fast sicher in einer separablen Menge von
vollstiandig reguldren Punkten liegt und Y, RN Yo in Y fiir einen vollstindig
requldren Punkt yo, dann (X,,Y,) 2, (X,y0) tm Produktraum X ®@ Y.

Satz 1.6.3. (Satz von der stetigen Abbildung) Sei H eine A/ A -mefbare
Abbildung von X in einen metrischen Raum X'. Wenn H stetig ist auf einer
separablen, A-meflbaren Menge C' von vollstindig requliren Punkten, dann

folgt aus X, 2 XundXeC fast sicher, daf§ HX, NP

Bemerkung: Das in Lehrbiichern oft zitierte Lemma von Slutsky ist die An-
wendung von Folgerung 1.6.2 und Satz 1.6.3 auf die stetigen Funktionen
Multiplikation, Addition und Division.

Satz 1.6.4. (Darstellungssatz) Sei {P,} eine Folge von Wahrscheinlich-
keitsmafen auf einem metrischen Raum. Wenn P, schwach gegen P kon-
vergiert und P gleich 0 ist auflerhalb einer separablen Menge von requldren
Punkten, dann existieren Zufallselemente { X,,} und X mit Verteilungen { P, }
und P, sodafl X,, fast sicher gegen X konvergiert.

C(7T), der Raum der stetigen Funktionen auf 7, ist ein separabler, abge-
schlossener, mefibarer Teilraum von D(7). Auf C(7) stimmt die Borel-o-
Algebra mit der durch die Projektionen induzierten o-Algebra iiberein.

1.6.1 Straffheit

In der Analysis ist Kompaktheit ein wertvolles Hilfsmittel, um Konvergenz-
kriterien zu erhalten. Fiir schwache Konvergenz wird der verwandte Begriff
der Straffheit verwendet. Die folgende Definition stammt von Pollard (1984,

p. 81)

Definition 1.6.5. Sei £ ein metrischer Raum. Sei A eine Teil-o-Algebra
der Borel-o-Algebra B(E). Ein Wahrscheinlichkeitsmaff P ist straff, wenn
fur jedes € > 0 eine kompakte Menge K. von vollstindig reguldren Punkten
ezistiert, sodafy P(K.) > 1 —e.

FEine Folge (P,) von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (X, A) ist gleichméBig
straff, wenn fiir jedes e > 0 eine kompakte Menge K. von vollstindig requldiren
Punkten ezistiert, so dafi liminf P,(G) > 1 — € fir jede A-mef$bare offene
Menge G, die K. enthdlt.

Fin Zufallselement X von (X, .A) ist straff, wenn das induzierte Majf$ Py,
definiert durch Px(A) = P(X € A) fir A € A, straff ist. Eine Folge (X,)
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von Zufallselementen von (X, A) ist gleichméBig straff, wenn die induzierten
Wahrscheinlichkeitsmafe, die durch P,(A) = P(X,, € A) fir A € A definiert
sind, gleichmdfig straff sind.

Man kann zeigen, dafl jede kompakte Teilmenge von vollstindig reguliren
Punkten ein abzéhlbarer Durchschnitt von offenen, A-mefibaren Mengen ist.
Daher wird der erste Teil der Definition, die A-Mefibarkeit von K., nicht
bendtigt.

Folgerung 1.6.6. Sei £ ein metrischer Raum. Sei A eine Teil-o-Algebra
der Borel-o-Algebra B(E).

Sei X € X straff und P(X € C) = 1 fir eine separable Menge C von
vollstindig requldren Punkten. Sei (X,,) eine Folge in X, die schwach gegen
ein straffes Zufallselement X konvergiert. Dann ist (X,,) gleichmdfig straff.

Beweis. Sei € > 0 beliebig gewéahlt. Dann gibt es eine kompakte Menge K.
von vollstédndig reguldren Punkten, so dal P(X € K.) > 1 —e. Sei G eine
offene Menge, die K, enthélt.

Wegen Satz 1.6.4 gibt es eine Folge (Xn) von Zufallselementen, die die sel-

ben Wahrscheinlichkeiten wie (X,,) induzieren, und die fast sicher gegen X
konvergieren. Wenn X (w) € G, dann ist fiir geniigend grofies n X,,(w) € G,
das heifit

lim inf 7 {Xn = G} >T{XeG) fast sicher

Aufgrund des Lemmas von Fatou gilt
liminf P,(G) =liminf P(X,, € G)
>P(liminf {X,, € G})

>P(X € Q)
=P(G)
O
1.6.2 Empirische Prozesse
Sei X1, ..., X, eine Dreieckschema von zeilenweise unabhéngigen Zufalls-
variablen mit Verteilungsfunktionen F,... , F,,. Die empirische Vertei-

lungsfunktion ist

1
=1
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Die muttlere Verteilungsfunktion ist
_ 1<
F,(x)=— Fri fii R. 1.6.2
() n; (x) firze (1.6.2)
Der empirische Prozefs ist definiert durch

E,(z) = n~'/? ilﬁ‘n(aj) — F,(x) fir z € R. (1.6.3)

Die folgende Verallgemeinerung des starken Gesetzes der grofien Zahl fiir
unabhéngige und gleichverteilte Zufallsvariable von Glivenko-Cantelli findet
man in (Shorack und Wellner 1986, p. 106):

Satz 1.6.7. Die empirische Verteilungsfunktion konvergiert fast sicher gegen
die mittlere Verteilungsfunktion mit einer Geschwindigkeit, die nicht von den
Verteilungsfunktionen abhdngt.

Der folgende Satz ist ein Spezialfall von (Shorack und Wellner 1986, p. 109):

Satz 1.6.8. Se: X,1,....,X,, eine Dreieckschema wvon zeilenweise un-
abhdngigen Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen F,i, ..., F,, auf
[0,1]. Sei

limsup max F, (E) - F, (E) — 0 fiir m — oo. (1.6.4)

n—oo 1<k<m m m

Dann st E,, schwach kompakt auf dem Skorohod-Raum mit der Metrik der
gleichmdaj$igen Konvergenz.

E, > E einen Prozefs E (1.6.5)
im selben Raum genau dann, wenn eine Funktion K(s,t) existiert, so dafs
K,(s,t) = Cov (E,(s),E,(t)) — K(s,t) (1.6.6)

firn — oo und 0 < s,t < 1. In diesem Full sind die endlichdimensionalen
Projektionen von E normalverteilt mit Kovarianzfunktion K und die Pfade
von E sind fast sicher stetig.

Das Ergebnis von Satz 1.6.8 kann durch gewisse Transformationen auf andere
Bereiche als [0, 1] erweitert werden. Dazu definiert man die rechtsseitig stetige
inverse Verteilungsfunktion durch

FZ'(t) = sup, {F(x) < t}. (1.6.7)
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Diese Funktion hat die Eigenschaft, daf3

FloF(z)= inf {y:F(y)=F(z)} (1.6.8)

yE[—OO,I]
(Shorack und Wellner 1986, p. 8) wieder eine Verteilungsfunktion ist.

Satz 1.6.9. Sei E,, der zu den zum Dreieckschema X, ..., X,, von zei-
lenweise unabhdngigen Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F,q, ... , Fu,
gehorige empirische Prozefs. Sei ' eine Verteilungsfunktion, die nur in den-
jenigen Abschnitten nicht monoton ist, in denen auch alle F,; nicht monoton
sind. Seien Zufallsvariable &1, ... , & mit Verteilungsfunktionen F; o F;l
und empirischem Prozefs U,, gegeben.

Wenn der empirische ProzefS U,, in Verteilung gegen den Prozefs U konver-
giert, dann konvergiert E,, gegen Uo F'.

Beweis. H(x) = = o F ist fir « € DI[0,1] eine meBbare Ab-
bildung nach D[—o00,00] (Die o-Algebren werden jeweils durch die
Koordinatenprojektionen erzeugt.). Dariiberhinaus ist diese Abbil-

dung stetig beziiglich gleichméBiger Konvergenz, denn |H(z)— H(y)| =
sup, |z(F(r)) —y(F(r))] < |r —y|. Nach dem Satz von der stetigen Ab-
bildung 1.6.3 konvergiert daher H(U,,) in Verteilung gegen H(U).

Es gilt fiir jeden Index in:
P, 0 F <)
=P (& < F(x))
=F, 0 F.'o F(z)
=F, (yeinf {y: F(y) = F(x)})

[700’1‘]

=F,(z)
Daher hat &;, o F' die selben Wahrscheinlichkeiten wie Xj,.

Die Verteilung von H(U,,) stimmt daher mit der Verteilung von E, iiberein.
Da die Verteilungen der endlichdimensionalen Projektionen von E,, mit denen
von H(U,) tibereinstimmen, konvergiert E, gegen H(U) =Uo F. O

In den Anwendungen treten oft Familien von Verteilungsfunktionen auf,
durch zufillige Parameter erzeugt werden. In solchen Féllen liefert der fol-
gende Satz von Daffer und Taylor (1979) ein Kriterium fiir (1.6.4):

Satz 1.6.10. Sei (X,,) eine Folge von unabhingigen Zufallselementen von
D([0,1]) mit
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1. X, ist fast sicher monoton wachsend fiir alle n;
2. Zzozl%<oofd'r’em1§r§2;

n’

3. EX, = EX; fir alle n.

Dann ist

n_lzn:Xi— E X;

i=1

lim =0 fast sicher.

n—oo

[e.o]

1.7 Grenzwertsitze und Ungleichungen

1.7.1 Der zentrale Grenzwertsatz

Satz 1.7.1. Sei (X,,) eine Folge von unabhdngigen p-dimensionalen Zufalls-
variablen mit Verteilungsfunktionen F,(x). Sei E X,, = 0 und es existiere
Var X, = X,. Firn — oo konvergiere 1/n) " | ¥; gegen ¥ # 0 und fir
alle e > 0 gelte

n

1
- Z/ 2> dF, — 0. (1.7.1)
|z|>e/n

n <
=1

wobei |-| die euklidische Norm bezeichnet.

Dann konvergiert n~/? Yo Xi gegen die p-variate Normalverteilung mit

Erwartungsvektor 0 und Kovarianzmatriz 3.

1.7.2 Lenglart’sche Ungleichung

Sei X der nichtfallende Kompensator eines lokalen Submartingals X . Es gilt
die nachstehende Ungleichung, die auch im Beweis von Rebolledo’s Grenz-
wertsatz verwendet wird fiir n > 0 und § > 0 (Lenglart 1977):

)
P(sup X >n) < —+P(X(7) > ) fiir beliebige e >0, § > 0.  (1.7.2)
T n

Im Spezialfall, dal X das Quadrat eines lokal quadratisch integrierbaren
Martingals M ist, und somit X = (M) gilt, erhélt man aus (1.7.2)

P(sgp M| >n) < % +P((M) (1) > 9). (1.7.3)
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1.7.3 Funktionen, Reihen und Konvergenz in Wahr-
scheinlichkeit

Satz II.1 aus Andersen und Gill (1982, p1116) lautet:
Satz 1.7.2. Sei E eine offene, konvexe Teilmenge des RP und sei (F;) eine
Folge von zufilligen fast sicher konkaven Funktionen auf E derart, daf$ fir

alle x € E: Fi(x) Sl f(z), wobei f eine reelle Funktion auf E sein soll.
Dann ist auch f konkav und fiir jede kompakte Menge A C E gilt

Fa() = F()]4 20, (1.7.4)

Der folgende Satz wird in (Andersen und Gill 1982, p1116) ohne Beweis
angegeben:

Satz 1.7.3. Sei E eine offene Menge in RP und (F};) eine Folge von zufdlligen
fast sicher konkaven Funktionen auf E, die auf jeder kompakten Teilmenge
von E gleichmdfig in Wahrscheinlichkeit gegen eine (konkave) Funktion f
konvergieren. Wenn f ein eindeutiges Maximum bei & € E hat und X, die

Funktion F; maximiert, dann gilt Xl 2 g
Beweis. Zunichst stellt man fest, da die Wahrscheinlichkeit, daB X; in einer

kompakten Menge liegt, gegen eins konvergiert, mit folgender Begriindung;:

Da f konkav ist, gibt es eine kompakte Menge K und ein ¢ > 0 mit der

Eigenschaft, daB fiir alle z ¢ K: f(z) < f(2) — ¢. Nun gilt wegen F}(X;) >
F;(%) die Abschétzung;:

IP’<E(XZ-) < f(&) —c) <P(F(i) < f(@)—¢) — 0  fir  i— oo.

Sei U, = B (2,n™') C E fiir n geniigend grof}. Sei ¢, = f(%) — max f (9U,,).
Dann ist (wegen der Eindeutigkeit von ) €, > 0 und lim,,_,« €, = 0. Es gilt
P (’9; - Xk‘ <1/n)
>P(X, € Uy,)
>P ((3) — f(%) < n)

f@) = f(Xi) = f(2) = Fi(@) + Fi(2) — Fk(Xk)l‘i‘Fk(Xk) — f(X%)

-

<0

+ ‘Fk(Xk) - f(Xk)"

< |£(@) - Fu(@)
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Die letzten beiden Summanden konvergieren fiir X, e K wegen der gleichmé-
Bigen Konvergenz auf kompakten Mengen von f,, in Wahrscheinlichkeit gegen
0, so daB P(f(2) — f(X)) < €,) gegen 1 konvergiert. Aber auch P(X, ¢ K)
konvergiert gegen 0. O

Lemma 1.7.4. (Varianzkriterium fir Reihen von Khinchin und Kolmo-
gorov) Seien &,&, -+ unabhingige Zufallsvariable mit Mittelwert 0 und
S E&2. Dann konvergiert >0 &, fast sicher.

Beweis. Siehe (Kallenberg 1997, p. 47). O
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1.8 Das Produkt-Integral

Das Produkt-Integral J{ ist eine Verallgemeinerung des gewohnlichen Pro-
duktes [], so wie das Integral [ die Summe Y verallgemeinert. Mit Hilfe
des Produkt-Integrals kann die beobachtete Likelihood-Funktion eines Pro-
zesses als unendliches Produkt von bedingten Likelihoods fiir die Entwick-
lung des Prozesses in infinitesimalen Zeitintervallen beziiglich der vorher-
gehenden Geschichte dargestellt werden. Die gleiche Konstruktion kommt
in der Beziehung zwischen Uberlebensfunktion und Hasardrate vor. Bei
der Analyse von Ereignis-Geschichten mit mehreren Zustédnden wird daraus
die Beziehung zwischen der Matrix der Ubertragungsraten und der Matrix
der Ubergangswahrscheinlichkeiten eines Markov-Prozesses in kontinuierli-
cher Zeit.

Statistische Modelle werden oft in kontinuierlicher Zeit spezifiziert, die
natiirlichen Schétzer sind hingegen oft diskret. Daher ist es notwendig, daf3
der Kalkiil diskrete und kontinuierliche Versionen einheitlich behandeln kann.
Der Kalkiil wird in (Gill und Johansen 1990) behandelt.

Sei X(t), t € T, eine p x p-Matrix von cadlag Funktionen von lokal be-
schrinkter Variation. Man definiert

Y:ﬂ(udx*), (1.8.1)

das Produkt-Integral von X iiber die Intervalle der Form [0,¢], t € 7 als
folgende p x p-matrixwertige Funktion

Y () = ﬂ ([+dX(s) =  lim [ +X(#) - X(t), (1.82)

ma.x\ti—ti_l |—>0
s€[0,t]

wobei 0 = tp < t; < --- < t, = t eine Partition von [0,¢] ist und das
Matrizenprodukt in der natiirlichen Ordnung von links nach rechts ausgefiihrt
wird. Im &uflerst linken Ausdruck des Produktes mufl X (0) durch X (0—) =0

ersetzt werden, da der linke Endpunkt 0 im Intervall [0, ¢] enthalten ist.

Das Produkt-Integral iiber ein Teilintervall von 7 ist unter natiirlicher Be-
handlung der Endpunkte analog definiert. Produkt-Integrale iiber die dis-
junkte Vereinigung von Intervallen sind multiplikativ. Wenn X eine Trep-
penfunktion ist, dann ist das Produkt-Integral nur das endliche Produkt
der Sprungzeiten von X der Identitdtsmatrix plus der Sprunghdhen von X.
Fiir skalare Funktionen X muf3 die Reihenfolge der Multiplikationen nicht
beriicksichtigt werden und man kann den stetigen Anteil X und die Spriinge
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AX getrennt behandeln. Man erhéalt

ﬂa +dX) = exp(X) [ (1 + AX) (1.8.3)
mit AX =X — X_.

Fiir stetige Funktionen ist das Produktintegral daher die Exponentialfunkti-
on.

Das Produkt-Integral geht auf Volterra (1887) zuriick, der es im Zusammen-
hang mit einer bestimmten Integralgleichung einfiihrte.

Satz 1.8.1. JI(I +dX) existiert und ist komponentenweise eine cadlag
Funktion von lokal beschrinkter Variation. Es ist die eindeutige Losung der
Integralgleichung

Y(t)=1+ /e[o ) Y (s—)dX(s) (1.8.4)

Die Beziehung zwischen der Uberlebensfunktion und Hasard-Maflen kann
durch Produkt-Integrale folgendermafien hergestellt werden:

Satz 1.8.2. Sei S due Uberlebensfunktion einer positiven Zufallsvariablen
(der Uberlebenszeit) T, d.h. S(t) = P(T > t) fir allet > 0 und S(7) = 0.

Die kumulative Hasard-Funktion sei definiert durch

A(t) :—/0 ;Z(fi (1.8.5)

Dann gilt fir alle t mit A(t) < oo

St = || (1—da). (1.8.6)

[0,¢]

Wenn S absolut stetig ist, sodafl die Verteilungsfunktion F' = 1—.5 die Dichte
f hat, dann ist die Hasardrate als a = f/(1 — F') definiert. Die kumulative
Hasard-Funktion ist dann A(t) = fota(s) ds und die Gleichung (1.8.6) wird
wegen (1.8.3) zu

t

S(t) = T[ (1= afs)ds) = exp (— /Otoz(s) ds) . (1.8.7)

0

Wenn S diskret ist, kann eine zur Hasardrate analoge Funktion definiert
werden und das Produktintegral (1.8.6) wird zu einem endlichen Produkt.

Die kumulative Hasardfunktion wurde schon auf Seite 9 beim Einsprung-
Proze behandelt, wo sie Bestandteil des Kompensators war.
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1.8.1 Markov-Prozesse

Zahlprozesse und Produkt-Integrale konnen fiir die Modellierung von konti-
nuierlichen Markov-Prozessen mit endlichem Zustandsraum verwendet wer-
den. Fine p x p-matrixwertige Funktion A ist ein lokal endliches Inten-
sitdtsmaf eines Markov-Prozesses auf dem Zeitintervall 7, wenn die Kompo-
nenten Ay;, h # j nichtfallende cadlag-Funktionen sind, die zur Zeit 0 gleich
0 sind, Ay, = — Z#h Ap; und AAy,(t) > —1 fir alle t. Ap; heifit integrierte
Intensitditsfunktion des Ubergangs von Zustand h in Zustand j. Ay, ist die
negative integrierte Intensititsfunktion der Uberginge aus Zustand h heraus.
Der folgende Satz stellt dann den Zusammenhang zum Produktintegral her:

Satz 1.8.3. Sei A ein Intensitdtsmaf. Definiere

P(s,t) = 7( (I +dA), s<t;s, teT. (1.8.8)

(s:t]
Dann ist P die Ubergangsmatriz eines Markov-Prozesses mit Zustandsraum
(1,...,p) und Intensititsmafl A. Der ProzefS kann folgendermafien rekon-

struiert werden: Wenn der ProzefS zur Zeit ty in Zustand h ist, dann bleibt
er in diesem Zustand fiir eine Dauer mit integrierter Hasardfunktion

— (Ahh(t) — Ahh(to)) s to S t S inf (U Z to . AAhh(u) = —1) .

Wenn der Prozef$ zur Zeit t aus Zustand h heraus springt, dann springt er
in Zustand j # h mit Wahrscheinlichkeit (dAn;/(—dAw)) (2).

Die Markov-Prozesse, deren Ubergangs-Matrizen nicht durch ein Produk-
tintegral (1.8.8) dargestellt werden kénnen, haben fiir einen Zustand h und
Zeiten u und v, wenn der Prozel zur Zeit u in Zustand h ist, bis v eine
unendliche kumulative Hasardrate.

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zu Zihlprozessen her:

Satz 1.8.4. Sei A das Intensititsmafl eines Markov-Prozesses X. Sei F; =
o (X(s):s<t); definiere

Yi(t) =1 (X(t—) =h),
Nyj(t) =# (s <t: X(s—) =h,X(s) =j), h#]
Dann ist N = (Npj, h # j) ein multivariater ZihlprozefS mit Komponenten
des Kompensators beziiglich (F;) = (o (X (0)) VNy)

Api(t) = /O Yiu(s)dAp;(s). (1.8.9)
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Die Intensitéit des Einsprung-Prozesses 1.5.1 ist ein Spezialfall dieses Satzes,
wenn 1" der einzige Ubergang von 0 nach 1 eines Markov-Prozesses mit den
Stadien 0 und 1 ist, und kein Ubergang von 1 nach 0 mdoglich ist.

1.9 Likelihoods fiir Zahlprozesse

Gegeben sei eine multivariater Zahlproze8 N = (Ny,...,Ny). Er
soll unter verschiedenen Wahrscheinlichkeitsmaflen und daher auch Inten-
sitdtsprozessen betrachtet werden. Folgende Annahmen sollen gelten:

Fo=FoVa(N(s):s<t)=Fo VN,
T=T=10,1], F=F,. (1.9.1)

Schon beim Einsprung-Proze$ (siche Seite 9) wurde ein Zusammenhang zwi-
schen einem Wahrscheinlichkeitsmaf (festgelegt durch die Verteilungsfunkti-
on F) und einem Intensitatsprozefl hergestellt. Diese Konstruktion kénnte
auf allgemeine Zahlprozesse erweitert werden: Zuerst wird P auf Fy angege-
ben. Dann gibt man die bedingte Verteilung des ersten Sprunges T; € (0, 7]
von N beziiglich Fy an. Sodann gibt man die bedingte Verteilung des Typs
J1 €{0,1,...,k} des ersten Sprunges beziiglich Fy und 77 an. Der Typ 0 ist
dabei nur dann zulédssig, wenn 77 = 7. Dann fahrt man fort mit dem zwei-
ten Sprung T, € (11, 7] beziiglich Fy V o {71, J;}. Die Konstruktion schlégt
dann fehl, wenn es mit positiver Wahrscheinlichkeit unendlich viele Spriinge
in (0, 7] gibt. Die schwichsten Bedingungen, unter denen es nur endlich viele
Spriinge gibt, werden im Satz von Girsanov (Andersen et al. 1993, p. 100)
gegeben. Allerdings sind diese Bedingungen kaum nachpriifbar.

Die bedingten Verteilungen konnen auch durch bedingte kumulative Hasard-
Funktionen ersetzt werden. Diese konnen zu typ-spezifischen Hasard-
Funktionen fiir (75, J,,) gemacht werden, indem man sie mit der Wahrschein-
lichkeit des Typs gegeben die vorhergehenden Spriinge, multipliziert. Typ-
spezifische Hasard-Funktionen kénnten aber den Intensitédtsprozel von N
festlegen (siehe 1.5.1). Diese Konstruktion ist moglich und wird im folgen-
den Satz zusammengefafit:

Satz 1.9.1. (Jacod’sche Formel fir den Intensititsprozef3).

Sei (1.9.1) erfillt. Sei P, eine reguldre Version der gemeinsamen bedingten
Verteilung von (T, J,,) beziiglich

f‘Tn_l - .Fo \/O’{Tl, Jl> RN ,Tnfl, Jnfl}.
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Dann gilt auf dem Intervall (T,,_1,T,]

_ " Pu(ds {h}) B
mAn(t) _/TM By bk

mit E={1,... ,k} und E = EU{0}. Umgekehrt gilt auf (T,_1,T,)

t
P, (7). B) = JT (1 — dA(s)
Tn-1
(- bedeutet hier die Summe dber 1,... k) und fir P,(h|t), die P,-bedingte
Verteilung von J, gegeben T, =t, gilt
dAp(t) _
dA.(t)’ S

Pu(ht) = k.

Durch Ersetzung der diskreten Marken h durch ein Elemente dx eines be-
liebigen Mefiraums (E, £) von Marken kann dieses Ergebnis verallgemeinert
werden.

Satz 1.9.2. (Jacod-Formel fiir die Likelihood-Ratio). Es gelte (1.9.1). Seien
P und P zwei Wahrscheinlichkeitsmafe, sodaf die Kompensatoren von N die
Prozesse A beziehungsweise A sind. Weiters sei P absolut stetig beziiglich P,
was als P < P geschrieben wird. Dann gilt
Ay, < Ay, fir alle h, P-fast-sicher,
AAM.(t) = 1 fiir eint impliziert AA.(t) = 1, P-fast-sicher

dP dP T[te[O,r] (Hh A (£)AN t>( )1 AN.(t )
dP dp Fo Hte[o,r]<n dAh( )ANh t)( >1 AN.(t )

0 et oy (1= dA(H))

dpP
ap (1.9.3)
dP HH (dAh > Hte[O,T]:AN(t)#l <1 - dA(t)>

Dabei ist A. = >, Ay. (1.9.2) bedeutet das endliche Produkt iiber den er-
sten Faktor mal das Produktintegral iiber den kontinuierlichen Anteil des
zweiten Faktors. Abgesehen von der vereinfachten Schreibweise ist auch eine
Ahnlichkeit mit einer multinomialen Likelihood von , infinitesimalen® Expe-
rimenten beabsichtigt. Satz 1.9.2 gilt auch fiir markierte Punkt-Prozesse.

(1.9.2)
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Folgerung 1.9.3. (Stetiger und absolut stetiger Fall). Wenn A und A P-
fast-sicher stetig sind, dann
dP  dP
dP  dP

[T (6230 exp(~A(7)
5 Top dAA(1)AN0) exp(—A.(T)
und wenn diese sogar absolut stetig sind, dann

[T (625 exp(=A (7))
£ Lo M) 0 exp (= (7))

) 1.9.4
) (1.9.4)

W _ap
dpP  dP

(1.9.5)

In (1.9.5) wurde dA,(t) = An(t) dt verwendet und schliefilich dt weggelas-
sen (gekiirzt). Zum Zweck der statistischen Schiatzung werden Likelihood
Ratios als Radon-Nikodym-Ableitungen von Elementen einer Familie von
Wahrscheinlichkeitsmaflien beziiglich einer festen Referenz-Verteilung gebil-
det. Likelihoods miissen nur bis auf einen Proportionalitatsfaktor angegeben
werden. Daher wird in (1.9.2) bis (1.9.5) nur der Zahler benétigt. Die Er-
gebnisse von Folgerung 1.9.3 kann man daher ohne Tilden auch anschreiben
als

dP = dP| [ dAn(H)*™ O exp (—A.(7)) (1.9.6)

beziehungsweise (wobei dt weggelassen wird)

dP = dP|z [ A ()20 }OI (1—dA)
t,h

dP = dP| 5 [ A ()" exp (—A.(7)) (1.9.7)
t,h

Die nachstehende Notation suggeriert noch stérker ein Produkt von infinite-
simalen multinomialen Experimenten als (1.9.6)

dP = dP|, H (H dAp (1) N0 (1 — dA.(t»l—dN.(t)) _ (1.9.8)

tefo,]] \ h

Die Interpretation ist die gleiche, aber es soll suggeriert werden, daf§ man
die Radon-Nikodym-Ableitung beziiglich infinitesimal kleiner Abschnitte auf
[0, 7] faktorisieren kann, indem man das Verhéltnis der entsprechenden (end-
lich vielen) Teilintervalle bildet und dann die Feinheit der Partition gegen 0
gehen 148t (Eine solche Konstruktion ist auch formal korrekt durchfiihrbar).
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In den statistischen Anwendungen werden Likelihood-Ratios nur fiir Radon-
Nikodym-Ableitungen beziiglich der Mitglieder einer Familie von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen beziiglich einer festen Referenz-Verteilung verwendet.
Die Likelihoods werden dann nur bis auf einen Proportionalitiatsfaktor
benotigt, weshalb der Nenner der Likelihood-Ratios nicht angegeben wer-
den mu8B.

Angenommen, es gilt (1.9.1) fiir Wahrscheinlichkeiten P und P, P < P, auf
einer gemeinsamen Filtrierung (F;). Dann ist der Likelihood-Prozef$ gegeben
durch

dpP

dpr
Fi

L(t) = (1.9.9)
Man kann zeigen, dafl der so definierte Prozefl ein Martingal ist. L(t) be-
sitzt auch die Darstellung (1.9.3). FEine derart definierter Prozefl ist un-
ter bestimmten Umsténden auch dann ein Martingal, wenn die Jacodformel
(1.9.2) fiir die Likelihoodratio nicht erfiillt ist. Ein derartiger Prozef ist
beispielsweise der weiter unten definierte partielle Likelihood-ProzefS. Seine
Eigenschaften héingen nur von den Kompensatoren A und A von N unter P
bezichungsweise P ab.

Angenommen, es gilt wiederum (1.9.1) fiir alle {P : § € O}, wobei © C R,
offen. Alle Py werden von einem Maf} () dominiert. Sie (zur Vereinfachung)
sollen auf F iibereinstimmen und die Kompensatoren sollen absolut stetig
sein, das heiBt unter Py soll N den Kompensator A? = f A’ haben. Der
Likelihood-Prozefl hangt nun von 6 ab. Da der Nenner nicht von # abhéngt,
kann er weggelassen werden und die Likelihood ist proportional zu

L(0;t) = exp(—A’(t)) T A% ( (1.9.10)

Th<t

und daher
t
log L(6:0) = Y [ log X (s) dNi(s) ~ A”(0)
h 0

— Z/O (log A9 (s) ANK(s) — AL(s) ds) .

Der Score-Prozef§ ist nun die Ableitung beziiglich . Unter der Annahme,
dal die Ableitung- und Integral-Zeichen vertauscht werden kénnen, erhélt
man:

5,
o loa L(0:1) = Z/ —1og A0 (s) (dN4(s) — M\o(s) ds) . (1.9.11)
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Wenn vorausgesetzt werden kann, daff -2 59 10g MY (s) integrierbar ist, dann ist
der Score-Prozef ein (Fy, (F;))-lokales Martlngal Das Ergebnis gilt jedoch
auch, ohne daf§ ein Likelihoodprozel im Sinn von (1.9.9) vorliegt.

Wenn Ableitung und Integral vertauscht werden darf, dann ergibt nochma-
liges Differenzieren beziiglich 6 die beobachtete Information bei 6:

0? Yo e\

50 log L(6;t) / 502 log \) (5) dMj,(s) — / (%log)\ (s )) A (s)ds
(1.9.12)

Es gilt

(8/0010g L(0:; Z/( log)\e) A (1.9.13)

—(0/001og L(6;-)) ist der Kompensator sowohl von —(2log L(6;-))* als
auch von (9%/96%)1og L(6;-). Das entspricht dem Ergebnis der Likelihood-
Theorie fiir reelle Zufallsvariable, dafl die Varianz der Score-Funktion mit der
erwarteten Information iibereinstimmt.

1.10 Partielle Likelihoods fiir Z&ihlprozesse

Im vorangegangenen Abschnitt wurde die Likelihood eines Z&ahlprozesses
beziiglich der selbsterzeugten Filtrierung angegeben (1.9.8). Es wurde aber
bemerkt, dafl auch beziiglich groflerer Filtrierungen als der selbsterzeugten
die rechte Seite von (1.9.8) die Martingaleigenschaft beibehéilt, die fiir die
statistische Inferenz wichtig ist. Eine weitere Moglichkeit zur Herleitung von
Likelihood-&hnlichen Ausdriicken sind gefilterte Zéhlprozesse (siehe 2.3).

Hier wird zunéchst eine Methode beschrieben, mit der man Hierarchien von
Zahlprozessen definieren kann. Die Likelihood des Z&ahlprozesses kann dann
mit Hilfe dieser Reduktionen in einer Weise faktorisiert werden, woraus sich
die fiir die Uberlebensanalyse typischen partiellen Likelihoods ergeben.

In Verallgemeinerung von (1.9.8) wird fiir einen markierten Punkt-Prozef3
folgende Likelihood angeschrieben

dP = ﬂ (H A(dt, dz)N D) (1 — A(dt, E))l‘N(dt’E)) . (1.10.1)

zeFE

Dabei ist N ein multivariater Zahlprozef§ auf dem Raum der Marken (E, £)
mit Kompensator A beziiglich der selbsterzeugten Filtrierung (F;). N und
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A werden als zufillige Mafle auf (7 x E,B(7) ® £) betrachtet. Die Inter-
pretation von (1.10.1) ist, daBl beziiglich F;_ auf [¢,t + dt) (oder kiirzer: auf
dt), ein Ereignis mit Marke in dz (also N(dt,dz) = 1) mit Wahrschein-
lichkeit A(d¢,dx) beobachtet wird. Kein Ereignis, also N(dt, E) = 0, wird
mit Wahrscheinlichkeit 1 — A(dt, E') beobachtet. Diese Schreibweise soll die
nachfolgende Konstruktion motivieren.

Nun wird eine Hierarchie der Marken definiert. Sei also N ein markier-
ter Punkt-Proze§ mit Raum von Marken (E,€) und mit Kompensator A
beziiglich der selbsterzeugten Filtrierung (F;). Sei () ein Punkt, der nicht in
E liegt und leere Marke genannt wird. ) soll eine Marke fiir den Fall sein,
daB kein Ereignis eintritt. Sei £ = E U {@}. Sei (G,G) ein anderer Raum
von Marken, der () nicht enthilt und G = G U {0}. Die o-Algebren auf E
und G seien jeweils von £ und G erzeugt.

Sei g eine meBbare Abbildung von £ nach G mit g(()) = (). N9 sei ein markier-
ter Punkt-Proze§ mit Raum von Marken (G, G), der durch N9((0,t] x A) =
N((0,t] x g7'(A)) definiert ist. Der Kompensator A9 von NY ist definiert
durch

A9((0,] x A) = A((0,1] x g1 (A)).

Dann kann man aufgrund der Schreibweise (1.10.1) folgenden Ansatz fiir die
bedingte Verteilung von N9 gegeben JF;_ machen:

N9 hat ein Ereignis in d¢ x dy (das heifit, N(dt,dy) = 1) mit Wahrschein-
lichkeit A9(dt¢,dy). Kein Ereignis, das heit N9(dt, G) = 0, tritt mit Wahr-
scheinlichkeit 1 — A9(dt, G) ein.

Unter der Bedingung, daf§ d¢ x dy ein Ereignis hat, hat auch der urspriingliche
Prozel ein Ereignis in dt x dz (wenn g(x) = y erfiillt ist) mit bedingter
Wahrscheinlichkeit A(dt, dx)/A9(dt, dy).

Unter der Bedingung, daBl NY kein Ereignis in dt x dy hat, hat
der urspriingliche ProzeB ein FEreignis in d¢t x dz (wenn g(z) = 0
erfiillt ist) mit bedingter Wahrscheinlichkeit A(dt,dx)/(1 — A9(d¢, G)).
Der urspriingliche Proze hat kein Ereignis mit Wahrscheinlichkeit

(1= A(dt, g71(0)))/(1 — A(dt, @)).
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Das motiviert folgende Umformung fiir (1.10.1):

dP = ﬂ { (H A9(dt, dy)N* W) (1 — A9(dt, G))l‘N"(dt’G))
t

yeG
A(dt, dz) \ Vo) N (dt,dy)
o I (5)
H (M)N(dt,dz)
sigoyzp N T A9(dE, G)
. (1 — M)l_N(dt,E)> 1-N9(dt,G) -
1= A9(dt, G)

Die Faktorisierung (1.10.2) bendtigt noch eine mathematische Interpretati-
on. Die erste Zeile verwendet die in (1.9.2) eingefiihrte Schreibweise. Die-
ser Ausdruck wird zumeist auch die partielle Likelihood beziiglich N9 sein.
Sie kommt dadurch zustande, dafl man den Rest der Information aus der
vollstédndigen Likelihood wegldfit. Es ist die Likelihood, die man beziiglich
der selbsterzeugten Filtrierung von NY erhalten wiirde. Allerdings kann AY
von der gesamten Vergangenheit von N abhéngen, nicht nur von NY.

Fiir eine Erklarung der iibrigen Ausdriicke wird auf (Andersen et al. 1993,
pl07ff), beziehungsweise auf die dort zitierte Literatur verwiesen.
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Kapitel 2

Modelle fiir Zahlprozesse

In diesem Abschnitt werden ZahlprozeBmodelle behandelt (sieche Andersen
et al. (1993), pp 121). In den Anwendungen werden die Prozesse nicht
vollstandig beobachtet, sondern sie sind zensiert, gestutzt oder gefiltert. Die
resultierenden Likelihoods und partiellen Likelihoods werden hergeleitet. Un-
vollstdndige Beobachtungen fithren auch zu marginalen Modellen und Ge-
brechlichkeits-Modellen, die in den letzten beiden Abschnitten vorgestellt
werden.

Der allgemeine Rahmen fiir ZéahlprozeSmodelle ist ein multivariater Zahlpro-
zeB N = (N(t),t € T), definiert auf einem Mafraum (2, F) mit Filtrierung
(F:), an die N angepaft ist.

Dariiberhinaus ist eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien
P:{P9¢:(0,¢)€@x¢}

auf (2, F) definiert. Py4 soll zusammen mit der Filtrierung (F;) die iiblichen
Bedingungen (aufler Vollstandigkeit) erfiillen. 6 ist ein Parameter, der
geschitzt werden soll, wihrend der Neben-Parameter ¢ weitere Parameter
enthélt, die beispielsweise den Zensierungsproze3 oder die Verteilung von
Kovariablen charakterisieren.

Der Kompensator von N beziiglich Py, wird mit A?(-) oder A(-, §) bezeichnet.
Es wird also angenommen, dafl der Kompensator nicht von ¢ abhéngt. © und
® sind jeweils Teilmengen von nicht notwendigerweise endlichdimensionalen
Vektorrdaumen.

35



36 KAPITEL 2. MODELLE FUR ZAHLPROZESSE
2.1 Vollstindig beobachtete Prozesse

Sei die selbsterzeugte Filtrierung gegeben durch N, = o {N(u),0 <u <t}
und F, = Fy VN,. Fy soll durch die Zufallsvariable X, erzeugt werden, die
zum Zeitpunkt 0 realisiert wurde.

Beispiel 2.1.1. Fine einzelne nicht-negative Zufallsvariable

Der schon auf Seite 9 definierte Einsprung-Prozef entspricht der Realisierung
einer einzelnen nicht-negativen reellen Zufallsvariablen X. Dort war F' deren
Verteilungsfunktion, S = 1 — F deren Uberlebensfunktion, f deren Dichte,
a = f/S deren Hasard-Rate. Nun wird diese Definition erweitert um einen
(nicht notwendigerweise endlich-dimensionalen) Parameter 6, von dem die
Verteilungsfunktion £ und die Hasardrate o/ = a(-,6) abhiingen. Sei 7 =
00, T = [0, 7]. Dann ist ein Zahlproze definiert durch:

N(t) = I(X < t). (2.1.1)

Der Kompensator beziiglich der selbsterzeugten Filtrierung (N;) = (F;) und
der Wahrscheinlichkeit Py, die der Verteilungsfunktion ¥ von X entspricht,
ist gegeben durch

t
A(t,0) =A(t) = / o (u)Y (u) du. (2.1.2)
0
Darin ist Y der vorhersagbare Prozefl
Yt)=1I(X >t)=1— N(t—). (2.1.3)

Die Likelihood fiir 6 aufgrund der Beobachtung von N auf 7 ist gerade die
Dichte f9, ausgewertet bei X. Mit Hilfe von (1.9.8) erhiilt man

1(0) = [T @y ()@ J{(1 - aa?)

T

=TTy P e (- [ v
= a’(X)exp (— /OX o’ (t) dt) =a(X)S(X) = fU(X). (2.1.4)

Beispiel 2.1.2. Unzensierte Uberlebensdaten Sei nun eine Stichprobe
Xq,..., X, von unabhéngigen nicht-negativen Zufallsvariablen mit Hasard-
Funktionen of gegeben. Sei wiederum 7 = oo. Dadurch werden wie in (2.1.1)
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und (2.1.3) Prozesse N;(t) und Y;(t) definiert. In den Anwendungen ist X
die Zeit bis zum Eintreten eines Ereignisses, beispielsweise die Beendigung
der Liegezeit einer Teleskopkrone.

Der multivariate Zéhlproze3 N = (Ny,...,N,) beziiglich der selbsterzeug-
ten Filtrierung (AN,) hat aufgrund der Unabhéngigkeit der Komponenten
beziiglich Fp, der gemeinsamen Verteilung der X;, den komponentenwei-
sen Intensititsprozef afY; (Das Ergebnis konnte auch mit der Jacodformel
(1.9.1) erhalten werden). Die Likelihood ist wegen (1.9.7)

= [T 11! @Yi()> ﬂ (1 - Z afYi(t) dt)

Hf exp( Z/ )

(X;) = Hff(XJ (2.1.5)

I
[]0x

Das Modell der multiplikativen Intensititen (Aalen 1978) ist eine Verallge-
meinerung des Modells mit Intensititsproze afY;. Die Indikatorfunktion Y
wird durch einen vorhersagbaren Prozef ersetzt, der beobachtbar ist in dem
Sinn, dafl er nicht von # abhéngt. « sei deterministisch:

X (1) = al(t) Yi(t). (2.1.6)

Yi(t) ist oft der Indikator dafiir, ob bei Individuum i zum Zeitpunkt ¢
iiberhaupt ein Ereignis eintreten kann; man sagt dann, das Individuum
gehort zum Zeitpunkt ¢ der Risikomenge an. of(t) ist die individuelle Hasard-
rate fiir ein Ereignis, die Ubergangsintensitit eines Markov-Prozesses (siche
unten) oder eine typ-spezifische Hasardrate. Wenn Hasardraten fiir alle In-
dividuen gleich sind, also af = o, dann erfiillt auch der aggregierte Prozef
N =3"" | N; das Modell der multiplikativen Intensitéten durch

N(t) = a’(t) Y (1) (2.1.7)

Dabei ist Y (¢) der Umfang der Risikomenge zur Zeit t.

2.1.1 Modelle von Markov-Prozessen

Sei (X (t),t € T) ein Markov-Proze mit endlichen Zustandsraum S und
rechtsseitig stetigen Pfaden. Der Anfangszustand sei X (0) = X, und hénge
von Parametern ¢ und (nicht notwendigerweise) 6 ab.
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Es sollen lokal integrierbare Ubergangsintensititen api(t) = an;(t,0) vom
Zustand h in den Zustand j, h # j, gegeben sein (siehe 1.8.1). Die
Ubergangskraft aus Zustand h heraus ist

0 _ 0
Hp = E A

jeS\{h}
h wird als absorbierend bezeichnet, wenn ué(t) = 0 fiir alle t € 7.

Sei Ny,;(t) die Anzahl der direkten Ubergiinge fiir X von h nach j, h # j, in
0,¢]. Dann sind N = (Ny;(-), h # j) zusammen mit X, dquivalent zu X in
dem Sinn, daf} die Beobachtung von X (u),0 < u < ¢, die selben Daten liefert,
wie die Beobachtung von X, und N auf [0,¢]. Sei (V;) die selbsterzeugte
Filtrierung von N und sei F; = N, V Fy, wobei Fy von X erzeugt wird. Der
Pys-IntensititsprozeB von N beziiglich (F;) ist dann aufgrund von Satz 1.8.4

A?Lj () = O‘Zj (t)Ya(t), (2.1.8)

wobei Y}, (t) = I(X(t—) = h) die Indikatorfunktion dafiir ist, da§ X vor ¢ im
Zustand h ist. Der Prozefl N hat also multiplikative Intensitéiten.

Beispiel 2.1.3. (Konkurrierende Risiken)

Ein Spezialfall eines Markov-Prozesses wire ein Prozefl mit 2 Zustdnden,
0 (lebend) und 1 (tot). Sei ajo(t,0) = 0 (Zustand 1 ist absorbierend).
Das ergibt eine unzensierte Uberlebenszeit mit der Hasardfunktion als
Ubergangsintensitét ag, (t,6) (Beispiel 2.1.1).

Konkurrierende Risiken sind ein weiteres Beispiel. Die Zusténde sind der
transiente Zustand 0 (lebend) und die absorbierenden Zustinde h =1, ... | k,
die jeweils einer Todesursache entsprechen. Der Anfangszustand ist 0 und die
Ubergangsintensititen aon(t,0), h =1,...  kwerden als fir die Todesursache
spezifische Hasardfunktionen bezeichnet.

Dieses Modell der konkurrierenden Risiken ist &dquivalent zu einem Mo-
dell mit unabhéngigen Zufallsvariablen X;1,... , X, ¢ = 1 =1,... ,n mit
Hasardfunktionen ag;(t,0), ... , ap(t,0) und dem multivariaten Zahlproze8
N = Ny,..., Ny mit

n
AOED W (minXil — X < t) .
(t) 2; l
In der Zuverlissigkeitstheorie wird min; X;; als Lebensdauer eines Systems in-
terpretiert, das aus k unabhéngigen Komponenten besteht mit Lebensdauern
X1, ..., Xk Der Nutzen dieser Interpretation ist in der Medizin umstritten.
Denn oft sind die Lebensdauern der einzelnen Komponenten hypothetische
(oder ,latente*) Lebensdauern und es gibt keine physischen Entsprechungen.



2.1. VOLLSTANDIG BEOBACHTETE PROZESSE 39

Beispiel 2.1.4. Der Erkrankungs-Tod Prozef$ mit Dauer als Kovariable

Seien 0, 1 und 2 die Zusténde gesund, erkrankt und tot. Der Zahlprozefl der
Uberginge sei definiert durch N(t) = (N (t), Noo(t), Ni2(t)). Die Kompo-
nenten mit h = 1,2 haben jeweils Intensitéitsprozel g, (t)Yo(t) mit Yy(t) =
1—Np1(t—)—No2(t—), wihrend Np5(t) den Intensitéatsproze aqo(t, t—T")Y;(t)
mit Y1(t) = No1(t—) — Ni2(t—) hat, mit 7" = inf (¢ : Noi(t) = 1). Y} ist der
Indikator dafiir, dafl das Individuum zur Zeit ¢t— in Zustand h ist, wiahrend T’
der Zeitpunkt des Ubergangs von 0 auf 1 ist, falls dieser iiberhaupt eintritt.
Die Intensitit ays(t,d) hingt also von der Zeit ¢ und der Dauer d bis zur
Erkrankung ab. Da sie im allgemeinen nicht als Produkt einer deterministi-
schen Funktion und eines stochastischen Prozesses, der nicht vom Parameter
abhingt, angeschrieben werden kann, liegt kein Modell der multiplikativen
Intensitdaten vor. Das Modell ist ein Semi-Markov- oder Erneuerungs-Prozef3.
Ein Markov-Proze liegt nur dann vor, wenn «;5(t, d) nicht von d abhéngt.

2.1.2 Das Regressionsmodell fiir das relative Risiko

Die Daten sollen aus Paaren (X;,7;), i = 1 = 1,...,n, bestehen. Da-
bei ist X; eine nicht-negative Zufallsvariable und Z; ein p-dimensionaler
Zufallsvektor von Regressoren. Die Xi,..., X, seien bedingt unabhéngig
beziiglich Z = (Zy,...,Z,). Die bedingte Verteilung von X; gegeben
Z =z = (z,...,2n) (Z hat festen Wert z) soll durch eine Hasardfunkti-
on af (siehe Einsprung-ProzeB, Seite 36) von der Form

(t) = ad(t) r(B" %) (2.1.9)

)

gegeben sein, mit § = (v, ), § € RP, und relativer Risiko-Funktion r(-), die
nicht-negativ ist und r(0) = 1 erfiillt. [ ist der Vektor der Regressionspara-
meter. Das wichtigste Beispiel dieses Modells ist das Cox-Modell (Cox 1972)
mit 7 = exp und v unendlich-dimensional (auch Modelle mit endlichdimen-
sionalem 7 konnen betrachtet werden). Zi,...,7Z, sind die Kovariablen,
deren marginale Verteilung von den Parametern # und ¢ abhingen kann.
Die bedingten Verteilungen der X; beziiglich Z sind unabhéngig.

Seien nun die Zé&hlprozesse N; und Prozesse Y; definiert wie in (2.1.1) und
(2.1.3). Die Filtrierung (N;) sei durch den multivariaten Zéhlproze N =
(N1,...,N,) erzeugt. Sei Fy durch Z erzeugt. Sei F; = Fo V N;. Sei Py
die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung der Daten (X;, Z;), i = 1 =
1,...,n. Der Kompensator von N beziiglich Py, und (F;) kann nun aus der
Produktkonstruktion fiir bedingt unabhéngige Zahlprozesse (siehe Seite 12)
bestimmt werden. Der Intensitatsproze3 von N; hangt nur von 6 ab und ist
gegeben durch Y;(t)a?(t).
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Die Likelihood (1.9.7) ist dann von der Form

L(0,¢) = Lo(0, ¢)L(0)

mit
Lo(0,¢) = Fos(Z)
und
n i " 1—AN.(1)
L-(0) = [TT] (/()vi(1)) (1) ﬂ (1 — > ()Yt dt>
i=1teT teT =1

a0(Xi, 7)1 (87 2) exp (—r(ﬁTzi) /0 ™ oo(t.7) du) |

Il

i=1

Der Exponent im Produktintegral ist als Schreibweise zu verstehen: Das
Integral soll nur iiber Bereiche berechnet werden, auf denen AN.(t) = 0 (vgl.
(1.9.3)). Er konnte bei absolut stetigen Kompensatoren entfallen.

Wenn die Verteilung von Z nicht von 6 abhéngt, dann ist fiir festes ¢ durch
L.(0) die volle Likelihood fiir 6 gegeben. Sonst ist L. () eine partielle Like-
lihood beziehungsweise die volle bedingte Likelihood beziiglich Z.

Der obenstehende Ausdruck fir L.(0) ist die Likelihood fiir die bedingte
Verteilung von Xy, ..., X, beziiglich Z, ausgewertet bei Xy,... , X,.

2.2 Rechts-Zensierung

2.2.1 Einleitung

Der vorangegangene Abschnitt setzte die Beobachtung von Zé&hlprozessen
auf ganz RT voraus, da diese durch nicht-negative Zufallsvariable erzeugt
wurden, die die Zeit bis zum Eintreten eines Ereignisses modellieren. In den
Anwendungen wird das Eintreten dieses Ereignisses oft nicht beobachtet, sei
es, weil man nicht so lange beobachten will, oder sei es, weil durch gednderte
Umsténde der Eintritt des Ereignisses nicht mehr moglich ist.

In diesem Unterabschnitt sollen multivariate Zahlprozesse auf 7 betrachtet
werden, denen ein Prozef3 der rechtsseitigen Zensierung ,iiberlagert® wurde.
Es werden diejenigen Bedingungen behandelt, unter welchen im unvollsténdig
beobachteten Zahlprozefl die Modelleigenschaften der vollstéindig beobachte-
ten Zahlprozesse im wesentlichen erhalten bleiben.
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Gegeben sei der multivariate Zéhlprozef3
N =(Ny,...,Ny).

Durch Rechts-Zensierung kann der Prozefl N; nur auf einer Teilmenge FE; =
{t <U;} C T beobachtet werden, wobei U; eine nicht-negative Zufallsvaria-
ble ist. Es ist der Bereich, auf dem der folgendermafien definierte individuelle
Zensierungsprozefs C; gleich 1 ist:

Ci(ty=1(te E;) =1t <U,). (2.2.1)
Der Zensierungsprozefl
Ct)=(Ci(t),i=1=1,... ,n).

muf an die Filtrierung (F;) des vorhergehenden Unterabschnitts nicht an-
gepafit sein, sondern kann zusatzliche Variabilitdt enthalten. Sei also F; =
Fo VN; mit Fy = 0(Xp). Nun wird eine groflere Filtrierung betrachtet:

(G) 2 (F) -

Der ZensierungsprozeB C(-) soll (G;)-vorhersagbar sein. Da C;(-) linksseitig
stetig ist, ist das dann der Fall, wenn C(-) angepaft ist an (G;). Das heifit,
die Zensierungszeiten U; sind Stoppzeiten beziiglich (G;). Ein Beispiel fur
eine derartige Filtrierung ist

Gr=FVol{C(u),u<t}.

Der Kompensator von N beziiglich (G;) kann vom Kompensator beziiglich
(F:) verschieden sein.

Es tritt nun auch das Problem auf, dafl die beobachteten Daten die Filtrie-
rung (G;) nicht erzeugen kénnen, da weder N noch C vollstédndig beobachtet

werden konnen. Der beobachtbare Teil von N ist der rechtsseitig zensierte
Zihlprozefs N¢ = (N¢, ..., N¢), gegeben durch

NE(t) = /0 Ci(s) ANi(s). (2.2.2)

Weiters soll Fy von der beobachtbaren Zufallsvariablen X erzeugt werden.
Auch der Zensierungsprozef3 ist nur teilweise beobachtbar. Man kann sich das
Konzept der Zensierung mit Hilfe einer Absorptionszeit 7; vorstellen, nach
der die Intensitdt von N; Null ist. 7; ist eine Zufallsvariable auf 7. Beim
Einsprung-ProzeB beziehungsweise unzensierten Uberlebensdaten ist das die



42 KAPITEL 2. MODELLE FUR ZAHLPROZESSE

Zeit des Eintretens des Ereignisses, also 7; = X;. Wenn die Absorptionszeit
7, = X; vor U; ist, dann wird N;(t) beobachtet, und N; = Nf, U; wird
jedoch (im allgemeinen) nicht beobachtet. Wenn der Proze nicht vor U;
absorbiert wird, dann wird U; und N beobachtet, wihrend N, hingegen
nicht beobachtet wird. Die Filtrierung, die durch die beobachteten Daten
erzeugt wird, ist (Fy).

Zensierte Uberlebensdaten werden iiblicherweise angegeben als Beobachtun-
gen der Form

(X’i,Di;z’: 1=1,... n> ,
dabei ist
Xi=X;AU;
und
D, =I1(X; = X))

definiert. Es ist also fiir jedes Individuum eine Beobachtungszeit X; und die
Information, ob das Ende der Beobachtungszeit durch ein Ereignis oder durch
eine Zensierung verursacht war. Wenn D; = 1, dann wird die Zensierungszeit
iiblicherweise nicht beobachtet. Zusammen mit der Zufallsvariablen X, sind
die Daten zur Zeit t gegeben durch

(N(u), Y(u);0 <u<t),
mit N°= (Nfi=1=1,... ,nund Y= (V;%i=1=1,... ,n). Dabei ist
NE(t) = I1(X; <t,D; = 1) (2.2.3)
der rechts-zensierte Zihlproze3 und
Ye(t) = I(X; > t)
ist ein Indikator dafiir, ob das Individuum ¢ kurz vor ¢ unter Risiko war.

In den folgenden Beispielen ist der Zensierungsprozefl vorhersagbar beziiglich
der Filtrierung N, sodaBl die urspriingliche Filtrierung zur Aufnahme des
Zensierungsprozesses nicht vergroflert werden muf3.

Beispiel 2.2.1. Uberlebensdaten mit einfacher Zensierung vom Typ 1.

Die Beobachtung jedes Individuums wird zu einem gemeinsamen, determini-
stischen Zeitpunkt ug beendet. Da der Prozefl nicht zufillig ist, ist er trivia-
lerweise vorhersagbar beziiglich jeder Filtrierung. Diese Art der Zensierung
ist in der Industrie iiblich, wo fiir alle Versuchseinheiten ein Lebensdauer-Test
zur gleichen Zeit begonnen und beendet wird.
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Beispiel 2.2.2. Uberlebensdaten mit einfacher Zensierung vom Typ II.

Das Experiment wird nach dem r-ten Ausfall, r < n beendet. Daher ist U; =
Xuy, i =1=1,...,n (X() bezeichnet die r-t grofte Beobachtung). C; =
I(t < X() ist dann vorhersagbar beziiglich (V;), da X,y beziiglich dieser
Filtrierung ein Stoppzeit ist. Die zensierten Beobachtungen X1, ..., X, sind
abhéngige Zufallsvariable. Auch dieser Zensierungstyp wird meist in der
Industrie angewendet.

Nun folgen Beispiele, in denen (G;) echt grofler ist als (F).
Beispiel 2.2.3. Uberlebensdaten und progressive Zensierung vom Typ T

In klinischen Studien treten die Patienten in die Studie nacheinander ein
(engl.: staggered entry). Zu einem bestimmten Zeitpunkt wird die Studie
beendet. Wenn man an einem Modell fiir die Uberlebenszeit vom Eintritt
des Patienten in die Studie interessiert ist, ist die maximale Beobachtungs-
zeit vom Eintritt in die Studie bis zum Abschluf} - diese Zeitspanne soll U;
sein. Wenn die Uberlebenszeiten der Patienten X; ab Eintritt in die Studie
unabhéngig sind von den Eintrittszeiten X, und Gy von den Eintrittszeiten
erzeugt ist, dann ist der Zensierungsprozefl C' vorhersagbar beziiglich (G;) mit
G; = Go V F;. Eine andere Sichtweise ist, dafl die Zensierungszeiten, gegeben
Go, deterministisch sind, und somit eine Verallgemeinerung von Beispiel 2.2.1
vorliegt. In diesem Beispiel ist die Zensierung vollstiandig beobachtbar, zu-
mindest, wenn man die (unrealistische) Annahme macht, daf§ die Beendigung
der Studie die einzige Ursache fiir Zensierung ist.

Beispiel 2.2.4. Uberlebensdaten mit zufilliger Zensierung

Die Zensierungszeiten U = (Uy,...,U,) haben in diesem Modell be-
liebige Verteilung und sind unabhiingig von den Uberlebenszeiten X =
(X1,...,X,). Das einfachste und mathematisch am besten zu bewéltigende
Modell nimmt unabhéngig und identisch verteilte Zensierungszeiten an. Aber
auch im allgemeinen Fall kann (G;) durch G; = F; V o (C(u);0 < u < t) an-
gegeben werden.

Man kann aber auch Gy = o(U) und G; = Gy V N, setzen. Das hat den
Nachteil, dafl die Annahme, dafl Zensierungszeiten schon zur Zeit 0 bekannt
sind, gegen die Intuition ist.

2.2.2 Unabhingige Rechts-Zensierung

Es wird angenommen, dafl das Ausgangsmodell der ZihlprozefS N ist, mit
(F)-Kompensator A? und Intensitéitsproze A\’ beziiglich eines Wahrschein-
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lichkeitsmafBles Fy,. ¢ ist ein Nebenparameter; typischerweise ist die Vertei-
lung der Zensierungen Uy, ... ,U, von ¢ abhingig.

Die Zensierungen kénnen den Kompensator und die Aussagen iiber das zu
modellierende Ereignis verdndern. Wenn beispielsweise in einer klinischen
Studie gerade die Patienten mit einer guten Prognose zensiert werden, dann
ist die verbleibende Population nicht mehr ,reprisentativ® fiir die Grundge-
samtheit. Zensierungsmechnismen, die keine derartigen Verzerrungen bewir-
ken, werden als unabhdngig bezeichnet. Das ist der Inhalt der nachstehenden
Definition:

Definition 2.2.1. Sei N ein multivariater Zihlprozeff mit Kompensator A%
beziiglich der Filtrierung (F;) und dem Wahrscheinlichkeitsmafl Ppy. Sei C
ein Rechts-Zensierungsprozefs, der beziglich (Gy) 2 (F;) vorhersagbar ist.
Man sagt, die Rechts-Zensierung von N durch C ist unabhingig, wenn A’
auch der Kompensator von N beziiglich (G;) und Py, ist.

Einfache Zensierung vom Typ I und vom Typ II (siehe Beispiel 2.2.1 und
Beispiel 2.2.2) ist offensichtlich unabhéngig in diesem Sinn wegen (G;) = (F).

Aufgrund der Definition von unabhéngiger Zensierung gibt es die Zerlegung
Ni(t) = A2(t) + M;(t). (2.2.4)

Dabei ist M;(t) ein lokal quadratisch integrierbares Martingal beziiglich (G;)
und wegen (2.2.2) gilt

Ne(t) = / Ci(s) AN(s)

_ /0 Ci(s) dAY(s) + /0 Ci(s) dMi(s)
= A(t,0) + ME(t)

Da C;(-) vorhersagbar und beschrankt ist, ist M{ wiederum ein lokal qua-
dratisch integrierbares Martingal beziiglich (G;) (wegen Satz 1.4.1). Folglich
ist der Kompensator von Nf beziiglich Py, und (G;) fir alle ¢ € ® gegeben
durch:

AS(t,0) = /t Cy(s) dAY(s). (2.2.5)

Wenn N das Modell der multiplikativen Intensititen von Aalen mit \/(t) =
a?(t) Y;(t) beziiglich (G;) erfiillt (siche Seite 37), dann erfiillt auch N¢ ein

Modell mit multiplikativen Intensitéiten, gegeben durch:

X(1,0) = ol (O)YE (1), (2.2.6)
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wobei
YE(t) = Gi()Yi(h).

Der beobachtbare Proze Nf hat also den selben deterministischen Teil wie
N;, der zufillige Anteil Y;, der Indikatorprozef3 dafiir, dafl das Individuum
unter Risiko ist, muf} ersetzt werden durch Y, also den Indikatorprozefl
dafiir, dafl der Patient beobachtet wird und unter Risiko ist. Die Beobach-
tungen, die zur Zeit ¢ vorliegen, kénnen also mittels N¢ = (Nf,... , N¢) und
Ye=(Yf, ..., Y°) beschrieben werden durch

(Xo, N°(u),Y(u)); 0 < u < t)

Eine dquivalente Charakterisierung der Daten, die zur Zeit ¢ beobachtet wer-
den, ist durch die o-Algebra(Fy) gegeben:

F{ = 0(Xo, (Nu),Y(u));0 <u<t). (2.2.7)

Der beobachtbare Prozefl N¢ erfiillt dann aufgrund des Erneuerungssatzes
1.5.3 ebenfalls ein Modell mit multiplikativen Intensitéten beziiglich der Fil-
trierung (Fy), die von den beobachtbaren Daten erzeugt wurde. Da aufgrund
der Definition Y an (Ff) angepaft ist, gilt

E 0 (X(1,0)|FF) = al ()Y (D), (2.25)
was wiederum ein Modell mit multiplikativen Intensitéiten ergibt.

Im allgemeinen Fall ist der Kompensator A¢(+,6) abhéngig von 6 und den
vergangenen Beobachtungen. Zum Zweck der Parameterschiatzung wird an-
genommen, daf§ man A{(¢,0) fur jeden Wert des Parameters 6 mittels der
beobachtbaren Daten berechnen kann. Daher kann es zweckméfBig sein, die
Familie der Pys-Kompensatoren von N¢ beziiglich (G;) zu definieren durch

L(t) = (A%(u,0);0 € ©,0 <u<t). (2.2.9)
Die beobachtbaren Daten zur Zeit ¢ sollen dann gegeben sein durch
(Xo, (N“(u), 0 < w < 1) £(0).

Die beobachtbaren Daten koénnen auch spezifiziert werden durch die o-
Algebra, die sie erzeugen:

Ff =0 (Xo, (N(u),0 <u < t); L(t)) (2.2.10)

Aufgrund des Erneuerungssatzes 1.5.3 ist 2.2.9 gleichzeitig auch die Familie
der (Ppy, (Fy))-Kompensatoren von N°.

Wenn das Modell nicht entartet ist (beispielsweise durch nicht-positives af),

dann stimmen die beiden Definitionen von (Ff) iiberein.
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2.2.3 Die Konstruktion von Likelihoods

Sei N ein vollstdndig beobachteter ZiahlprozeB. Die (F;)-Likelihood soll auf
N und der Zufallsvariablen X, deren Verteilung von den Parametern ¢ und
@ abhéngen kann, beruhen. Dann ist die Likelihood aufgrund von (1.9.6)
gegeben durch

L(0,¢) = Lo(0, ¢) ﬂ {ﬁ dA?(t>ANi(t) (1 B dAQ(t))l—AN.(t)}

teT \i=1

= Lo(6, $)L.(6). (2.2.11)

Dabei ist N. = >"" | N; und A? ist der Kompensator von N. beziiglich (7).

Die verfiigbaren Beobachtungen zur Zeit t sind Xy, (N¢(u),0 < u <t) und
die fiir Individuen, bei denen die Zeit der Zensierung der Absorptionszeit
vorhergeht, auch U;. Sie sind formal durch (Xo, N¢, L£°(t)) gegeben, wobei
L¢(t) die Familie der Py,-Kompensatoren beziiglich (G;) ist.

Nun sollen die verfiigharen Beobachtungen (X; oder U;) als markierter Punkt-
Proze§ N* dargestellt werden. N* hat Marken von der Form =z = (y,u). y
enthélt die Information, dal Individuum ¢ ein Ereignis erfahren hat. Sonst ist
y = (0, was ,kein Ereignis“ bedeutet. Die zweite Komponente u bezeichnet,
welches Individuum zensiert wurde. u = () bedeutet keine Zensierung. N* hat
fast sicher keine génzlich leere Marke x = (0, 0). N¢ ist dann der reduzierte
Prozef§ aufgrund einer Aggregierung von N*, definiert durch

Ny= >, N
z:g(x)=

Y

wobei g(y,u) = y und N* = (N}) (der Vektor mit Komponenten N}) und
N¢ = (N{) (der Vektor mit Komponenten N;).

Die beiden Arten der Beschreibung der verfiigharen Beobachtungen sind
dquivalent in dem Sinn, daf (fur jedes t € 7) Ff = o (Xo, N*(u),0 < u < t)
dquivalent ist Fy aus (2.2.10). Die Likelihood von N* beziiglich (Ff) ist
gemaf (2.2.11)

Li(@, ¢) = L0<97 ¢)L:(97 ¢)

Aufgrund der Konstruktion, die zu (1.10.2) fiihrt, ist folgende Faktorisierung
der Likelihood mdglich:

L2(60,9) = LE(O) L0, 6) (2.2.12)
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Dabei wurde Lg(6, ¢) in den zweiten Faktor L”(6,¢) einbezogen. Der erste
Faktor in (2.2.12), der dem ersten Faktor in (1.10.2) entspricht, ist

LE() = ﬂ {H dAS(t, 0)ANT® (1 — dAé(t,e))l—ANC(t)} : (2.2.13)
t 1

mit N¢ = > " Nf und A°(-,0) ist der (Pyy, (Fy))-Kompensator von N€.
Aufgrund der Annahmen héngt A nicht von ¢ ab und die partielle Like-
lihoodfunktion (2.2.13) der innovativen Ereignisse hat die gleiche Form, wie
die (partielle) Likelihood L. (6) des unzensierten Prozesses N in (2.2.11). Da-
her kann man feststellen, dal unabhéngige Rechts-Zensierung die Gestalt der
(partiellen) Likelihood beibehélt.

Eine Konsequenz davon ist, dafl die partielle Likelihood die Martingal-
Eigenschaften der Likelihood des unzensierten Prozesses beibehélt. Auch die
asymptotischen Tests sind bei unabhéngig zensierten Prozessen sehr dhnlich
unzensierten Beobachtungen mit vollstdndiger Likelihood, da die Martingal-
Theorie in der asymptotischen Theorie eine zentrale Stelle einnimmt.

Beispiel 2.2.5. Uberlebensdaten mit zufilliger Zensierung

Zunachst wird nur ein Individuum betrachtet, mit Zeit des Ereignisses X
und Zensierungszeit U. Die nicht-negative Zufallsvariable X hat Hasardrate
a’(t) und die Verteilung von U muf} nicht notwendigerweise absolut stetig
sein. Man kann die Daten durch einen markierten Punkt-Prozefl auf 7 be-
schreiben mit Marke (1,0) bei X und (0, 1) bei U (Die Marke (0, ) kommt
mit Wahrscheinlichkeit 0 vor). Sei (G;) die Filtrierung, die durch diesen mar-
kierten Zahlprozef§ erzeugt wird. Dann hat der Proze N(t) = I(X < t)
beziiglich (G;) den selben Kompensator

A(t) = /Ot (W) I(X > u)du

wie das Modell ohne Zensierung, also beziiglich (F;) = (N;). Das folgt wegen
der Unabhéngigkeit von X und U aus Satz 1.9.1.

Die Verhinderung der Beobachtung des Ereignisses X durch die Rechts-
Zensierung U entspricht nun der Situation, in der die Beobachtung durch
eine (G;)-Stoppzeit X A U beendet wird und die Marke, die kennzeichnet, ob
ein Ereignis oder Zensierung vorliegt, und die zu dieser Sprung-Zeit gehort,
beobachtet wird. Der so definierte markierte Punkt-Prozef§ ist N*. Der
Zensierungsprozefl C'(t) = I(U > t) ist daher (G;)-vorhersagbar und wegen
(2.2.6) hat der zensierte Prozefi N Kompensator

A°(t, 0) = /t (W) I(X AU > u)du
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beziiglich (G;) und wegen (2.2.8) auch beziiglich (Ff), der Filtrierung,
die durch den zensierten markierten Punkt-Proze N* erzeugt wird (siehe
(2.2.10)).

Wenn eine Stichprobe Xi, ..., X, von unabhéngig, identisch verteilten Zu-
fallsvariablen und eine davon unabhéngige Zensierung U = (Uy, ... ,U,) vor-
liegt, dann kann man genauso vorgehen. Vom ,groflen markierten Punkt-
ProzeB, der aus den N; und U; besteht, und der (G;) erzeugt, leitet man zuerst
den multivariaten Zahlproze N = (Ny,..., N,) ab, mit N;(t) = I(X; < t)
und Marken der Form (i, §) bei Ereignissen. Der Py,-Kompensator A(-, 0) fiir
N beziiglich (G;) stimmt wegen der Unabhéngigkeit von X und U mit dem
urspriinglichen (F;)-Kompensator des unzensierten Modells iiberein. Der
Kompensator des zensierten Modells kann analog zu oben angegeben wer-
den.

Sei N* wiederum der markierte Punkt-Prozefl, der aus den X; A U; ge-
bildet wird, mit Marken aus dem ,groflen“ ProzeB. C(t) ist vorhersag-
bar beziiglich (G;). Dann hat der zensierte Proze N¢ die Darstellung
Ne(t) = [o C(u) AN (u).

Beispiel 2.2.6. Zensierung durch konkurrierende Risiken

Siehe Beispiel 2.1.3. Man will eine von mehreren Todesursachen untersu-
chen. Die anderen Todesursachen sind in diesem Fall Rechts-Zensierungen.
Aufgrund des Konzepts der ,latenten“ Zeitpunkte des Todes ist klar, dafl un-
abhéngige Zensierung vorliegt. Da aber hypothetische Zeitpunkte des Todes
umstritten sind, ist es niitzlich, zu zeigen, dafl dieses Ergebnis auch mittels
eines markierten Punkt-Prozesses erhalten werden kann.

Der Einfachheit halber wird nur eine konkurrierende Todesursache betrach-
tet. Sei api(t,6) die Hasardfunktion der untersuchten Todesursache und sei
apa(t, 0, ¢) die Hasardfunktion einer weiteren Todesursache. Fiir das Indivi-
duum ¢ definiert man N; = (Nyj;, 7 = 1,2) wie in Beispiel 2.1.3, sowie die
selbsterzeugte Filtrierung (N;). Nun kann N; als markierter Punkt-Prozef3
definiert werden mit Raum von Marken £ = {(1,0), (0,2)}. Die Marke (1, 0)
entspricht einem Tod durch Ursache 1, die Gegenstand der Untersuchung ist,
und die Marke (0, 2) entspricht dem Tod durch die konkurrierende Ursache.
Der (Pyg, (N;))-Kompensator der Komponente Nyy;(t) zdhlt die Anzahl der
Marken, die Gegenstand der Untersuchung sind, im Zeitraum [0, ¢]. Er ist

t
Al,i(ty Q) = / a1 (U, G)YOZ(U) du
0

Dabei gibt Yp;(t) = 1 — Ny;(t—) an, ob das Individuum ¢ zur Zeit t— lebt
(Zustand 0). Nun kann der Rechts-Zensierungsprozef definiert werden durch
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Ci(t) = I(t < U;), wobei U; die folgende (N;)-Stoppzeit ist:

Der zensierte markierte Punkt-Prozefs, das ist der beobachtbare Anteil von
N;, entspricht der Zufallsvariablen X; = X; A U; mit

Er triagt die Marke (1,0), wenn X; = X;, und (0,2), wenn X; = U;. Die Kom-
ponente N§,;(t) = Noi;(t) zéhlt die Marken der Form (1,() in [0,¢] im zen-
sierten markierten Punkt-Proze8, und hat (Ppy, (N;))-Kompensator Ay;(+,6),
der wiederum an (Ff), die vom zensierten markierten Punkt-Prozef erzeugte
Filtrierung, angepaBt ist, da fiir diesen ZihlprozeB Yy;(t) = I(X; > t). Da-
her ist Ay;(-,6) auch der (Pyy, (Fy))-Kompensator von N§;;. Das bedeutet
wiederum, dafl man statistische Schéitzung fiir ¢ (und damit auch die Ha-
sardfunktion af, der Todesursache, die Gegenstand der Untersuchung ist)
bei konkurrierenden Todesursachen auch dann durchfithren kann, wenn man
die anderen Todesursachen als unabhéngigen Zensierungsprozefl betrachtet.

Beispiel 2.2.7. Zensierung in Abhdngigkeit von Kovariablen

Im Regressionsmodell der relativen Risiken (siehe 2.1.2) wurde eine Filtrie-
rung der Form F, = F, VN, betrachtet. F, wurde von den zeitunabhingigen
Kovariablen 7, ..., 7, erzeugt. Die vorhergehenden Modelle fiir die Zen-
sierung konnen also auch von den Kovariablen abhéngen, die F; erzeugen.
In einer Studie mit zwei Stichproben kénnen beispielsweise die Verteilungen
der Zensierungen in den beiden Stichproben unterschiedlich sein. Eine wei-
tere Art dieser Zensierung in Abhéngigkeit von Kovariablen, die mit diesem
Modell vertriiglich ist, wire eine Studie iiber die Uberlebenszeit mit Zeit seit
Eintritt in die Studie als Zeitskala und Alter und Geschlecht als Kovariable.
Wenn jedes Jahr die élteste Frau, die noch lebt, zensiert wird, dann ist eine
derartige Zensierung unabhéngig.

Da der Zensierungsprozel an eine erweiterte Filtrierung (G;) angepaft sein
muf}, ist der entscheidende Punkt, dafl die Erweiterung, die durch die Ko-
variablen erzeugt wird, den Kompensator von N nicht &ndert. Abhdngige
Rechts-Zensierung lage beispielsweise vor, wenn der Zensierungsprozef3 von
Kovariablen abhinge, die nicht im Modell enthalten sind.

Beispiel 2.2.8. Eine randomisierte klinische Studie tiber Leberzirrhose

In einer randomisierten Studie tiber den Effekt der Behandlung mit Prednison
gegen Placebo auf das Uberleben der Patienten mit Leberzirrhose, wurden die
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meisten Patienten dadurch zensiert, dafi sie am Ende der Studie noch lebten.
Allerdings schieden einige Patienten wegen Nebenwirkungen von Prednison
frithzeitig aus der Studie aus. Es ist schwer zu entscheiden, ob diese Zen-
sierung unabhéngig ist. Formell ist der Zensierungsproze3 angepafit, wenn
alle Kovariablen, von denen das Ausscheiden aus der Studie abhéngt, im
Modell fiir den IntensitéitsprozeB des Todes enthalten sind, das heifit zu F.
Weiters miissen die Zeiten des Ausscheidens U; in (G;) enthalten sein. Das
entscheidende Problem ist daher, ob der Einschlufl der Zeiten des Ausschei-
dens den Intensitiatsprozef3 des Todes dndert. Das kann im Prinzip dadurch
entschieden werden, dafl X; und U; unabhéngig beziiglich Fy sind. Dies ist
insbesondere dann nicht der Fall, wenn Tod und das Ausscheiden aus der
Studie von einer nicht beobachteten Kovariablen abhéngen, die in F{ nicht
beriicksichtigt werden konnte.

Aus diesem Grund wird empfohlen, in klinischen Studien Patienten weiterhin
zu beobachten, auch wenn sie nicht mehr behandelt werden. Die Analyse
der Daten sollte dann auf der Gruppenzugehérigkeit gemafl Randomisierung
beruhen (intention to treat principle).

In der Definition von unabhéngiger Rechts-Zensierung wurde verlangt, daf
der Zensierungsproze C' beziiglich der erweiterten Filtrierung (G;) vorher-
sagbar ist, und der Kompensator von N unveréndert bleibt. Ein Beispiel C'
fiir abhdingige Zensierung darf daher nicht an (G;) angepaft sein (siehe die
beiden vorhergehenden Beispiele).

2.2.4 Nicht-informative Rechts-Zensierung

Sei ein multivariater Zahlproze N = (Ny,...,N,) gegeben, der beziiglich
eines unabhéngigen Rechts-Zensierungs-Prozesses C' zensiert wird. Die Be-
obachtungen werden wie oben als markierter Punkt-Prozel N* betrachtet.
Die Pys-Likelihood fiir N* beziiglich (Fy) ist nach (2.2.12) gegeben durch

L6, ¢) = L7(0)L7(6, ¢).

Die partielle Likelihood L¢(#) fiir # aufgrund des beobachteten Zihlprozesses
N¢ (definiert in (2.2.4)) ist wegen (2.2.13)

Li(&) = T[ {H dAf(t, H)ANf(t) (1 _ dA_C(tj 0))1AN-C(15)} '

t (2

Die Frage, ob durch L:(f) bei festem ¢ € @ eine volle Likelihood fiir ¢
aufgrund der Beobachtung von N* gegeben ist, ist AnlaB fiir die nachstehende
Definition:
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Definition 2.2.2. Wenn fiir jedes feste ¢ € ® die Likelihood (2.2.13) durch

Li(0,¢) = LE(0)LY()

faktorisiert werden kann, und daher L! nicht von 6 abhdngt, dann wird die
Rechts-Zensierung C' als nicht-informativ fiir 6 bezeichnet.

Eine Interpretation von nicht-informativer Zensierung durch C' ware, daf fiir
festes ¢ € ® die bedingte Verteilung von dN*(t) beziiglich Ff und beziiglich
dN¢(t) nicht von € abhéngt. Oder in anderen Worten, die Zensierung ist
nicht-informativ, wenn fiir festes ¢ € ® und ¢ € 7 die bedingte Intensitat
fiir die Zensierung eines bestimmten Individuums bei ¢ beziiglich der Vergan-
genheit bis vor ¢t und beziiglich einem Ereignis bei ¢ nicht von # abhéngt.

In Beispiel 2.2.3 liegt nicht-informative Zensierung vor, wenn die Eintritts-
zeiten nicht von 6 abhéngen. In Beispiel 2.2.4 und Beispiel 2.2.5 ist die
Zensierung nicht-informativ, wenn deren Verteilung nicht von # abhéngt.
In Beispiel 2.2.7 ist die Zensierung nicht-informativ, wenn die Zensierung
zufillig ist und die Verteilung der Zensierung in Abhéngigkeit von den Ko-
variablen nicht von # abhéngt.

Informative Rechts-Zensierung liegt beispielsweise vor, wenn konkurrierende
Todesursachen mit jeweils spezifischen Intensitdten von 6 abhéngen (siche
Beispiel 2.2.6). Auch das Koziol-Green-Modell (Koziol und Green 1976), bei
dem die Intensitdten von Ereignissen und Zensierungen proportional sind,
hat informative Zensierung. Statistiken, die nur auf L¢ beruhen, werden
nur bei informative Zensierung Information verlieren. Allerdings sind die
sinnvollsten Rechts-Zensierungs-Mechanismen nicht-informativ.

2.2.5 Links-Stutzen

Diese Art von Daten sind in Demographie und Epidemiologie sehr haufig.
Sie sollen an folgendem Beispiel illustriert werden:

Beispiel 2.2.9. Uberleben von insulin-abhingigen Diabetikern im Bezirk Fyn

Im dénischen Bezirk Fyn mit 450000 Einwohnern gab es am 1. Juli 1973
1499 Diabetiker. Am 1. Janner 1982 wurde mit Hilfe eines Sterberegi-
sters der Uberlebensstatus dieser Patienten bestimmt. Man wollte den
EinfluB von Alter und Dauer der Erkrankung auf das Uberleben untersu-
chen. Die Zeitskala beginnt mit der Erkrankung an Diabetes. Um eine
Verfilschung durch die Linge des Uberlebens (In Querschnittstudien haben
lingere Uberlebenszeiten eine grofiere Wahrscheinlichkeit, in die Studie auf-
genommen zu werden), sollen die Patienten nur vom 1. Juli 1973 bis zum



52 KAPITEL 2. MODELLE FUR ZAHLPROZESSE

1. Janner 1982 beziehungsweise bis zur Zeit der Emigration Informationen
beitragen konnen.

Da ein Diabetiker nur dann in die Studie aufgenommen wurde, wenn er am
1. Juli 1973 lebte, ist fir die Uberlebenszeiten X;, i = 1 = 1,...,n, die
relevante Verteilung die bedingte Verteilung von X gegeben X > V. Dabei
ist die Eintrittszeit V' die Dauer der Krankheit bis 1. Juli 1973. Dies ist ein
Beispiel fiir links-gestutzte Daten.

Man betrachtet wiederum einen multivariaten Zahlprozefl, der zu einem In-
dividuum gehort. Sei N = (N, : h=1,... k) definiert auf (2, F) mit Py~
Kompensator A? und IntensitiitsprozeB A\’ beziiglich der Filtrierung (F;) vom
Typ F; = Fo VN;. Es wird angenommen, daf} es eine grofiere Filtrierung
(Gt) 2 (Fr) gibt, mit der Eigenschaft, dafl der (P, (G:))-Kompensator von
N wiederum AY ist. Man betrachtet also nur unabhingiges Links-Stutzen
(analog zur unabhéngigen Rechts-Zensierung). Die grofiere Filtrierung (G;)
soll die zusétzliche zufillige Variabilitit enthalten, die durch die Stutzzeit
entstanden ist, so dal V' insbesondere eine (G;)-Stoppzeit ist. Sei A € Gy
mit Pys(A) > 0. Der ProzeB N, der bei V' gestartet wurde, ist definiert durch

yN(t) = N(t) = N(tA V). (2.2.14)

Es soll der Prozel N, gestartet zur Zeit V', beziiglich des Ereignisses A,
das vor V stattfindet, untersucht werden. Unter dieser bedingten Vertei-
lung heifit N links-gestutzter Prozefs. N hat wegen Proposition 1.5.2 den
Intensitatsprozef3

vA () = NIt > V)
beziiglich der Filtrierung (1 G;), gegeben durch
vO: =GtV Gy
und eine bedingte Verteilung P(fb, gegeben durch
Pjy(F) = Pps(F N A)/Pyy(A), F€F.
Wenn G, von der Form G, = Gy V N, ist, dann ist
v =Gy Vo{yN(u);0 <u<t}.

Die (P9A¢, (vgt))—bedingte Likelihood fiir N beziiglich Gy (die auch eine
partielle Likelihood ist, siehe unten), ist gegeben durch

vL(6) = ]I {HVAZ(t)Ath(” (1—vA(t) dt)l_AVN'(t)} . (2.2.15)

t>V h
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Analog zu rechts-zensierten Daten (siehe (2.2.9) und (2.2.10)) soll nun un-
tersucht werden, wie die Daten mit dem Fortschritt der Zeit verfiighar wer-
den. Unter der Bedingung, da3 A realisiert wurde, soll v N beobachtet wer-
den. Auflerdem soll es moglich sein, mit den verfiigbaren Daten den Inten-
sitétsprozeB v \? fiir jedes # € © anzugeben. Die beobachtete o-Algebra zur
Zeit t, t >V ist dann gegeben durch

Vf;tc = U{VN(u)a V<u< thﬁ(t)}
mit
vL(t) = {vX(u);0 € ©;V <u<t}.

Aufgrund des Erneuerungssatzes Satz 1.5.3 ist A’ auch der (Vﬂc,Pé‘;ﬁ)—
Intensitétsproze von N und (2.2.15) ist eine partielle Likelihood beziiglich
(vF)-

Beispiel 2.2.10. Zufilliges Links-Stutzen einer Uberlebenszeit

Gegeben sei eine Zufallsvariable X > 0 mit Hasardfunktion af%. Sei N(t) =
Nx(t) = I(X <t) und sei (V;) die von Ny erzeugte Filtrierung. Sei V' > 0
unabhéngig von X mit einer Verteilung, die von ¢ abhéngt. Sei ein bivariater
Zahlprozefl mit Komponenten (Nx, Ny), Ny(t) = I(V < t) gegeben. Sei
(G;) dessen selbsterzeugte Filtrierung. Der (G;)-IntensitéitsprozeB A% von
Ny beziiglich der gemeinsamen Verteilung Py von X und V ist (vergleiche
Beispiel 2.2.5)

AE (1) = Ny (1) = a& ()1 (t < X).

Das ist der selbe IntensitéitsprozeB, wie beziiglich (N;). Wenn das Ereignis
A = {X > V} positive Wahrscheinlichkeit hat, dann ist der Intensitétsprozef3
des links-gestutzten Prozesses yNx(t) = Nx(t) — Nx(t A'V') beziiglich der
bedingten gemeinsamen Verteilung Pé‘é, von X und V gegeben A

A (t) = v X% () = oS (I(V < t < X).

Daher ist zufilliges Links-Stutzenunabhéngig und erhélt die multiplikative
Struktur des Intensitétsprozesses. Insbesondere hingt der Intensitétsprozef3
nur von # ab. Die bedingte (beziiglich V') beziehungsweise partielle Like-
lihood fiir yy Nx beziiglich der bedingten Verteilung gegeben X > V ist wegen
(2.2.15)

vIL(0) = ﬂ (M&(z&)AVNX“) (1= vX%() dt)l_AVNX(t))

t>V

— a%(X) exp (— | et dt) — S4(X)a (X)/S4 (V).
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2.3 Verallgemeinerte Zensierung, Filterung
und Stutzen

Die Rechts-Zensierung ist die Beschrinkung der Beobachtung von N; auf ein
Intervall E; = [0, U;]. Beliebige Teilmengen F; von 7 als Beobachtungspléne
sind denkbar. Links-Zensierung entspricht einer Menge E; = (V;, 7|, V; > 0.
Im Unterschied dazu wird beim Links-Stutzen der Zahlproze3 N; bei V; nur
unter der Bedingung gestartet, dafl vor V' ein Ereignis stattgefunden hat.

Ganz allgemein kann man Zensierung auf zufélligen Intervallen definieren
durch

j=1
wobei 0 <V}, < U, <--- <V, <U,; <.

Bei der Filterung des Zahlprozesses werden keine Ereignisse registriert. Ein
Beispiel dafiir ist ein Markov-Proze3 mit den beiden Zustdnden krank und
gesund. Der Patient wechselt zwischen diesen beiden Zustdnden. Wenn der
Patient im Intervall [0, Uy;] und (Vay, Uy, Uy; < Va; beobachtet wird, dann
ist zwar am Ende der Zeit ohne Beobachtungen der Zustand des Patienten
bekannt, aber nicht, wie oft der Zustand gewechselt hat. Wenn der Patient
zensiert worden wére, dann wire am Ende der Zensierungszeit die Anzahl
der Ereignisse bekannt, die in der Zwischenzeit stattgefunden haben.

Dies motiviert die Einfithrung eines Zensierungs- und Filterungs-Prozesses
C durch C; = I(t € E;) und eines gefilterten Zahlprozesses durch

NE(t) = /0 Ci(ur) AN (u).

Wenn man sich auf unabhdingige Filterung beschrankt, dann kann man die
Existenz einer Filtrierung (G;) O (F:) annehmen, sodafl N = (Ny,...,N,)
beziiglich der beiden Filtrierungen den gleichen Ppy-Kompensator A? hat.
Die U;; und Vj; sollen (G;)-Stoppzeiten sein, so dafl die C; (G;)-vorhersagbar
sind. Dann ist der Pys-Kompensator von Nf beziiglich (G;)

AS(t,0) = / t Cy(u) dAs(u, ).

Die Daten, die zur Verfiigung stehen, seien X, und N¢. Fiir eine Menge E;
der Form (2.3.1) werden auch die V}; und Uj; beobachtet, wenn sie vor der Ab-
sorptionszeit 7; eintreten. Wenn die Absorptionszeit nicht beobachtet wird,
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das heiit 7, € (Uj;, Vit1,], dann beobachtet man auch das kleinste Vj; mit
Vji > 7;. Bei Zensierung werden auch die Werte von N; bei der Eintrittszeit
Vi registriert, bei Filterung werden sie hingegen nicht beobachtet.

Es soll jedoch angenommen werden, dafl A¢(¢, 0) fiir jeden vorgegebenen Wert
von 6 berechnet werden kann. Betrachtet man diese Daten als markierten
Punkt-Proze N*, dann kann man die Likelihood LX(6, ¢) beziiglich der Fil-
trierung (Fy), die durch N* erzeugt wird, angeben. Die partielle Likelihood
fiir N¢ ist (vergleiche (2.2.13))

LE(0) = H T dasce, 0)2® (1 — dAs(z, 0)) ~2% . (2.3.2)

teT i

Wenn nur die partielle Likelihood L¢ fiir die Schétzung herangezogen wird,
dann wird Information iiber Marken von N* und iiber vorhergehende Er-
eignisse, deren Zeit nicht bekannt ist, verloren gehen. Ublicherweise werden
diese Marken Information iiber 8 enthalten, sodafl der Filter-Proze8 als infor-
mativ fiir 0 bezeichnet wird. Ansonsten ist der Filter-Prozefl nicht-informativ

fiir 6 und L¢(6) ist die Likelihood fiir 6.

In einem Extrembeispiel der Intervallzensierung wird nur ein diskretes Skelett
des Prozesses N beobachtet zu Zeiten 0 = 19 < 7y < --- < 7. < 7. Da man
mit Wahrscheinlichkeit 1 niemals einen Sprung beobachten wird, wird der
beobachtete ProzeB auf nichts reduziert, die partielle Likelihood L$(0) = 1
ist konstant.

2.4 Teilweise spezifizierte Modelle

Bei unabhéngiger Zensierung oder Filterung kann man eine partielle Like-
lihood fiir 8, den zu schétzenden Parameter, anschreiben, die die selbe Form
hat, wie die Likelihood fiir die vollstéandigen Daten und nicht vom Nebenpa-
rameter ¢ abhéngt. Deshalb kann die Likelihood berechnet werden, ohne dafl
man ein Modell fiir den Zensierungsmechanismus angeben mufl. Man kann
die Zensierungen so behandeln, als hétten sie zu fixen Zeiten stattgefunden.

Auch Gebrechlichkeits-Modelle (siehe 2.5) und marginale Modelle (siehe 2.6)
sind teilweise spezifizierte Modelle.

Das Cox-Modell 2.1.2 ist deswegen nur teilweise spezifiziert, weil es fiir gege-
bene Kovariable geschitzt werden kann, ohne dafl man deren Verteilung an-
geben mufl. Allerdings sind die Kovariablen im allgemeinen Fall zeitabhéngig
und nicht fest beziiglich Fj, aber auch zeitabhéingige Kovariable kénnen
beziiglich Fy deterministisch oder fix sein.
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Beispiel 2.4.1. Uberleben von insulin-abhéingigen Diabetikern

Das Problem wurde schon in Beispiel 2.2.9 beschrieben. Die Zeitskala ist
darin das Alter des Patienten, wiahrend das Alter bei der Diagnose eine zeit-
unabhéingige Kovariable ist. Der Intensitétsproze des Ereignisses ,, Tod“
kann auch von der Kovariablen ,,Dauer der Erkrankung® abhéngen, die aus
dem Alter bei der Diagnose berechnet werden kann. Daher ist der stochasti-
sche Prozel Z;(t) =,Dauer der Erkrankung bei Patient ¢ zur Zeit t* an die
Filtrierung (v Fy), die durch die Daten erzeugt wird, angepaft.

Eine zeitabhéingige Kovariable wie in diesem Beispiel wird als definierte
zeitabhdingige Kovariable bezeichnet. Die (partielle) Likelihood bleibt un-
verdndert und die Analyse kann so durchgefiihrt werden, als wéiren die Pfade
im voraus fixiert worden.

Dariiberhinaus gibt es wirklich zufdillige Kovariable in dem Sinn, daf3 die Pro-
zesse Z;(+), i =1=1,... ,n, nicht automatisch an die betrachtete Filtrierung
des Zahlprozesses angepafit sind. Dabei werden Hilfskovariable und interne
Kovariable unterschieden. Eine Hilfskovariable ist beispielsweise die Luftver-
schmutzung bei einer Studie iiber Asthma-Anfille. Interne Kovariable sind
beispielsweise Laborbefunde, die in der Beobachtungszeit von den Patien-
ten erhoben wurden und prognostisch relevante Information iiber Patienten
enthalten.

Derartige Kovariable werden durch Vergrolerung der Filtrierung in das Mo-
dell des Zéhlprozesses einbezogen. Eine Moglichkeit ist es, das ganze Sy-
stem der unzensierten Beobachtungen als markierten Punkt-Prozel Ny zu
betrachten. Darin gehoren innovative Marken zu Ereignissen, die Gegen-
stand der Untersuchung sind, wahrend nicht-innovative Marken insbesonde-
re Anderungen der Kovariablen betreffen. Allerdings konnen durch Marken
eines Punkt-Prozesses nur treppenformige Pfade von Kovariablen modelliert
werden. Fiir deterministische Kovariable sind kontinuierliche Anderungen
weiterhin zuléssig.

Uber den vollstéindig beobachteten ProzeB N, mit Filtrierung (F;) soll nun
ein Zensierungs- und Filterungsprozefi C' gelegt werden, der an eine groflere
Filtrierung (G;) angepaflt ist. Auf diese Weise wird ein zensierter beziehungs-
weise gefilterter markierter Punkt-Prozefl N}, erhalten. Nur ein Teil N¢ davon
zéhlt die Ereignisse, die Gegenstand der Untersuchung sind. Dariiberhinaus
erhdlt N¢ die innovativen Marken. Es wird angenommen, dafl man mittels
N7 fiir jeden Wert von 6 den (FPpy, (G:))-Kompensator von N¢ angeben kann.

Sei (Ff) die Filtrierung, die durch die Daten N} erzeugt wird. Die volle
Likelihood L%(6, ¢) von N beziiglich (Ff) kann in eine partielle Likelihood
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L<(0), die auf N¢ beruht und nicht vom Neben-Parameter ¢ abhéingt, und
einen zweiten Faktor L”(6, ¢) zerlegt werden, der moglicherweise nicht mehr
von ¢ abhangt. Daher kann die statistische Schitzung auf L¢ allein beruhen,
ohne den Zensierungsmechanismus oder den Kovariablen-Prozefl zu model-
lieren. Wenn jedoch der zweite Faktor tatsichlich von € abhéngt (die Zensie-
rung oder der Kovariablen-Prozef sind informativ), dann ist die statistische
Schitzung mittels voller Likelihood L(0, ¢) effizienter.

Ein partiell spezifiziertes Modell, bei dem nur der (F;)-Kompensator Aj§ von
N¢ angegeben wird, hat nur beschrankte Vorhersagefahigkeit. Insbesondere
sind zeitabhéngige Kovariable nicht erfafit. Wenn man sie beriicksichtigen
will, mufl man die entsprechenden Marken als innovativ betrachten und die
entsprechenden Parameter der Verteilung 6 statt ¢ zurechnen. Auch das
Modell der konkurrierenden Risiken hat eingeschrankte Vorhersagefdhigkeit.

Oft werden zeitabhéingige Kovariable nicht beobachtet, sodafl nicht einmal
die partielle Likelihood L¢ berechnet werden kann. Das ist oft der Fall bei
Modellen fiir Erkrankung und Tod (Beispiel 2.1.4). Wenn der Ubergang von
Zustand 1 in Zustand 2 von der zeitabhédngigen Kovariablen Z(t) = t—T, das
ist die Aufenthaltsdauer in Zustand 1 zur Zeit ¢, abhéngt, dann ist bei jeder
Eintrittszeit V > T der Wert von T" unbekannt und Z(t) nicht beobachtbar.

2.5 Gebrechlichkeits-Modelle

Es sollen Modelle betrachtet werden, in denen der Intensitétsprozel von ei-
ner nicht beobachtbaren Zufallsvariablen abhéngt, die multiplikativ auf die
Intensitdt wirkt. Bei der Analyse von Ausfillen oder Tod kann diese Zufalls-
variable als Gebrechlichkeit (englisch: frailty) oder Anfélligkeit fiir Unfille
und dhnliches interpretiert werden. Mehrere Komponenten des Zidhlprozesses
konnen den selben Wert der Gebrechlichkeits-Variablen teilen, so dafl eine
positive statistische Abhéangigkeit zwischen den einzelnen Komponenten in-
duziert wird. Der Begriff wurde von Vaupel, Manton und Stallard (1979)
eingefiihrt.

Die Darstellung beruht auf (Andersen et al. 1993, pp 660). Gebrechlich-
keits-Modelle werden kurz vorgestellt, da sie in gewissen Anwendungen ei-
ne Alternative zu marginalen Modellen sind. Gamma- und positiv stabile
Gebrechlichkeits-Modelle werden aber als Variante bei der Simulation von
abhiingigen Uberlebensdaten behandelt (siehe 6.1). Es wird hier nicht auf
die Schétzung von Gebrechlichkeits-Modellen eingegangen.

Man betrachtet den multivariaten Zahlproze3 N mit Komponenten N;;.
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Komponenten mit dem selben ersten Index ¢ haben den selben Wert der
Gebrechlichkeits-Variablen Z;. Man denke bei i an einen Wurf in einem Tier-
experiment, h ist ein Stratum (zum Beispiel eine Behandlungsgruppe) und [
sind Individuen innerhalb einer Familie beziehungsweise eines Stratums. Es
wird keine Balanzierung des Designs verlangt.

Beispiel 2.5.1. Gebrechlichkeits-Modell mit k Stichproben
Der Zé&hlprozef3

N:(Nzhl 221:1, ,n,hzl, ,k,lzl, ,nih)
habe Intensitéatsprozefl
Nint(t) = Z;Yim(t)an(t).

Konkret konnte der Zusammenhang zwischen gewissen Individuen dieses k-
Stichproben-Modells beispielsweise in einer Uberlebensstudie einer Anzahl
von n Familien mit k£ = 4 bestehen, wobei fiir die Miitter h = 1, n;; = 1, fiir
die Viter h = 2, n, = 1, fiir die Tochter h = 3, n;3 = 0,1,2,... und fiir die
Sohne h =4, n;yy =0,1,2,... gilt.

Eine andere Anwendung wire gegeben durch eine Wurf-geschichtete Studie,
bei der ein Individuum (h,l) in Wurf ¢ Behandlung h, h = 1,...  k erhélt
und die Individuen [ =1, ... ,n; vom gleichen Wurf abhéngig sind.

Beispiel 2.5.2. Gebrechlichkeit im Regressionsmodell fiir das relative Risiko

Das Regressionsmodell in 2.1.2 kann fiir beobachtbare zeitabhéngige Ko-
variable X, (t) und einen Wert der Gebrechlichkeits-Variablen Z; gegeben
werden durch

Aihl(t) = Zi}/ihl@) exp {ﬁTthl(t)} Oého(t). (251)

Wie im vorhergehenden Beispiel, kann damit die Abhéngigkeit von Indivi-
duen beriicksichtigt werden.

Eine univariate Version (also k& = 1 und n; = 1) dieses Modells ist ein
Cox’sches Regressionsmodell, in dem einige zeitunabhéngigen Kovariablen
Xy, X mit Regressionskoeffizienten 4, . .. , 7, entfallen oder nicht be-

obachtet wurden, so dafl

Zi =exp (mXii+ -+ YmXmi) -

Diese Ansitze sind insofern einschrinkend, als der Gebrechlichkeits-Parame-
ter multiplikativ auf den Intensitatsprozefl wirkt und pro Familie ¢ nur ein Ge-
brechlichkeits-Parameter Z; vorgesehen ist, obwohl denkbar wére, daf} es fiir
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jeden Typ von Ereignis einen eigenen Wert des Gebrechlichkeits-Parameters
gibt. Zumeist ist das Modell nur unter bestimmten Annahmen iiber die
Verteilung von Z schétzbar.

Zur weiteren Entwicklung des Modells wird auf den Fall £ = 1 und n;; = 1
eingeschrénkt, da er von der Schreibweise her leicht zu behandeln ist und die
Verallgemeinerbarkeit offensichtlich ist. Das Modell umfafit daher den mul-
tivariaten Zéahlproze N = (Ny,..., N,) mit Intensitiatsprozefl A mit Kom-
ponenten von der Form

M) = ZYi(Da(t). (2.5.2)

Darin ist Y; ein beobachtbarer, vorhersagbarer Prozef3, o eine Hasardfunktion
und Z; eine nicht beobachtbare Zufallsvariable. Die Komponenten werden
zu Vektoren Y und Z zusammengefaft.

Das Schétzproblem kann als Schétzung von fehlenden Werten aufgefalt wer-
den. Die vollstédndigen Daten bestehen aus dem Tripel N, Y und Z, wahrend
die unvollstdndigen Daten nur aus N und Y bestehen. Bei vollstdndigen Da-
ten kann Z in Y aufgehen, sodafl ein Standardproblem mit multiplikativen
Intensitaten vorliegt (vergleiche (2.1.7)). Die Schétzung der Gebrechlich-
keits-Verteilung ist unabhéngig von der Schatzung der Hasardraten moglich.
Bei Skalenparametern der Gebrechlichkeits-Verteilung kann ein Identifikati-
onsproblem auftreten(siche 6.1.2).

Die Intensitdt (2.5.2) impliziert, dafl der nicht beobachtbare Zufallsvektor
Z Go-meBbar in der Filtrierung (G;), beziiglich der die Intensitdt von N
definiert wurde. Bei der Berechnung von Likelihoods mufl man auf Inten-
sitdten zuriickgreifen, die beziiglich kleinerer Filtrierungen definiert wur-
den, die von den Daten erzeugt werden, wie zum Beispiel die Filtrierung
(F:) = (6 {N(s),Y(s),s <t}). Dieser Schritt ist auf einfache Weise dann
moglich, wenn eine Produkt-Struktur angenommen wird. Diese Bedingung
ergénzt das Modell (2.5.2). Da Z aufgrund von (2.5.2) implizit Go-meBbar
ist, wiirde man gerne haben, dafl beziiglich Z = z, der Intensitiatsprozefi A
von N gegeben ist durch

Ai(t) = zYi(t)a(l) (2.5.3)

Wenn man die bendttigte Struktur gleich in das Modell einbaut, dann
kann der mathematische Aufwand klein gehalten werden. (Sonst wird die
Blackwell-Theorie benotigt (Jacobsen 1982).) Sei daher (€,G’,(P))) der
natiirliche Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem Z definiert ist: Es ist dies
der n-dimensionale euklidische Raum mit der Borel’schen o-Algebra. In der
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nachstehenden Produktkonstruktion wird die Schreibweise Z = w' verwen-
det. Sei (Q",(G/), (P,)) ein gefilterter Wahrscheinlichkeitsraum mit einer
Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien und einem multivariaten Zahlprozef3
N, der so definiert ist, daf§ er unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf8 P, In-
tensitédtsproze A von der Form (2.5.3) hat. Sei w” = (N,Y). Der Pro-
duktraum (Q, (G;) , (P,a)) trégt das Wahrscheinlichkeitsmafl P,,, das durch
Mischung von P, uber z mit Wahrscheinlichkeit P) entstanden ist, also

o (A X B) f 4 Poo(B)dP)(2). Auf dem neuen Wahrscheinlichkeitsraum
smd sowohl Z als auch (N,Y) durch die selben Funktionen definiert, wie
die Koordinaten w = (w’,w”) in den urspriinglichen Réumen. Beziiglich der
Filtrierung (G;) mit G; = G’ ® G/ hat N die Intensitiat (2.5.2), wéihrend sie
beziiglich Z (z ist fix), oder beziiglich G’ ® {2”, 0} die Intensitét (2.5.3) hat.

Eine kleinere o-Algebra als (G;) ist gegeben durch (F;), wobei F; = {0} ®

. Daher kann F; mit G, identifiziert werden, die somit die Interpretation
der vom beobachtbaren Teil des Modells erzeugten Filtrierung hat. Die Fil-
trierung (G;) entsteht daraus dadurch, dafl man zur Zeit 0 die hypothetische
Beobachtung Z hinzufiigt.

Zum Zweck der Schiatzung wird nun angenommen, dafl « von einem Pa-
rameter 6 abhéingt. 6 kann euklidisch oder auch non-parametrisch, also
unendlichdimensional, sein. Waihrend bisher informative Zensierung nur
moglicherweise die Effizienz der statistischen Schétzung beeintriachtigte, ist
nun die Schéatzung der Verteilung von Z iiberhaupt nur bei nicht-informativer
Zensierung moglich. Der Grund dafiir ist, dafl iiber z integriert werden muf3,
damit man den beobachtbaren Teil des Modells erhélt.

Sowohl (2.5.2) als auch (2.5.3) kénnen nicht direkt fiir die Schétzung verwen-
det werden. Da die selbsterzeugte Filtrierung nur eine partielle Likelihood
erzeugt, liegt ein partiell spezifiziertes Modell vor (siehe 2.4). Wenn z in
den nicht spezifizierten Teilen des Modells z enthalten ist, dann kann nicht
bestimmt werden, was die volle Likelihood ist, nachdem {iiber z integriert
wurde (siehe auch Beispiel 2.2.7).

Sei nun G} vom Typ, der in 2.2, 2.3 und 2.4 behandelt wurde: Ein , grofer®
markierter Punkt-Prozef3; dessen Marken in innovative, die Spriingen von N
entsprechen, und nicht-innovative Marken, die unter anderem Zensierungen
(die Spriinge von Y') enthalten, unterteilt wurden. Dabei wurde schon auf den
beobachtbaren Teil eines noch gréfieren Prozesses eingeschrankt. Wenn nun
die bedingte Intensitét von NV tatséchlich durch (2.5.3) angegeben wird, dann
wurde darin schon die versteckte Annahme einer unabhéngigen Zensierung
gemacht:

Bedingung 2.5.1. Beziiglich Z = z ist die Zensierung unabhdngig.
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Fiir die weitere Analyse wird auch noch die folgende Bedingung benéotigt:

Bedingung 2.5.2. Fiir Z = z ist die Zensierung fiir z nicht-informativ.

Die partielle bedingte Likelihood von N ist dann

AP/, = ﬂ {H iz ()N D (1 = X (8) dt)lAN‘(t)} : (2.5.4)
t 7

Dabei ist Ain-(t) = z;Yi(t)a(t) und die Punkte kennzeichnen die Summe tiber
i=1=1,...,n. Als Funktion von z ist (2.5.4) proportional zur bedingten
Dichte der Daten (N, Y') beziiglich Z = z. Daher ist die bedingte Dichte von
7 gegeben die Daten aufgrund der Bayes-Regel proportional zur (partiellen)
Likelihood der vollstindigen Daten LY(«,n), das ist das Produkt von (2.5.4)
und der marginalen Dichte von Z:

L (a,n) = H {p(zi§ n) H (z:Yi(t) dA(£) 2 exp <_Zi /OTY;(S) dA(5)> } :
(2.5.5)

Dabei ist p(z;;n) die Dichte der Gebrechlichkeits-Verteilung. (2.5.5) ist bei
gegebenem 7 die volle beziehungsweise partielle Likelihood fiir o aufgrund
der Beobachtung von Z, N und Y. Dariiberhinaus ist es die volle margina-
le Likelihood beziiglich Z = z, wenn die Zensierung fiir o nicht-informativ
ist. Wenn man aus diesem Ausdruck z herausintegriert, dann erhélt man
entweder eine volle Likelihood fiir v aufgrund der Beobachtung von N und
Y oder die marginale partielle Likelihood. Aufgrund von Bedingung 2.5.2
ist die marginale partielle Likelihood gleich der partiellen marginalen Like-
lihood, das ist die partielle Likelihood fiir o aufgrund von N aus dem , mar-
ginalen“ oder ,,Experiment mit unvollstindigen Daten® (ohne Beobachtung
von Z)(Gill 1992). Dies gilt im allgemeinen, wenn der Zensierungsprozefl
keine Information iiber die Zufallsvariable enthélt, iiber die integriert wird.
Dasselbe gilt fiir 7: Wenn fiir Z = z die Zensierung keine Information iiber
n enthélt, dann ist (2.5.5) die volle Likelihood fiir die ,,vollstindigen Daten*
Z, N und Y. Durch Herausintegrieren von z erhélt man die volle Likelihood
aufgrund der ,,unvollstéindigen Daten“ N und Y. Wenn (2.5.5) eine partielle
Likelihood ist, dann liegt aufgrund von (Gill 1992) nach Integration iiber z
eine partielle (marginale) Likelihood fiir 7 vor.
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Die marginale partielle Likelihood ist

() =] [ T evioaam) >

exp (—Zi /0 Yi(s) dA(s)) p(zin) dzi. (2.5.6)

Die ganze Konstruktion fiir die beobachtbaren Daten des Gebrechlich-
keits-Modells ist im Ergebnis identisch mit der Spezifikation des Inten-
sitdtsprozesses /\f;a von N beziiglich der von den beobachteten Daten er-
zeugten Filtrierung als eigenstdndiges Modell. Im nachhinein koénnte die
Darstellung der Likelihood (2.5.6) als Resultat der Integration tiber eine Ge-
brechlichkeits-Verteilung als Motivation fiir die spezielle Form der Likelihood

aufgefaf3t werden.

Diese Art der Betrachtung ermoglicht es, unter Annahme von I'-verteilter
Gebrechlichkeit, die Nullhypothese eines Skalierungsparameters 0 zu testen,
der am Rand des Parameterbereichs liegt, da im marginalen Intensitétsprozef3
auch negative Werte des Skalierungsparameters zuléssig sind (Andersen et al.
1993, p. 667).

2.6 Marginale Modelle

Der marginale Ansatz ist eine weitere Moglichkeit zur Modellierung von
Daten, die durch Gruppenzugehorigkeit voneinander abhingig sind. Das
Konzept geht auf (Liang und Zeger 1986) zuriick, wo eine Methode angege-
ben wurde, wie im verallgemeinerten linearen Modell bei abhéingigen Daten
mittels (konsistenter) Schétzgleichungen und Gewichtsfunktionen konsisten-
te Parameterschiatzung moglich ist. Dabei mufl nur die marginale Verteilung
der Daten eines Gruppenmitglieds spezifiziert werden. Diese Schétzmethode
kann auch auf Ereignisdaten angewendet werden. Allerdings will man die Me-
thode mit multivariaten Zahlprozessen formulieren, da dadurch das Problem
der unvollstéindigen Daten, also Zensierung und Filterung, besser behandelt
werden kann.

Seien Zahlprozesse Ny, i = 1,... ,n, k = 1,..., K gegeben. Ziahlprozesse
mit dem selben Index ¢ sind voneinander abhéngig, wihrend Prozesse
mit unterschiedlichem erstem Index unabhéngig sind. Die Zahlprozesse
N1, -+, Nijx mit dem selben Index k werden als zum selben Haufen gehorig
betrachtet. Diese Bezeichnung ist jedoch nicht vorteilhaft, wenn verschiedene
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Arten von Ereignissen beim selben Individuum ¢ indiziert werden und wird
in diesem Fall daher nicht verwendet.

In vielen Anwendungen ist diese Abhéngigkeit innerhalb des Haufens nicht
von Interesse, aber aufwendig zu modellieren. Sie soll daher nicht in den

Schétzer eingehen. Ein solcher Schétzer ist dann jedenfalls kein Maximum-
Likelihood-Schéatzer.

Betrachtet man jeweils nur das k-te Individuum fiir 7 = 1,... ,n, dann sind
die Daten unabhéingig und diese ,marginale Sichtweise stimmt mit einem
Modell mit unabhéngigen Beobachtungen iiberein. Das ist der Ausgangs-
punkt fiir die folgenden Definitionen:

Fiir einen festen Index k seien die Zahlprozesse IV unabhéngig. Der mul-
tivariate Zéhlproze Ny = (Nik, ..., Nnk) erzeugt die Filtrierung (./\/'t(k)

Eine Zufallsvariable X\" erzeuge die o-Algebra F\". Sei FF = v NP,
Sei (Qt(k)> D) <ft(k)> eine Filtrierung, beziiglich der ein Filterungsprozefl
C’i(k) vorhersagbar ist (siehe (2.3)). Wenn man sich auf unabhéngige Fil-
terung beschrinkt, dann ist der FPy,-Kompensator beziiglich (.7-",5“) und

(gt(k)> jeweils A(k)(-, 6). Der Kompensator des gefilterten Prozesses NG (t) =
fo (1) AV (u) ist dann

A (£, ) = / " Cun() A, 0). (2.6.1)

Die Daten umfassen Xék), Ny und weitere Angaben iiber Zensierung, Stutzen

und Filterung. Dariiberhinaus kénnen Angaben als Marken vorliegen, der
entsprechende markierte Punkt-Prozef wird mit N} bezeichnet. Sei L
die marginale Likelihood beziiglich (ft(k)c). Dann ist die partielle marginale

Likelihood gegeben durch (vergleiche mit (2.3.2)):

_ (k)c
k’)C HH dA t 0 AN<) (1 . dA(k)c<t,9))l ANE(t) . (262)

te7T i

Das marginale Modell kann auch dann angewendet werden, wenn ein In-
dividuum mehrere Ereignisse erfahren kann und zuwenig Information zur
Verfiigung steht, um den multivariaten Zdhlprozel addquat zu modellieren
(siehe Beispiel 2.6.2).

Beispiel 2.6.1. Eine Ribavirin-Studie
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In (Wei, Lin und Weissfeld 1989) wird folgendes Beispiel gegeben: In ei-
ner randomisierten klinischen Studie wurden Patienten mit AIDS (englische
Abkiirzung fiir ,,acquired immune deficiency sydrome*) zufallsgesteuert den
3 Behandlungen Placebo, niedrig dosiertes Ribavirin und hoch dosiertes Ri-
bavirin zugewiesen. Die Wirksamkeit von Ribavirin gegen Retroviren sollte
gezeigt werden. 4, 8 und 12 Wochen nach Behandlungsbeginn wurden je-
weils Blutproben genommen, und in regelméaffigen Abstdnden wurde aus dem
Serum der Gehalt an p24-Antigen bestimmt. Aus der Dauer bis zur Nach-
weisbarkeit des Virus in der Probe wurde auf den Virusgehalt geschlossen.
Fehlende Werte entstanden dadurch, dafi die Patienten fiir die Probenahme
nicht verfiighar waren, oder weil es keine Messung gab, da die Probe verdor-
ben war, oder weil das Virus in der Probe lédnger als 4 Wochen lang nicht
nachweisbar war.

Da aus der Dauer bis zum Virusnachweis auf die Stérke der Erkrankung des
Patienten geschlossen werden soll, soll ein Modell dafiir angegeben werden.
Mittels eines Gebrechlichkeits-Modells kénnte die Abhéngigkeit der Werte
eines Patienten modelliert werden, da man annehmen koénnte, daf es inner-
halb der Patienten einer gewisse Verteilung der Stérke des Virus-Befalls gibt,
der sich multiplikativ auf die Hasardfunktion der Dauer bis zum Virusnach-
weis auswirkt. Allerdings sind auch viele andere multivariate Verteilungen
moglich.

Betrachtet man jeden Zeitpunkt der Probenahme als eigenes Modell, so kann
man den Vergleich der Behandlungsgruppen in einem Cox-Modell mit der
Gruppenzugehorigkeit als Kovariable modellieren. Mit Hilfe von marginalen
Schéitz- und Testmethoden kann ein statistischer Test angegeben werden fiir
die Nullhypothese, daf sich die 3 Gruppen in keinem der 3 Zeitpunkte der
Probenahme unterscheiden.

Das Cox-Modell fiir die Zeitpunkte & = 1, 2,3 enthélt 2 Indikator-Variable
Z1 und Z, fiir die Zugehorigkeit zur Behandlungsgruppe. Sei Xék) =7 =
(Z1,Z5). Der erste Index i bezeichnet das Individuum, der zweite In-
dex k bezeichnet den Zeitpunkt der Probenahme. Der marginale Inten-
sitatsprozeB ist dann A\ (¢, Ox) = I (X < t)aék) (t)exp {8} Ziv}. Fehlende
Werte wegen nicht vorhandener oder verdorbener Blutprobe werden als un-
abhéngige zufillige Rechts-Zensierung betrachtet (Beispiel 2.2.4), wihrend
die Rechts-Zensierung nach 28 Tagen eine Zensierung vom Typ I ist (Bei-
spiel 2.2.1). Bezliglich der von den beobachtbaren Daten erzeugten Filtrie-

rung (ka)c) ist der Intensitatsprozef fiir die Nachweisbarkeit vor Zensierung

(das ist der ,zensierte ZahlprozeB“) XS (¢,0r) = Y;—k(t)oz(()k) (t) exp {3 Zix }-
Der Indikator-Prozef Y;; steht fiir die Beobachtbarkeit des Beginns der Nach-
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weisbarkeit von p24-Antigenen. Die partielle marginale Likelihood berechnet
sich dann aufgrund von (2.6.2). Der Effekt von Ribavirin kénnte dann durch
einen Test fiir die Nullhypothese 5, = 0 fiir £ = 1,2, 3 gepriift werden. Als
Alternative dazu kommt auch ein in (Wei et al. 1989) gegebener marginaler
multipler Test in Frage.

Beispiel 2.6.2. Studie iber kolorektales Karzinom

Dieses Beispiel wird in (Lin 1994) angegeben. Der Effekt von adjuvanter
Therapie mit Levamisol und Fluorouracil auf Patienten mit reseziertem ko-
lorektalem Karzinom soll untersucht werden. Sowohl Rezidiv' als auch die
tumorbezogene Uberlebenszeit sind als ZielgroBen von Interesse.

Es kann nicht ausgeschlossen werden, dafl Patienten, die ohne Rezidiv ver-
sterben, Information iiber Rezidiv tragen. Sie werden daher in der Analyse
der Rezidive nicht als Zensierungen, sondern als Ereignisse betrachtet. Man
erhilt die tumorfreie Uberlebenszeit.

Tumorfreie Uberlebenszeit und Tod am Tumor werden getrennt modelliert.
Die Zugehorigkeit zu einer Behandlungsgruppe wird durch zeitunabhéngige
Kovariable im Cox-Modell erfafit. Auch prognostische Faktoren konnen in
das Modell einbezogen werden. Wie im vorhergehenden Beispiel wird fiir
jede Art von Ereignis eine eigene Hasardrate angenommen.

j = 1 beziehe sich auf tumorfreies Uberleben, withrend j = 2 sich auf Tod
durch Tumor bezieht. Y;;(¢) ist ein Indikator dafiir, da8 Patient i der Risi-
komenge fiir das Ereignis j angehort. Bei j = 1 ist dies das Minimum der
Zeit von der Operation bis zum Rezidiv, bis zum Tod, und bis zum Ende
der Beobachtungszeit von Patient i. Analog ist die Zugehérigkeit zur Risi-
komenge fiir j = 2 definiert durch die Zeit von der Operation bis zum Tod
mit Tumor beziehungsweise dem Ende der Beobachtungszeit. N}, springt bei
der Beobachtung eines Rezidivs oder des Todes vor Rezidiv beziehungsweise
beim Tod des Patienten nach Rezidiv, und ist danach jeweils absorbiert. Das
Modell mit proportionalen Hasardraten ist gegeben durch

Xi(t, By) = Vi (A (1) exp {B] Zij } -

Z;; enthdlt Angaben iiber die Gruppenzugehorigkeit des Patienten und Wer-
te von prognostischen Faktoren die zur Zeit der Operation bekannt sind.
Zumeist wird in einer derartigen Anwendung Z;; = Z;, gelten.

IEin Tumorrezidiv ist das Wiederauftreten eines histologisch gleichartigen Tumors
am gleichen Ort oder im gleichen Organ nach vorausgegangener radikaler Behandlung
(Pschyrembel 1994)
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Beispiel 2.6.3. GCD-Studie

Auch dieses Beispiel wird in (Lin 1994) angegeben. Bei der septischen Gra-
nulomatose (engl.: chronic granulomatous disease, abgekiirzt GCD), einer
vererbten, seltenen Storung des oxidativen Metabolismus der Granulozyten,
kommt es zu wiederholten pyogenen Infektionen, die tédlich sein konnen. Zur
Priifung der Wirksamkeit von Gamma-Interferon bei der Behandlung dieser
Storung wurde eine placebo-kontrollierte klinische Studie durchgefiihrt.

In der fiir die Beurteilung des Behandlungseffekts mafigebenden Analyse wur-
de nur die Zeit bis zur ersten Infektion ausgewertet. Da die Arzte jedoch
eigentlich die Wirkung auf die Hdufigkeit von Infektionen untersuchen woll-
ten, wurde nach einer dafiir addquaten Analyse gesucht. Ein Modell mit
multiplikativen Intensitéten (siehe Seite 37) wie in (Andersen und Gill 1982)
beriicksichtigt keine Anderungen der Hasardrate durch vorhergegangene In-
fektionen. Eine zeitabhéingige Kovariable, die bis 60 Tage nach einer In-
fektion 1 ist und sonst 0, konnte diesen Effekt beriicksichtigen. Allerdings
erscheint die Annahme eines derartigen Effekts willkiirlich.

In (Lin 1994) wird vorgeschlagen, analog zum vorhergehenden Beispiel, die
erste, zweite und dritte Infektion jeweils als verschiedene Typen von Ereig-
nissen zu betrachten. Die Zeit bis zum Auftreten der k-ten Infektion ist
dabei die zu modellierende Zufallsvariable. Der Regressionsparameter des
Cox-Modells fiir die Indikatorvariable der Behandlungsgruppe wird fiir jede
Infektion getrennt geschétzt. In einer Modellvariante wird fiir alle Infektio-
nen ein gemeinsamer Parameter fiir den Behandlungseffekt angenommen.

Auch ein Gebrechlichkeits-Modell kénnte hohere individuelle Anfélligkeit fiir
Infektionen berticksichtigen.

Beispiel 2.6.4. Retinopathia diabetica

In einer klinischen Studie wurde bei Patienten mit Retinopathia diabeti-
ca zuféllig ein Auge ausgewéhlt und durch Photokoagulation mittels Laser
behandelt. Es sollte untersucht werden, ob mit dieser Therapie die Erblin-
dung des Auges hinausgezogert werden kann. Dazu wurden die Patienten
nach der Operation durch mehrere Jahre beobachtet, um den Zeitpunkt des
Erblindens eines Auges festzustellen. Es wird angenommen, dafl es einen
Zusammenhang bei der Erblindung der beiden Augen eines Patienten gibt
(nach Lin (1994)).

Beispiel 2.6.5. Schizophrenie-Studie

In einer genetisch-epidemiologischen Studie wurden 487 verwandte ersten
Grades von 93 weiblichen Probanden einbezogen (1 bis 12 Verwandte pro
Proband) (Lin 1994). Unter anderem wurde untersucht, ob das Risiko einer
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affektiven Erkrankung (Depression, Manie oder beides) eines Verwandten
vom Alter des Patienten beim Ausbrechen von Schizophrenie beim Proban-
den abhéngt.

Das Alter des Probanden geht durch eine Indikatorfunktion ein (1 fiir Alter
unter 16 und 0 fur Alter ab 16 Jahren). Das Geschlecht des Verwandten ist
eine weitere Kovariable. Die Verwandten eines Probanden werden als Haufen
betrachtet und durchnummeriert. Wie im vorhergehenden Beispiel werden
die Verwandten als austauschbar angesehen, so daf} fiir alle eine gemeinsa-
me marginale Hasardfunktion angenommen werden kann. Eine naheliegende
Zeitskala ist die Zeit ab Diagnose der Erkrankung beim Probanden. Die
Kovariablen wirken multiplikativ auf die zugrundeliegende Hasardfunktion

(Cox-Modell).
Beispiel 2.6.6. Reverschliisse nach PTLA

Okkludierte Beinarterien konnen durch perkutane transluminale Laser-
Angioplastie (PTLA) wieder durchgingig gemacht werden. In einer Studie
an der Medizinischen Universitatsklinik der Karl-Franzens-Universitat wur-
den 74 Patienten nach gelungenem Eingriff regelméfig klinisch und angiogra-
phisch untersucht. Ein klinischer Reverschluf$ ist dadurch definiert, dafl der
Patient befindet, dafl der Zustand wieder so schlecht ist, wie vor dem Eingriff.
Ein angiographischer Reverschluf$ liegt vor, wenn der behandelte Abschnitt
der Beinarterie in der Angiographie zu 100% verschlossen ist. Wenn die Arte-
rie sowohl klinisch als auch angiographisch verschlossen ist, dann wurde eine
Reintervention (nochmalige PTLA) durchgefiihrt, oder der Patient wurde
Bypass-operiert. Beim dritten Verschlufl wurde immer Bypass-operiert.

Die Fragestellung war, wie der Verlauf der Offenheitsrate bei den verschie-
denen Kriterien fiir Reverschliisse ist, und ob es Unterschiede zwischen den
Kriterien gibt. Die Kriterien sind der erste angiographische und klinische Re-
verschluf, sowie der zweite angiographische Reverschlufl nach Reintervention.
Fiir die Beobachtung eines dieser Ereignisse liegt zunéchst einmal progressive
Zensierung vom Typ I mit ,staggered entry“ vor. Fiir erstmalige klinische
und angiographische Reverschliisse ist das die einzige Moglichkeit der Zen-
sierung. Bei den klinischen und angiographischen Reverschliissen nach Re-
intervention kommt noch die Zensierung durch eine Bypass-Operation nach
erstmaligem Reverschlufl dazu. Es wird angenommen, dafl diese Zensierung
unabhéngig ist.

Der Verlauf der Offenheitsraten kann nun durch einen Schitzer der Uberle-
bensfunktion bestimmt werden. Beim Vergleich von solchen Verldufen mufl
die Abhéngigkeit bei Daten vom selben Individuum beriicksichtigt werden.
Die Daten fiir die 4 Verlaufe der Offenheitsraten werden so betrachtet, als
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wéren sie durch jeweils 4 Individuen, die zu einer Gruppe (Haufen) gehoren,
entstanden. Der Index 7 = 1 gehort dann zum Kriterium ,erster klinischer
Reverschluf3“ und so weiter.

Beispiel 2.6.7. Liegedauer von Teleskopkronen

In einer retrospektiven Kohortenstudie wurden an der Universitéitsklinik fiir
Zahn-, Mund- und Kieferheilkunde der Karl-Franzens-Universitit alle Pati-
enten, die Teleskopkronen erhalten hatten, zu einer Nachuntersuchung gebe-
ten (Jerebic 1996). Im Zuge dieser Nachuntersuchung wurde der Zahnstatus
und die Liegedauer der Teleskopkronen erhoben. Abgesehen davon, dafl auch
das Erscheinen zur Nachuntersuchung als unabhéngige Zensierung betrach-
tet werden kann, liegt progressive Zensierung vom Typ I vor (Beispiel 2.2.3).
Beziiglich der Liegedauer war der Einflul von Kovariablen, die den Typ der
Prothese, die Zahnhygiene, die Art des Zahnes und den Kiefer reprisentieren,
in ein Cox-Modell aufgenommen worden. Fiir alle Teleskopkronen wurde ei-
ne gemeinsame zugrundeliegende Hasard-Funktion angenommen. Das heif3t,
die Teleskopkronen eines Patienten wurden diesbeziiglich als austauschbar
angesehen, alle Unterschiede zwischen den Zahnen werden durch die Kova-
riablen erfafit. Eine entsprechende statische Modellierung und Analyse wird
in Kapitel 7 vorgestellt.

Beispiel 2.6.8. Mortalitit und diabetische Nephropathie (DN) bei insulinab-
hingigen Diabetikern

Dieses Modell wurde schon in Beispiel 2.1.4 vorgestellt. Es wird in (Andersen
et al. 1993, pp478ff) als Beispiel fiir das Cox-Modell bei multivariaten
Zihlprozessen gegeben. Die Ubergiinge sind h = 02, Tod ohne DN, h = 01,
Auftreten von DN und h = 12, Tod nach Auftreten von DN. Ein mogliches
Modell enthélt eine Indikatorvariable fiir das Geschlecht als Kovariable in ei-
nem Cox-Modell fiir einen multivariaten Zihlproze3 (Die Komponenten des
Zahlprozesses erfiillen jeweils ein Cox-Modell, 8 = (o1, Goz, F12)

ani(H)Y;(t) = anoYi(t) exp {8, Zni } - (2.6.3)

Das Modell ist als Markov-Prozef spezifiziert. Man kann jedoch zusétzlich
annehmen, dafl auch das Alter des Patienten, die Dauer der DN und auch
die Zeit, die bis zur Erkrankung an DN vergeht, Einfluf} auf die Intensitét
des Ubergangs von 1 nach 2 hat. In einem marginalen Modell wird fiir jedes
der 3 Ereignisse (Auftreten von DN, Tod mit DN und Tod ohne DN) jeweils
ein Cox-Modell geschétzt. Der Unterschied zum multivariaten Modell wirkt
sich erst dann aus, wenn die gemeinsame Verteilung der Schétzungen der
Regressionsparameter benotigt wird.



Kapitel 3

U-Statistiken

3.1 Definitionen

Ublicherweise werden U-Statistiken auf unabhingig identisch verteilte Zu-
fallsvariable angewendet. Dennoch konnen die wichtigsten Ergebnisse,
niamlich der zentrale Grenzwertsatz fiir U-Statistiken und der Jackknife-
Schétzer fiir die Varianz der U-Statistik auch fiir nicht identisch verteilt
Zufallsvariable gegeben werden (Puri und Sen 1971, Lee 1990).

In dieser Abhandlung werden p-dimensionale U-Statistiken bené6tigt. Es er-
scheint zweckmiéfig, die Kovarianz zweier vektor-wertiger Zufallsvariablen X
und Y durch Cov (X,Y) = E(X — EX)(Y — EY)' zu definieren und
unter der Varianz Var einer vektor-wertigen Zufallsvariablen Cov (X, X),
die iiblicherweise als Kovarianzmatrix bezeichnet wird, zu verstehen.

Ab nun sei Xi,...,X,, eine Stichprobe von unabhéngigen Zufallselementen
eines metrischen Raumes. Die Kernfunktion ¢ vom Grad k sei eine sym-
metrische Funktion mit £ Argumente und mit Werten in R?. Dann ist die
U-Statistik vom Grad k zum Kern v definiert durch

-1
U, = (Z) V(X X)) (3.1.1)
(noh)

Mit der Indexmenge (n,k) wird die Summe iiber alle (}) (ungeordneten)
Teilmengen von {1,...,n} vom Umfang k bezeichnet. Sei 0(iy,... i) =
E¢(Xi,...,X;,). Der Erwartungswert ist

-1
n . .
EU, = (k> (Zk)em,... Vi) (3.1.2)

69
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Seien nun S und 7" Teilmengen von {1,... ,n} vom Umfang k und ¢(S5) sei
der Kern ¢ angewandt auf die Zufallselemente mit den Indizes aus S als

Argumenten. Sei 0%(S,T) = Cov (¢(S),4(T)). Dann erhélt man

Var U, = (Z) Y3 o

(n,k) (n,k)

_ (Z) 1;; (i) (Z - ]z) 52, (3.1.3)

Darin ist a ,, die mittlere Kovarianz aller Ausdriicke mit ¢ gemeinsamen

Indizes:
52, = { (Z) (’Z) (Z B i) }_1 |T§:C<f?(s, 7). (3.1.4)

Fiir den zentralen Grenzwertsatz fiir U-Statistiken wird die gleichméBige Be-
schrénktheit von | Var ¢(T")| durch eine Konstante A iiber alle k-Kombina-
tionen 7' von Indizes aus {1, ... ,n} benétigt'. Dann gilt auch |¢%(S,T)| < A
und |6§7n| < Afirec=1,... k. Daher ist (Lee 1990, p. 42)

Var U, = k*n~'a;, +o(n™"). (3.1.5)

Folgerung 3.1.1. Sei 1, ein Kern vom Grad k, der von n abhingt. Es gilt
fiir den damit gemafs (3.1.1) gebildeten Ausdruck U,

Var U, = o(n™'), (3.1.6)

wenn es Konstanten A, = o(1) gibt mit | Var ¢, (T)| < A, fir alle Kombi-
nationen T von Indizes aus {1,... ,n}.

Beweis. Die obenstehenden Uberlegungen gelten auch fiir einen Kern, der
von n abhéingt. Wegen (3.1.5) und |0(S,T)| < A ist A, = o(1) hinreichend
fiir (3.1.6). O

Der folgende Satz wird in den Anwendungen den zentralen Grenzwertsatz
fiir U-Statistiken ersetzen, indem gezeigt wird, dafl die U-Statistik wie eine
Summe von unabhéngigen Zufallsvariablen verteilt ist.

.| ist fiir Vektoren und Matrizen als Maximum der Betrige {iber die Komponenten
definiert



3.1. DEFINITIONEN 71

Satz 3.1.2. Sei (X;) eine Folge von unabhingigen Zufallselementen eines
metrischen Raumes. Sei

¢1,i(x)=<2:1>_ Z Dt i (), (3.1.7)

(n—1,k—1)
worin die Summe iiber die (|~ 1)-elementigen (k —1)-Teilmengen {is, ... , iy}
von {1,... ,n} gemeint ist, die i nicht enthalten und
Q/Jl’i;iz’m’ik(tf) = ]El/)(l’,Xiz,.. . ) E¢( 127... ,sz> (318)

definiert ist. Weiters sei Var ¢(X;,...,X; ) < A fur eine Konstante A.
Sei Sn = %Z?:l wl,Z(Xl)
Dann gilt

P

n*? (U, — EU,) - S,) = 0. (3.1.9)

Beweis. Die Vorgangsweise ist dhnlich wie in (Lee 1990, p144f). Es geniigt
zu zeigen, daf die Varianz von n'/2 ((U,, — EU,) — S,,) in Wahrscheinlichkeit
gegen 0 konvergiert. Da der Erwartungswert von S,, gleich 0 ist, geniigt es,

nE (U, — EU, — S,)%
zu betrachten.? Nun ist

E (U, - EU, )5T
:§<Z) ZZ E (0( Xy, oo, X)) — 001, ..., in) ¥ra(X5) T

( ) Z Z E ((Xi, Xy, -+, Xiy) = 0(iyia, -+ i) ra(X3) T

=1 (n—1,k—1)

E/n\ <= /n—1
= Var S,

und
k? o k2 (n—1\ 2
VYar Sn = ﬁ E Var ’IZJ171<X7,) = W E 1 <k _ 1) X

Z Z Cov (w( is Xigy+ o 7Xik)7w(Xj7Xj27... 7Xjk>>' (3'1'10)

(n—1,k—1) (n—1,k—1)

2Schreibweise: %% = gz .
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Daher gilt unter Verwendung von (3.1.5)

k2 (n—1\"" 9 1
Var S, =— > (S8, T) +o(n™)

k—1
|SNT|=1

(1) ()Gt
=k*n 762, +o(n™)

= Var U, +o(n™!).

Daher konvergiert (3.1.9) in Wahrscheinlichkeit gegen 0. O

3.2 Der Jackknife-Schatzer fiir die Varianz

Ein Jackknife-Schétzer zu einer Statistik 7,, = T,,(X1,...,X,) beruht auf
den Pseudowerten

A

T, =nT, — (n— 1)T,,_1(—1).
Die Notation T},_1(—%) bedeutet
Tn_l(—i) = Tn—l(Xb . 7Xi—17Xi+17 .. ,Xn),

das heifit, daf die Statistik 7,,_; auf die Stichprobe angewendet wird, nach-
dem die i-te Beobachtung entfernt wurde. Das kénnte physisch mittels eines
Taschenmessers (engl: Jackknife) vorgenommen werden, was die Bezeichnung
des Schétzers erklart.

Wiederum ist die Theorie zumeist fiir identisch verteilte Stichproben formu-
liert. Viele Ergebnisse gelten jedoch auch in allgemeineren Situationen. Der
Jackknife-Schétzer T,, zu T,, ist der Mittelwert der Pseudowerte:

T,=n"Y T. (3.2.1)
i=1
Der Jackknife-Varianz-Schétzer von T, beziehungsweise T, ist definiert durch

Viae(Th) = ﬁ i (Tz - Tn) - (3.2.2)

1=
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Mit Hilfe der T},_;(—) schreibt man

n

V(1) = 22 N (T (i) = Tuet) ™, (3.2.3)

n 5
=1

wobel Tn—l = n_l Z?:l Tn—1<_l)

Aufgrund einer Invarianz-Figenschaft von U-Statistiken stimmt U,, mit I]'n
tiberein (Lee 1990, Satz 3 aus Abschnitt 4.1). Daher ist fiir U-Statistiken nur
der Jackknife-Varianzschétzer interessant. Der folgende Satz aus (Lee 1990,
p218) kann auf den nicht identisch verteilten Fall von vektor-wertigen U-
Statistiken unmittelbar iibertragen werden:

Satz 3.2.1. Sei U,, eine U-Statistik vom Grad k mit Kern . Sei

Se= > (ST c=0,1,... k. (3.2.4)
|SNT|=c
Dann gilt
- n—1\ ¢
V jae(Un) = n"%(n — 1)( k ) Z(cn — k*)S,. (3.2.5)
c=0

Falls E(S) =0 und | Var ¢(S)| < A fir alle S aus (n, k) gilt auch

EV joer(Un) = Var U, + o(n™?). (3.2.6)

Beweis. Der Beweis von (3.2.5) kann unmittelbar aus (Lee 1990) iibernom-
men werden.

Satz 3.2.3 weiter unten kann zum Beweis von (3.2.6) nicht angewendet wer-
den, da im nicht identisch verteilten Fall die sogenannte Hoeffding-Zerlegung
nicht zur Verfiigung steht. Daher muf} ein direkter Weg beschritten werden.
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Nach (3.1.4) ist ES; = (}) (’f) (Z:]f)(?in + > isnri=1 6®2. Man erhilt daher

E vJack(Un)

w7 oo ()G
O

O(anfl)

\C:2 o
—o(51)
:(n—l) E?(n—k—1)12 n! k(n —k)!(n — k?) 7 4 o(n)
n? m—=1"12  kl(n—FK!(k—-D(n-2k+1)! >

n—k  (n—k-1)P
n (n—2)(n—2k+1)!
K, -1
:;am—l—o(n )

= Var U, +o(n™").

k‘QET%’n +o(n™t)

O

Die Darstellung (3.2.5) aus Satz 3.2.1 liefert auch die Konsistenz von
1V jaek(Up) fiir n Var U, (Lee 1990, p. 221). Die Ausdriicke S, sind ndmlich
als U-Statistiken darstellbar: Sei ¥(® der Kern vom Grad 2k — ¢, definiert
durch

\I/(C) (:L‘h ce ,ZL’Qk_C)
! T
— m Z w (xila e ’xik> w (l‘ik,chl, P ,:ka-,c) (327)
" (2k—c)

Dabei bedeutet > ., . die Summe iiber alle Permutationen von Ar-
gumenten ;... ,Tik—c- U gt also eine symmetrisierte Version von
V(T i )0 (Tip ety - - -  Tigp_c) . Sei UL die auf U© basierende U-
Statistik mit

U = N71S, (3.2.8)

n
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mit N, = (Z) (]2) (Z:’z), der Anzahl der Moglichkeiten fiir die Wahl von Men-
gen T und S vom Umfang k mit |[S NT| = c¢. Aufgrund von Satz 3.1.2 kon-
vergiert U\ in Wahrscheinlichkeit gegen E US”. Der Faktor N 1in (3.2.8)
ist O(n=2k*¢), wihrend S. in (3.2.5) mit einem Faktor O(n=2k—1+min(e1))
versehen ist. Folglich konvergieren die entsprechenden Summanden von
nVJaCk(Un) fiir ¢ = 0,1 in Wahrscheinlichkeit gegen die entsprechenden Er-
wartungswerte. Die Beitrdge mit ¢ > 1 konvergieren gegen 0, diese sind
jedoch asymptotisch ohnehin zu vernachléssigen.

Eine Darstellung des Jackknife-Varianzschétzers fiir U-Statistiken kann nun
mit Hilfe der folgenden Ausdriicke angegeben werden:

-1 (=)
V(X)) = (Z:i) ST owXn Xay, o X, (3.2.9)

(i—1,k—1)

Es wird also iiber die Indexmenge aller Teilmengen S vom Umfang k£ von
{1,...,n}, die i enthalten, summiert.

Satz 3.2.2. Firk <n gilt:

Vanall) = "= (n . 2 (Vi) = )™ (3.2.10)

Beweis. Es gilt

und somit

=12 (e () 07 Yoo
(

)t
(- Ui,

Unter Verwendung von n=*Y " U,_1(—i) = U, (Lee 1990, Satz 2 aus Ab-
schnitt 4.1) erhélt man
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und

-1
VJaCk( TL (Z U®2 . nU;l@Q)

_ 2 "
-l W ST (VX)) - U)

n (n—k)*

U

Sei ab nun die Stichprobe Xi,...,X, identisch verteilt. In derartigen Fallen
wird die Notation 0 ,, statt a , fur c=1,...  k verwendet.

In (Puri und Sen 1971 p59) erd (fiir reellwertige Kerne)

- Z (Vv(x ) (3.2.11)

definiert. In (Puri und Sen 1971, p60) wird definiert

52 = (”)_1 > VEIX, . X)) - Unf (3.2.12)

C . .
1<i1<...<tc<n

fir c=1,..., k. Die Definition von Vn(c) fiir ¢ > 1 wird nicht gegeben, da sie
hier nicht benétigt wird. Man stellt fest, dafl die Definitionen voneinander
abweichen. Es ist vermutlich die Definition in (3.2.11) zusammen mit der
Gleichung Var U,, = % Var o7 ,,+o0(n™"), auf die sich Liang, Self und Chang
(1993) beziehen, wenn sie unter Berufung auf (Puri und Sen 1971) folgenden
Schatzer fiir Var U, vorschlagen:

~ k2 = ®2
V(U) = ——= > (VX)) -U,) . 3.2.13
) = o=y 2 (W) = Un) (32.13)
(Dort wurde nur der Fall k£ = 3 behandelt). Weiter unten schlagen Liang
et al. (1993) folgendes vor:

Es gilt fiir 1 <c¢<d <k (Lee 1990, p15)

2 03
=< =R

0< (3.2.14)

Q‘

C

Das impliziert 0 < dain < caﬁjn fir 1 < ¢ < d < k und insbesondere
dot, <o}, fir 1 <d <k. Unter Verwendung von (3.1.3) erhilt man

k2 n\ b~ [k (n—k
ggin < (k) > (C) (k B c)c o;, < Var U, (3.2.15)

c=1
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Es gilt

2 1
RCESCE) <§(n—3)(n—4)+2(n—3)+1>

2 2 g o)
“moDmoy " mFY =L

Liang et al. (1993) geben aufgrund von (3.2.15) fiir &k = 3 folgenden Korrek-
turfaktor fiir den Schétzer (3.2.13) an:

S °
P = n—4 (n—3)(n—4)

ps tritt auf, wenn folgende Faktorisierung durchgefiihrt wird:
3\ (n—3) 3
> (C) (3_C>c= S(n=3)(n—4)+6(n—3)+3

c=1

3 4 2
= Z(n—3)(n—4) (1 :
y(n—3)n )< +n—4+(n—3)(n—4))
Als Schétzer fiir die Varianz einer U-Statistik sollte der Jackknife-Schétzer
(3.2.2) verwendet werden. Bei identisch verteilter Stichprobe kann die
Verfilschung angegeben werden:

Satz 3.2.3. Seien (5?, 7 =1,...,k, die bedingten Varianzen der Hoeffding-
Zerlequng (Lee 1990, p29), dann gilt

n—7j J

- LN AN
EV joer(Un) — Var Uy, =ny J (;) () 82 (3.2.16)
j=2

3.3 U-Statistiken mit geschitztem Kern

Es soll ein Ergebnis fiir U-Statistiken hergeleitet werden, deren Kern von
einem Parameter abhéngt, der aus der Stichprobe geschitzt werden muf.
Derartige Schétzer werden in (Randles 1982) behandelt. In diesem Ab-
schnitt wird Satz 2.8 aus dieser Arbeit auf U-Statistiken auf nicht iden-
tisch verteilten Stichproben, die von einem Parameter aus einem normierten
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Raum abhéngen, verallgemeinert. Dafiir werden auch Beweismethoden aus
(Sukhatme 1958) verwendet.

Sei Xi,...,X, eine Stichprobe von unabhéngigen, nicht notwendigerweise
identisch verteilten (und nicht notwendigerweise reellen) Zufallselementen
vom Umfang n. Sei h(z1,...,xk; A) ein symmetrischer Kern mit Werten in
R? vom Grad k. A sei aus einem normierten Raum £ mit Norm |-|. Mit ||
fiir Werte aus R? wird das Maximum der Komponenten bezeichnet. Der Er-
wartungswert des Kerns beziiglich der Wahrscheinlichkeit P mit Parameter
€ e X sei

Oorri s N) = Ee[h(Xays oo s Xapi N)] (3.3.1)

fiir Indizes o, . . . , ax aus (n, k), der Menge der Kombinationen von & Indizes
aus einer Indexmenge vom Umfang n. Sowohl der Kern als auch dessen
Erwartungswert kann von A abhéngen. Die entsprechende U-Statistik ist

-1
n
Up(\) = (k> > h(Xayo Xag A (3.3.2)
a€e(n,k)
Der Erwartungswert ist

o(\) = EU, = (Z) B 3 b (V). (3.3.3)

ag(n,k)

Sei A ein konsistenter Schitzer von A € E. Es soll moglich sein, A aus dem
Parameter £ zu berechnen. Ab nun wird der Index £ von Py weggelassen.

Man will nun hinreichende Bedingungen fiir die asymptotische Normalver-
teilung von

ni/? [Un(j\) . e(A)} (3.3.4)

angeben.

Bedingung 3.3.1.
nl/? (X - /\> (3.3.5)

ist gleichmdaj$ig straff in E. Das heifit, fir jedes € > 0 gibt es einen kompakten
Bereich K. C FE, sodaf$ limsupP [n1/2 <;\ — )\) ¢ G} < € fiir jede offene
Menge G 2O K..
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Insbesondere ist dann

nl/2

Ao )\‘ — 0,(1). (3.3.6)

Bedingung 3.3.2. Es gibt eine Umgebung K () von A und Konstante K; >
0, Ky >0, ¢ >0, so daff fiir jede Kugel B(y,r) C K(\), sowie fir jede
Kombination oy, ... ,ar aus (n, k) und 0 <r < ¢ gilt

E sup |h(Xay, s X ?) = b (Xays o s Xog;7)| < Ky (3.3.7)

V' eB(y.r)

und

E sup |h(Xap,. o Xa:?)—h(Xays oo s Xa )P < Kory. o (3.3.8)
V' EB(yr)

Satz 3.3.3. Seien die Bedingungen 35.3.1 und 5.5.2 erfillt. Dann

P

nl/? (UH(X) 00 — Ua(N) + 9(>\)> L) (3.3.9)

Beweis. Sei h (X, ,. .., Xa ) =h(Xays oo Xags ) = Oy o, (7). Weiters
wird W (Xa,, oo s Xa;7) = h(Xay, oo, Xag; A+ 1) gesetzt. Sei

-1
n
Q) = v (})
a€(k,n)
h(Xas - s Xagi A+ 8/vn) — b (Xays oo s Xags A) . (3.3.10)

=

Damit kann (3.3.9) geschrieben werden als
O (nl/Q(S\ - )\)) 0. (3.3.11)

Seien € > 0 und ¢’ > 0 beliebig gewihlt.

Wegen Bedingung 3.3.1 gibt es eine kompakte Menge C' C F, so daB fiir alle
n

P [nl/z(j\ A ¢ C} < /2. (3.3.12)
Es gilt
P Qe = )| > €] <P [Sup On(s)] > €] + % (3.3.13)
seC
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Daher ist zu zeigen, dafl

sup |Qn(s)] = 0, (3.3.14)
seC

beziehungsweise
/

)
p (sup Quls)] > ) L
seC 2

fiir alle n, die geniigend grof sind.

Wie im folgenden gezeigt wird, kann man zu ¢ > 0 ein § > 0 angeben, so
daf fiir beliebiges v € £

n=00  \ seB(75,6)

lim P ( sup  |Qn(s)| > e') =0. (3.3.15)

Endlich viele Kugeln B(v6,6) iiberdecken C', so daf (3.3.14) erfiillt ist.

Zunéchst wird folgendes Lemma angegeben:

Lemma 3.3.4. Seid > 0. Seir € E. Seien

)
Hr,n (Xh'" 7Xka%> =

)
sup ‘W(Xal,... ,Xak;z)—W(Xal,... , Xog T (3.3.16)
)
=)
n

)

)
ZGB(Tﬁ, —~

und

W <Xal,... ,Xak;r%>] (3.3.17)

definiert. Dann gibt es von der Wahl von 6 unabhdngige Konstanten Kz und
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Ag, so daf$ fiir ein gentigend grofies n gilt:

9
NG

%. (3.3.18)

(i) EHT,H(XQI,...,X%, >§2K1

y ) )
(ZZ) E Hr,n (Xal,... ,Xak,%) — EHr’n (qu;-” 7Xak7ﬁ)]
) )
. H'r‘,n X,Bl"" ,Xﬂk,% - ]EH,«’” Xﬁﬂ’“ 7Xﬁk7ﬁ
< Kgi. (3.3.19)
n
(i)  E|Q (t)|2<_A“5 fiir t € B(ré,0) (3.3.20)
200 rn < ﬁ ur 70,0). 9.

Beweis. (i) Fiir hinreichend grofies n liegt B </\ + r%, %) in K (\). Dann

gilt wegen (3.3.7) aus Bedingung 3.3.2:

J
EHrn Xap"'aXaa—
=FE sup

h(Xala...,Xak;)\+Z> h<Xa17'-' Xak7)\+ri>
ZEB(T% ) \/—

_E{h(Xal,...,Xak;A—l—z> Xak,)\+r—>}‘

<E sup ‘h(Xal,...,Xak;)\—i—z) ( gy Xak,)\—i—r—)

S

+ E sup ‘E {h(Xal,...,Xak;)\+z)—
)

) 2K16
W Xayoo o Xag d+r— ||| < 222
( 1 ”ﬁ)” NG

i+
s+

(ii) Fiir hinreichend grofies n liegt B ()\ + T%, %) in K(X). Mittels (3.3.8)

erhilt man dann fiir beliebiges o € (n, k) unter Verwendung der Ungleichung
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la + b|2 < 4(\a|2 + \b|2):

5 2
E {Hm (Xa v Xy —=
o (e X )

4}
=E sup h(Xal,...,Xak;)\—i—z)—h(Xal,...,Xak;)\—l—r—)
zEB(r%,%) \/ﬁ

2
)
— E {h(Xa17-.. 7Xak;)\+2) _h(XOéN"' 7Xak’)\+r%>}“

2

)
<4E n( X XA (X X A
<iB | o (X K] < h (Yo X))

58
Vvn'/n

sup K ‘h(Xa ,Xak;)\—i—z>

Nun schétzt man mittels der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung ab:

E

5 5

Hon ( Xors oo Xagy—= ) — EHpp ( Xans - s Xop, —=
(e e J5) = 20 (0 )
5 )
Hen (X X 7= ) = EHg X X

5 5\ ?
<<E‘Hm(Xa,...,Xak,— —EH,  Xoyo Xy, —
— ) 1 \/ﬁ 3 1 k \/ﬁ

5 5 2 1/2
E ‘Hm (Xﬁl,... ,Xﬁk,%) ~ EH,, (Xﬁl,... ,Xﬁk,%) )
5

5 \"? 5
(75 Rm) =S
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(iii) Zuné&chst ist (unter der 2-Norm auf RP)

E IQTT(t)F
:n(z> QZ; IE{ W (Xal,... ,X%;%) W (Xal,... ,X%;r%ﬂ
. [W (Xﬁl,... ,Xﬁk;%> —w (Xﬁl,... ,Xﬂk;r%)}}.

(3.3.21)

Fiir jeden der (2)2 Ausdriicke folgt aus der Cauchy-Schwarz’schen Unglei-
chung:

¢ 5
Ed W (Xarr oo X ) = W Xy s X
e ( ) %)
¢ 5
- |\W X/@177X5k7% -W Xﬁlﬁ"'7Xﬁk;r%
<[E|w(x X, ) owix AT
—_ a1yt Oék’\/ﬁ a1yttt ak’ \/ﬁ

t

)
E ’W (Xgl, ’XﬁIN%) — EW(XQU ,ng,rﬁ>

2) 1/2

Die Faktoren konnen nun fiir geniigend grofies n unter Verwendung von
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(3.3.8)weiter abgeschitzt werden durch

2

t )
E ’W (Xal,... ’Xak’ﬁ> - W (Xal,... ,Xak,r—\/ﬁ)
t o
=K h(Xal,...,Xak;A—F%)—h(Xal,...,Xak;A‘i‘T%)
t s\
~ B [ (Y id e ) = (o ’XW”%)H

t 2

)
<E|h(Xayo o XA+ — | — b Xayseo o, Xa A+ 17—
—‘< ’“+\/ﬁ)< k*’”ﬁ)

t

5
+‘E [h <Xa1,... ,Xak;)\+\/ﬁ> —h(Xal,... ,Xak;)\—l-r%)}

S?E( sup h(Xal,... ,Xak;/\—i—i) —
2)

2

s€B(rd,0) \/ﬁ

0
h (onla--- ,Xak,)\—FT%)

)
<2Ky——
S218 Jn
FaBt man nun in (3.3.21) Summanden zusammen, die in ¢, ¢ = 0,1,--- |k,
Argumenten X,,,... ,X,, und Xg,,... , Xpg, von h iibereinstimmen (verglei-

che mit (3.1.4)), dann folgt

ot o) £
< zk:n_cﬂA%.

fiir eine Konstante A. Man beachte, daf fiir ¢ = 0 die Ausdriicke in (3.3.21)
unabhéngig sind und deren Erwartungswert daher verschwindet. Der néchste
Index ¢ = 1 liefert das Ergebnis, wihrend die restlichen Ausdriicke von

hoherer negativer Ordnung in n sind. Fiir geniigend grofles n existiert daher
eine Konstante Ay, so daf (3.3.20) erfiillt ist. O

Es gilt
Qu(t) = Qrn(t) — Qon(rd). (3.3.22)
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Fiir geniigend grofles n erhilt man wegen (3.3.18):

sup [Qra ()]

) )
tGB(rﬁ,ﬁ)
)

gx/ﬁ@_l;m’" (v o )
) o ()

«

5
—EH o, Xo, o Xo, —
r,n( o1 9 ak’\/ﬁ)]
n\ )
+¢ﬁ(k> Ea: E H,, (Xal,... ,Xak,%>

-1
n ) 0
< — | — T
_ﬂ@ Z H,, (X  Xoys ﬁ) E H,, (X X )'

+ 2K56
=D, 4+ 2K10

Dy ist durch den dariiberstehenden Ausdruck definiert.
Nun berechnet man mittels (3.3.19)

-2
N AL )
E D? —n<k> ;E{ H,, (Xal,...,Xak,%>—

2k
n n k n—=k )
< _
—"@ Z(k)(k—>(k—)K\/ﬁ
k b
E —c+1/2 /

(3.3.23)

Dabei wurde verwendet, dafl die Summe nach der Anzahl ¢ der gemeinsamen
Argumente in den Faktoren angeordnet werden kann. Fiir ¢ = 0 sind die
Faktoren unabhéngig und haben daher Kovarianz 0.
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Aufgrund der Cebysev’schen Ungleichung gilt fiir geniigend grofies n und
0<6d<e/(8Ky):

P sup  |Qra(t)] > g <P (\Dl\ > % — 2K16>
)

tGB(r%,%
2
< E D; i
(/2 — 2K19)
16 )
— A —.
— e V/n

Fiir den zweiten Teil der Zerlegung (3.3.22) von Q,(t) findet man unter
Verwendung von (3.3.20), daf} fiir geniigend grofles n

€ E |Q0,n(7”5)|2 4 |r|o
P (1Qualrd)] > 5) < =7 < A

Somit ist die Behauptung (3.3.15) bewiesen. O



Kapitel 4

Schitzung von marginalen
Modellen mit der Cox’schen
partiellen Likelihood

4.1 Modellformulierung

Es werden multivariate Zéhlprozesse betrachtet:

N=(Ngi=1=1,...,n) (4.1.1)
mit Kompensator

AN=(Ai=1=1,... ,n) (4.1.2)

beziiglich einer Filtrierung (F;) und einer Wahrscheinlichkeit Pp,. Der Kom-
pensator soll jedoch nur mehr von # abhéngen. Auch ein allfilliger Zensie-
rungsprozef soll darin schon beriicksichtigt sein. N ist also die vereinfachte
Schreibweise fiir N¢ und A? fiir A°(-,0), den Kompensator beziiglich (F¥)
(hier (F)), der in Abschnitt 2 zur Unterscheidung vom unzensierten Prozef
N an mehreren Stellen eingefiihrt wurde. Die partielle Likelihoodfunktion
ist dann (siehe (2.2.13) und (2.3.2)) gegeben durch (Andersen et al. 1993,
(7.1.1)):

L.(0) = ﬂ {H dA;(t,0)2NiO (1 — dA(t, 9))1”@)} (4.1.3)

t

In Regressionsmodellen wird der Kompensator AY(t) = A;(+, 0) zu einem Vek-
tor von Kovariablen Z;(t),i =1 =1,... ,n, in Bezichung gesetzt. Dabei sind

87
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fundamentale Annahmen, daf§ dieser Kovariablen-Prozefl (F;)-vorhersagbar
(siehe 1.2) und lokal beschrdnkt (siehe 2) ist.

Weiters soll AY absolut stetig sein, d. h. es soll also ein Intensititsprozefs
N (t) mit

() = /0 N () du

existieren.

Konkret soll der Intensitatsprozefl folgende multiplikative Struktur haben.
N () =Y(t) of (t, Z:(t), i=1=1,...,n

Es wird vorausgesetzt, dafl der Prozef8 Y;(-) vorhersagbar und nicht von 6
abhéngig ist. Ublicherweise ist Y;(¢) eine Indikatorfunktion dafiir, dal ein
Sprung von N; unmittelbar vor ¢ beobachtbar ist. In den nachfolgenden
Anwendungen geniigt es, eine Y;(¢) als Indikatorfunktion fiir eine endliche
Vereinigung von Intervallen E; der Form
Er = (v Uji]
j=1

anzunehmen, wobei 0 < V}; < Uy; < --- < V,; < Uy < 7 (vergleiche mit
(2.3.1)).

Die Funktion of(-,-) ist die Hasardrate. Deren Aufbau kann additiv und

multiplikativ sein. In dieser Arbeit wird nur auf den multiplikativen Typ
eingegangen:

ol (t, Z;(t) = ao(t,y) r (BT Zi(1)) i=1=1,...,n

Dabei ist 0 = (v, 3), 8 € R? und r eine positive Funktion. Derartige Modelle
werden auch als Relatives-Risiko-Modelle bezeichnet, da im Quotienten der
Hasardraten der Ausdruck ag(t,v) wegfillt. Im folgenden beschrinkt man
sich auf r(x) = exp(x), d. h. die Modelle mit proportionalen Hasardfunktio-
nen, die in (Cox 1972) eingefithrt wurden. Obwohl das Modell urspriinglich
nicht fiir Zahlprozesse formuliert worden war, ist lassen sich sowohl das Mo-
dell, als auch ein Grofiteil der Ergebnisse unmittelbar auf Zahlprozesse ver-
allgemeinern (Andersen und Gill 1982).

Im semiparametrischen Modell ist og(t,y) = ap(t), die zugrundeliegende Ha-
sardfunktion *, vollkommen frei wihlbar, bis auf ag(¢) > 0 und

t
Ap(t) = / ap(u) du < oo fir allet € 7. (4.1.4)
0

lengl.: baseline hazard function bzw. underlying hazard function
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Die (partielle) Likelihood 4.1.3 (,,multinomiale Form*, vergleiche mit (1.9.8)
beziehungsweise (2.3.2)) ist fiir dieses Modell proportional zu

H {H (dAo(t) exp {ﬁTZi(t)})ANi(t) (1 _ dAO(t)S(o)(ﬁ’t))l—AN,(t)}

teT 4

(4.1.5)

mit SO (8,t) = > exp {87 Zi(t)} Yi(t).
Die Schéatzung dieses Modells wird im folgenden genauer untersucht und auf
Haufendaten verallgemeinert werden.

4.2 Die partielle Likelihood von Cox

Es soll die Schitzung des semiparametrischen proportionalen Hasardraten-
modells mit

ol (t, Z;(t)) = ao(t) exp { BT Zi(t)} (4.2.1)

behandelt werden.

Seien die skalar-, vektor- und matrixwertigen Prozesse S (3,t) fiir d = 0, 1,2
definiert durch?

S (B,t) = Z Yi(t)Zi(t)*  exp {87 Zi(t)} . (4.2.2)
i=1
Die Likelihood (4.1.5) in , Poisson-Form* (vergleiche (1.9.7)) ist

I1 {H (dAo(t) exp {ﬁTZi(t)})ANi(t)} exp {— /O " 508, ) dAO(u)} .

C (4.2.3)

7

Bei festem [ kann Likelihood (4.1.5) beziehungsweise (4.2.3) im Sinn von
(Andersen et al. 1993, pp 221-224) durch einen Schitzer vom Nelson-Aalen-
Typ maximiert werden: °

Ao(B,t) = /0 %dmu) (4.2.4)

2Schreibweise: a®° =1, a®! = ¢ und a®? = aa’

3Vereinbarung: 0/0 = 0
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Nun setzt man (4.2.4) in (4.1.5) beziehungsweise (4.2.3) ein und erhélt die
folgenden partiell maximierten (partiellen) Likelihoods (Likelihood Profile)
fir G-

L(3) ﬂ AN (AN (1 — AN (1)) AN (4.2.5)
beziehungsweise
L(B) [TAN®)AN exp (—-N.(7)). (4.2.6)
teT
Dabei ist
B exp {A7Z;(t)} e
LWZJ%( 50,1 ) | e

Diese, erstmals in (Cox 1972, Cox 1975) bei zensierten Uberlebensdaten auf
ganz andere Weise hergeleitete Funktion, ist also ein partiell maximiertes
partielles Likelihoodprofil, das nur mehr von 3 abhéngt.

Der logarithmierte Likelihood-Prozef ist

C(B,t) =log L(B) = Z/OtﬂTZz-(u) dN; (u) —/tlogS(O)(ﬁ,u) dN (u)

(4.2.8)

Die logarithmierte Likelihood ist dann C(3,7). Der Wert von [, der
C(3,7) maximiert, wird mit 3 bezeichnet (falls er existiert). Der Breslow-
Schiitzer der kumulativen Hasardrate wird mittels (4.2.4) als Ag(3, t) berech-
net (Breslow 1972).

Mit Hilfe des Vektors
t
B(5,0) = Sy

schreibt man den Score-Prozef3 an als

U(ﬁ,t):acgg’t) -y /0 Z:(u) AN (u) — /0 BB, u)dN(u)  (4.2.9)
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Mittels der Matrix

SP(8,1)

oG E(B, )% (4.2.10)

V(B3,t) =
ist die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen der Likelihood gegeben
durch

, t (G
I(5.1) = % :/0 {% —E(U,5)®2} dN (u)

- /Otvw,m AN (). (4.2.11)

4.3 Asymptotische Eigenschaften

Die Asymptotik beruht auf Folgen von Modellen, die durch n indiziert sind.
Es sind dies die Prozesse N ™ v™ und Z ) auf Q) F P angepaft

an eine Filtrierung (]:t ) Dle ,wahren“ Parameter [, und «q sind fiir alle
n gleich. Der Index (n) wird zur Erleichterung der Lesbarkeit weggelassen.

Die Daten (N;,Y;, Z;) beziiglich verschiedener Indices seien voneinander un-
abhéngig.

Die Norm |-| von Vektoren und Matrizen ist als Supremum der Komponenten
definiert. Wenn das Supremum der Norm iiber eine Menge B von Argumen-
ten einer Funktion gemeint ist, dann wird das mit |-|; bezeichnet. Diese
Schreibweise wird nur zur iibersichtlichen Darstellung verwendet, wenn die
Bedeutung klar ist. Konvergenz in Wahrscheinlichkeit und Konvergenz in
Verteilung sind Grenzwerte beziiglich n — oo.

Die asymptotischen Eigenschaften von 3 beruhen weitgehend auf der Dar-
stellung des Score-Prozesses in [y, dem wahren Parameter, als Martingal
(Satz 1.4.1)

U6, 1) Z / B, u)] dMi(u), (4.3.1)

wobei M; die eindeutig bestimmten Martingale aus der Doob-Meyer-Zerle-
gung

N;(t) = M;(t) + /0 Yi(u) exp {8y Zi(u)} ao(u) du (4.3.2)
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sind. (4.3.1) gilt wegen

n

> [Ziw) = E(fo, )] Yi(u) exp { By Zi(u) }

i=1
1)
25(1)(50,10 _ 5(0)(50&)% =0 (4.3.3)

Dariiberhinaus sind die Kompensatoren absolut stetig, sodal nach (1.5.3) die
M; orthogonal sind mit

<me5émwmﬂmzmﬁ%wmh (4.3.4)

Fiir die nachstehenden Sétze werden folgende Bedingungen benotigt:

C 1. Es emistiert eine offene Umgebung B wvon [y und skalarwertige, p-

vektorwertige und p x p-matrivwertige Funktionen s©(3,t), sM(B,t) =

859 (p.1) s@(3,t) = PsOBH) it Definitionsbereich B x T, sodaf fir
Zot2 e ’

m = Y )

L gtm) B,t) —s™@B, 0 Lo (4.3.5)

n BxT

C 2. s™(B,t) ist fiirm = 0,1,2 eine gleichmdfig int € T stetige Funktion
von 3 € B, und beschrinkt auf B x T .

C 3. sO(By,-) ist auf T von 0 weg beschrinkt.

C4. 3. = [Jv(Bo,t) s9(Bo,t) ao(t)dt ist positiv definit. Dabei ist v =
5@ /50 — 82 ynd e = s /50O0),

Satz 4.3.1. Seien C 1 bis C 4 und Ap(T) < oo, sowie ag(-) > 0 erfillt.
Dann konvergiert die Wahrscheinlichkeit, daff die Gleichung U(B,7) = 0

eine eindeutige Losung 3 hat, gegen 1 fiir n — oo und I Sl Bo

Beweis. (Andersen et al. 1993, p497f): Man betrachtet folgenden Proze8
1

. %Z [ o=z ane -+ [ { S50 avc

(4.3.6)
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Zu diesem Ausdruck kann man aufgrund der Zerlegung (4.3.2) und der Vor-
hersagbarkeit und lokalen Beschrianktheit der Z;(¢) und der Y;(¢) unter An-
wendung von Satz 1.4.1 den Kompensator angeben als

X(0.1
=2 [ 5= 75009 108 { S0 50,5 s .

(4.3.7)

X(B,) — X(3,-) ist folglich ein lokal quadratisch integrierbares Martingal .
Die vorhersagbare Variation ist aufgrund von Satz 1.4.1 gegeben durch

(X(8,) = X(8,)) (1)
:% ; /Ot {(5 — Bo) " Zi(s) — log { ;2?55;2 H
-Y(s) exp {8y Zi(s)} ao(s) ds. (4.3.8)

Wegen Ao(7) < oo wegen C 1, C 2 und C 3 konvergiert X (3,7) fiir ein 8 € B
in Wahrscheinlichkeit gegen eine Funktion

s (B, 5)

F(8) = /0 T {(6 — 60)" s (B, 5) — log {W

b5, 9)] aals) s
(4.3.9)

und auch n <X (3,-) — X (8, )> (1) konvergiert gegen eine beschriankte Funk-
tion von $. Nun kann die Lenglart’sche Ungleichung (1.7.3) angewendet
werden. Wegen <X(B, N — X (5, )> (1) o gilt auch

X(8,7) 5 £(8). (4.3.10)
Wegen Ag(7) < oo und C 1 bis C 3 gilt
3%1”(5) = /OT {e(Bo,5) — e(B,5)} (B, 8)ao(s) ds (4.3.11)
und
82

032 f(B) = /OTU(@ 5)5 (5o, s)ao(s) ds (4.3.12)



94 KAPITEL 4. SCHATZUNG MIT DER COX’SCHEN LIKELIHOOD

ist positiv semidefinit und positiv definit fiir 3 = Fy aufgrund von C 4.
X (6, 7) konvergiert daher in B punktweise in Wahrscheinlichkeit gegen eine
konkave Funktion f(() mit eindeutigem Maximum bei g = B Die zufallige
Funktion X (5, 7) ist konkav mit Maximum bei 3 = ), wenn dieses existiert.
Nach Satz 1.7.2 ist die Konvergenz von X (3, 7) gleichméfig in einer Umge-
bung B von (3, und nach Folgerung 1.7.3 konvergiert die Wahrscheinlichkeit,
daBl X (3, 7) ein Maximum bei 3 annimmt, gegen 1, und die maximierenden
Werte ﬁ konvergieren in Wahrscheinlichkeit gegen den maximierenden Wert

Bo von f(3). O

Zum Beweis der asymptotischen Normalverteilung von (3 ist eine stirkere
Beschréanktheitsbedingung fiir den Kovariablenvektor erforderlich. Die Be-
schriinktheit von F |Z]" fiir ein 7 > 2 impliziert die nachstehende Bedingung
vom Lindeberg-Typ:

C 5. Es emistiert ein 6 > 0, so dafs
P

n~? sup | Z(0)|Yi(t) (65 Zi(t) > —61Z:(t)]) — 0 (4.3.13)

1en,teT

Der folgende Satz stammt von Andersen und Gill (1982):

Satz 4.3.2. Seien C 1 bis C 5 und Ap(1) < o0, sowie ap(-) > 0 erfiillt.
Dann gilt

n'2(3 — By) = N(0, 571 (4.3.14)

und

n7,(0) - % ; Lo (4.3.15)

Der Beweis ist technisch aufwendig (Andersen et al. 1993, p. 499ff). Da diese
Details spéter nicht mehr benotigt werden, wird auf dessen Abdruck verzich-
tet. Stattdessen wird ein Resultat gegeben, das auf Haufendaten verallge-
meinerbar ist. Die Bedingung C 5 vom Lindebergtyp wird abgeschwécht zur
Existenz einer globalen Schranke fiir den Kovariablenvektor. Es ist bekannt,
dafl unbeschrénkte Kovariable insbesondere die Robustheitseigenschaften des
Schétzers ungiinstig beeinflussen konnen (Andersen et al. 1993, p501).

Lemma 4.3.3. Unter C' 1, C' 2 und C 3 gilt fiir eine Umgebung B von 3y
[E(, ) — e )lper = 0p(1). (4.3.16)
und

SOB,t) 598t L0 fir  Bo€B, fest  (4.3.17)

5(0)(ﬁ0;t) 8(0) (ﬁmt) BxT
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Beweis. Aufgrund von C 1, C 2 und C 3 gilt

nils(l) 3(1)

E—e =|——= - —=
‘ |B><’T n_1S(o) 8(0) .
nils(l) nils(l) nfls(l) 8(1)
n-150) 5(0) BxT s(0) 5(0) BxT
nts)
B><’T ~1g(0) _ ((0) -1 s
§|n—1S 050 |n S |B><’T+ E 0)| }n sW }BXT
= (0)~1 -1
S‘n ‘BXT‘TLS BXT‘S BXT‘n S ‘BXT+OP<1>'
Weiters gilt
) -1
(0)—1 — (0)—17 _ —
nS ’BxT = Ons iy (5) +0,(1) = O,(1).

Damit ist (4.3.16) bewiesen. Beim Beweis von (4.3.17) geht man analog
VOr. 0

Fiir die im nachstehenden Satz hergeleitete asymptotische Verteilung von
U(Bo, ) werden folgende Definitionen benétigt: Sei B, = 13"  w* und
B, =137 @f? wobei

wi= [ (20 = (30 0) {aN(0) = Vi) exp {8 Zi0) b eult) ) (43.18)

und unter Verwendung des Breslow-Schiitzers Ag(-,-) aus (4.2.4)

@ = / "(Z:(t) = E(B,1)) {dNi(t) —Y(t) exp {B%(t)} dAo (6. t)}
' (4.3.19)

Satz 4.3.4. Seien C 1 bis C 4 und Ap(T) < oo, sowie ag(-) > 0 erfillt.
Dariberhinaus sei | Z;(t)| < Zy firi=1,--- ,n und t € T. Dann existiert
eine positiv definite Matriz B = X, so dafs

n 12U (8, 7) 2 N(0, B) (4.3.20)

und

A

B LB (4.3.21)
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Beweis. Wegen (4.3.1) und (4.3.2) gilt

n_l/QU(ﬁo, 7')

:nﬂ/zz / ’ (Z; — E(Bo, 1)) (AN;(t) — Yi(t) exp {8y Zi(t) } ao(t) dt)

_1/22/ e 50’ )
- (ANi(t) = Yi(t) exp { By Zi(t) } ao(t) dt) 4 o(1),

denn die vorhersagbare Variation von

n 172 ; /0 B (G0, ) — (B0, )} (AN(1) — Yi(t) exp {7 Z:(0)} aolt) )

=2 [ B0 e O} {AN0) SO, (0 )

ist nach (1.5.4) gegeben durch

o /OT {E(Bo,t) — e(Bo, 1)} SO (By, t)ao(t) dt
<|E(Bo, ) — e(Bo, )7 {]s° (5o, Ny +op(D)} /OT ap(t) dt

und konvergiert wegen Lemma 4.3.3 in Wahrscheinlichkeit gegen 0.

Aufgrund der Lenglart’schen Ungleichung (1.7.3) konvergiert der gesamte
Proze gleichméfig in Wahrscheinlichkeit gegen 0, wenn die vorhersagbare
Variation in 7 in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert.

n~Y2U(By,t) ist also asymptotisch dquivalent zu einer Summe von un-
abhéngigen Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0. Nach dem zentralen
Grenzwertsatz 1.7.1 ist dieser Ausdruck gaufiverteilt, wenn die Kovarianz-
matrizen der Folge der gegen eine positiv definite Matrix B konvergieren.
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Deshalb betrachtet man
<n*1/2U 50,7')>

< 1/22/ 507 ))
{dNi(t) = Yi(t) exp {5y Zi(t) } ao(t) dt}>
=232 [0 = B ) ¥ e {5 20} o)

:—Z | A0 = B 2:0)" = ZUOB G + Bl )
X Yi(t)exp { By Zi(t)} ao(t) dt

L A ) ~ SOB0.1) o T
_n/O{S 8= 55, 0

SO (Fot)"
) 5w (ﬁoo, o

H/ (Bo,£)5© (B, Do (t) dt = 5.

Das gilt aufgrund von C 1 bis C 3. Wegen C 4 ist X, positiv definit. Eine
Folgerung daraus ist:

E(Bo,t)*25W (8o, 1) }Oéo(t) de

EB,=En"'Y w?=n"Y E(w)> EX =B

i=1 i=1

Nun ist noch die Konsistenz von B,, zu zeigen.

n| <

®2

1N, )
<=l — wil (Jai] + ) (4.3.22)
=1

Im Beweis von Satz 4.4.3 wird in einer allgemeineren Situation gezeigt, dafl
diese Summe in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert. O

In der Schreibweise wurde B von X, unterschieden, um die Analogien zu mar-
ginalen Modellen fiir Haufendaten hervorzuheben, bei denen im allgemeinen
B nicht mit > iibereinstimmt.
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Satz 4.3.5. Seien C 1 bis C 4 und Ap(T) < oo, sowie ap(-) > 0 erfillt.
Dariiberhinaus sei | Z;(t)| < Zy fiir allei=1,... ,n undt € T. Dann gilt

n'2(B = Bo) 2 N(0,57' B (4.3.23)
und
nT(B) — . Lo (4.3.24)

Beweis. (4.3.24) kann mit der Beweismethode in Satz 4.4.4 hergeleitet wer-
den (vergleiche mit (Andersen et al. 1993, p. 500f)).

Um (4.3.23) zu zeigen, wird zuerst U(f3, 7) komponentenweise nach dem Mit-
telwertsatz um 3y entwickelt:

Dabei ist 37 = A\;8 + (1 — X;)5, A; € (0,1), und —Z/ ein Zeilenvektor von

—7, mit Komponenten

0
—U,; =1,...,p.
a/@lU](/87T)7 l Y 7p
An der Stelle 3 = 3 erhilt man wegen U; (3,7) =0
02U (6o, 7) = {n T3 L 0/ (B - @0) . (4.3.26)

~

Aufgrund von C 4 ist ¥, positiv definit. Z,(3) konvergiert wegen (4.3.24) in
Wahrscheinlichkeit gegen 3,. Da Z7(3) wegen C 1 und C 3 stetig ist in (3
und somit auch fiir 5 aus einer (konvexen) Umgebung B(/f3, d), 6 > 0, positiv
definit ist, ist fiir 3 € B(fo,0) die Matrix I, die aus den Zeilen {n‘lﬂ(ﬁ;)}
besteht, positiv definit und daher invertierbar und

n_l/QI_lU(ﬁo, T) = n1/2 (ﬁA - ﬁo) . (4327)

Wegen der Konsistenz von /3 gilt 3 € B(fo,0) und * € B(fp, ) mit beliebig
grofler Wahrscheinlichkeit. Aufgrund der Stetigkeit von Z,(5) in B(f,0)

konvergiert T - Y- Wegen Satz 4.3.4 gilt
n 20U (B, 7) 2 N0, B).
Aus Folgerung 1.6.2 und Satz 1.6.3 folgt nun beziiglich (4.3.27)

[0 V20U (By, 7) 2 N(0, ' BECY).



4.4. DAS COX-MODELL FUR HAUFENDATEN 99

4.4 Das Cox-Modell fiir Haufendaten

Im Cox-Modell sind die Daten der Individuen unabhéngig verteilt. Haufig
hat man jedoch die Situation, daf§ die Daten durch die Umsténde der Stich-
probenziehung gruppiert sind (siehe 2.5 und 2.6). Beispielsweise ist der
Zeitpunkt der Erkrankung eines Auges an Retinopathia diabetica abhéingig
von der Erkrankung des anderen Auges am selben Patienten. Auch die Halt-
barkeit eines Zahnes ist von den anderen Z#éhnen des Gebisses abhingig.
In diesem Abschnitt wird die Schéitzung eines Cox-Modells bei derartigen
Abhéngigkeiten in der Stichprobe behandelt.

Es wird angenommen, daf3 alle Haufen vollstandig sind, d.h. daf§ die Haufen-
grofle von allen Haufen gleich K ist. Unvollstdndige Haufen kénnen durch
den Zensierungsindikator Y, der gleich 0 gesetzt wird, beriicksichtigt wer-
den. Es treten nun Schéatzfunktionen auf, die keine Martingale mehr sind,
denn der Kompensator beziiglich der gemeinsam erzeugten Filtrierung eines
Haufens kann im marginalen Modell nicht als bekannt angenommen werden.
Dann ware namlich die gesamte multivariate Verteilung bekannt. Aber gera-
de das will man vermeiden; man will vielmehr die Modellannahmen sparsam
einsetzen, da sie in den Anwendungen zumeist nicht ausreichend begriindet
oder verifiziert werden konnen.

Seien die Daten Ny (t), Yix(t) und Zi(t), t € 7, von Individuen 1, ... |iK
aus Haufen ¢ = 1,... ,n gegeben. Die Daten von verschiedenen Haufen seien
unabhéngig beziiglich der o-Algebra der Kovariablen

Z=0(Z)=0(Zpt), i=1,....,n, k=1,... K;teT).

D. h. beziiglich P4_, sind fir i # 4, k, k' = 1,..., K die Vektoren von Zu-
fallsvariablen (Nz (t), Y;k (t), sz<t>> und (Nz’k’ (t), }/z"k’ (t), Zil k! (t)) unabhanglg
Ab nun soll Pz_, die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeit sein.

Jedes Haufenelement erzeugt eine Filtrierung

Frit = 0(Nig(s), Yir(s), Zix(s) : 0 < s < t). (4.4.1)

Die Beobachtungen sollen aus einem Zahlprozef3 N, stammen, dessen Inten-
sitdt beziiglich F; ;; und P gegeben ist durch

Nir(t) = Y ()i (t, Zi (1)) = Yir(t) exp { By Zur(t) } cp(t) (4.4.2)

mit ¢ = 1,... ,nund £ = 1,... , K. Wie in Abschnitt 4.1 ist darin ein
Zensierungs- und Filterungs-Prozefl schon beriicksichtigt.
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Es ist sinnvoll, die fiir einen Index k unabhéngigen Filtrierungen zu F =
\/?:1 Fiir zusammenzufassen. Genauso fafit man die Zahlprozesse fiir den
Index k zusammen zu N®) () = (Ny4(t), -+, Nai(t)). N®)(2) ist ein multi-
variater Zéhlproze beziiglich F; j; (siehe 1.5.4). Der Kompensator der Kom-
ponente Ny (t) beziiglich F; x, ist nach Konstruktion Ay (t). Der Kompensator
von Ny = >"" Ny beziiglich F j, ist folglich A, = >0 | Ay

A soll absolut stetig sein. Der Intensitétsprozefl soll einem semiparametri-
schen Modell mit proportionalen Hasardfunktionen geniigen:

agy(t, Zix(t)) = ao(t) exp { By Zu(t) } - (4.4.3)
Fiir die nachstehenden Berechnungen werden die folgenden Ausdrucke

benotigt: Seien die skalar-, vektor- und matrixwertigen Prozesse S (ﬁ t)
flird=0,1,2und k£ =1,..., K definiert durch

S (6,t) = Zsz () exp {87 Zix(t)} AN (1), (4.4.4)

sowie S (8,1) = S0, 547 (8, 1), Ex(8,1) = S.7(8,)/5"(8,1), Ex(8,t) =
Zle Ek(ﬁ? t) und E(ﬁv t) = S(l)(ﬁa t)/S(O)(ﬁ7 t)

In (Lee, Wei und Amato 1992) wird aufbauend auf (Wei et al. 1989, Lin
und Wei 1989) festgestellt , dafi unter gewissen Regularitétsbedingungen die
fehlspezifizierte Cox-Likelihood*

T AN;k(t)
L) =] (exp{ﬁ ZMY)}> (4.4.5)

©
teT ik SO, t

die konsistente Schétzung von () ermoglicht (vergleiche mit (4.2.7)). Sie
ist proportional zum Produkt der partiellen marginalen Profile-Likelihoods
(4.2.5) fir k=1,... , K.

Der logarithmierte (fehlspezifizierte) Likelihoodprozefist (mit N = Zszl Ny)

C(p,t) = ZZ/ BT Zig(u) AN (u) — /Ot logS(O)(ﬁ,u) dN(u) (4.4.6)

=1 k=1

Der Schiitzer (3 ist wiederum als Nullstelle des (fehlspezifizierten) Score-
Prozesses

(. = 2500 Y [ 2t i) = [ @ antw

=1 k=1
(4.4.7)

4im Sinn von (Boos 1990, Lin und Wei 1989): Die Likelihood ist nicht giiltig, da das
Wahrscheinlichkeitsmodel fiir die Daten nicht zutrifft.
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definiert. Der (fehlspezifizierte) Informationsproze$ ist

2 t (2) u
Z(8,t) = % = /0 {% - E(u,ﬁ)®2} dN (u) (4.4.8)

Lee et al. (1992) gaben dariiberhinaus einen konsistenten Schétzer fiir die
Kovarianz von 3 an.

In den Publikationen, die sich auf den Sandwich-Schétzer der asymptotischen
Kovarianz (Lin und Wei 1989) beziehen, gibt es zumeist nur Beweisskizzen
oder liickenhafte Beweise. Verschiedene Aspekte von marginalen oder fehls-
pezifizierten Cox-Modellen (Wei et al. 1989, Lin und Wei 1989, Lin 1991, Lee
et al. 1992, Lin und Ying 1993, Pepe und Cai 1993, Cai und Prentice 1995,
Spiekerman und Lin 1996) behandelt. Im iibrigen beziehen sich diese Arbei-
ten nur auf unabhéngig identisch verteilte Haufendaten und nur Zéhlprozesse
mit maximal einem Ereignis (Einsprung-Prozesse) sind zugelassen.

4.4.1 Konsistenz von BA
Der (fehlspezifizierte) Score-Prozefl U(fy,t) ist kein Martingal, aber es gibt

einen in asymptotischen dhnlichen Prozefl, auf den die Argumente aus der
Asymptotik des Cox-Modells angewendet werden kénnen:

60’ ZZ/ zk Ek BO, )] de(U)
- ZZ/ k(1) — Ep(fo, u)] dMg(u) (4.4.9)

wobei M, die eindeutig bestimmten Martingale aus der Doob-Meyer-
Zerlegung

Nik(t) = Mi(t) +/0 Yir(u) exp { By Zi(u) } ag(u) du (4.4.10)

beziiglich F; ;, sind. (4.4.9) gilt wegen

n

Z [Zir(w) — Ex(8,u)] Yig(u) exp {BTZik(u)}

i=1

= S (B, u) — S (B,u) SV (B,u) /S (B, u) = 0
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Dariiberhinaus sind die Kompensatoren absolut stetig, sodafi nach (1.5.3) die
M;;. fiir ein k orthogonal sind mit

(M) (t) = /0 Yir(u) exp {BOTZik(u)} ap(u) du (4.4.11)

Schlieflich definiert man in Analogie zu (4.2.10)

S (5.1)

—F ®2 4.4.12
S](CO) (ﬁ, t) k(ﬁa t) ( 1 )

Vk(ﬁ? t) =

Folgende Bedingungen werden fiir die nachfolgenden Ergebnisse benotigt:

L 1. Es emistiert eine offene Umgebung B von [y und skalarwertige, p-
vektorwertige und p x p-matrizwertige Funktionen s©(3,t), sV(3,t) =
%éﬁ()’t)i 5(2)(B,t) = ‘9288(;;65’” mit Definitionsbereich B x T, sodaf$ fiir
m = Y )

%S,id)(ﬁ,t)—s(d)(ﬁ,t) Lo fir k=1,...,K.  (4.4.13)

BxT

L 2. s'(.) firm = 0,1,2 ist eine stetige Funktion von 3 € B, gleichmdifig
int €T und beschrinkt auf B x T .

L 3. sO(py,-) ist auf T von 0 weg beschrinkt.

L4. % = [ v(b,t)sOBo,t)ao(t)dt ist positiv definit. Dabei ist v =
52 /50 — e®2 ynd e = sV /5O0),

Satz 4.4.1. Sei L 1 bis L J und Ao(T) < oo, sowie ap(-) > 0 erfillt.
Dariiberhinaus sei |Zy(t)] < Zo. Dann konvergiert die Wahrscheinlichkeit,
daf$ die Gleichung U(B,7) = 0 eine eindeutige Losung (3 hat, gegen 1 fir

n — 0o undﬁiﬁo

Beweis. Die fehlspezifizierte logarithmierte Likelihoodfunktion (4.4.6) kann
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folgendermaflen dargestellt werden:
X(8,1)
= (C(8,1) ~ O 1)
' S8, )
;;/ (8= Bo)" Zin(s) dNy(s) — /lg{m} dN x(s)
(4.4.14)
H}ZZ/ (5 — o) Za(5) N5

=1 i=
1 [ S (3, s)
SO (6, 5)

} AN (s) + R(3,t)  (4.4.15)

mit

,8) S8, s)
—1 ———= 5| dN.
bt nKZ/ [g{ ,>} o0 { S || 400
Der Restterm konvergiert gleichméfig in (5,t) gegen 0 mit folgender Be-
griindung:

P

‘ O Lo (4.4.16)

BxT

gilt aufgrund von L 1 und somit ist (4.3.17) aus Lemma 4.3.3 giiltig. Daher
konvergiert

)ﬁ S(O) ﬁ,s p
Zlog{s(o)( s) } —log{W” 2o, (4.4.17)

k=1 ) BxT

Dariiberhinaus liefert die Lenglart’sche Ungleichung (1.7.2)

P (% /O AN ()

Fir 6 > L [° sk 60, Jap(t) dt konvergiert (4.4.18) fiir n gegen unendlich
gegen 0 (Wegen L 1, L 2 und Ap(7) < 00). Somit ist £ [ dNx(s) in Wahr-
scheinlichkeit beschréinkt und die Behauptung, dafl R(3,t) in Wahrschein-
lichkeit gegen 0 konvergiert, gezeigt.

5 T
> 77) <, +P (/0 %S,io)(ﬁo,t)ozo(t) dt > 5) (4.4.18)
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Mit den Argumenten aus dem Beweis von Satz 4.3.1 kann man nun die Kon-
sistenz von B zeigen, indem man mit Hilfe von (4.4.14) zeigt, dafl die kon-
kave Funktion (4.4.14) punktweise gegen eine konkave Funktion konvergiert
(Andersen et al. 1993, p497f). Man betrachtet den k-ten Summanden von
(4.4.15) (ohne den Restterm):

Xu(8.0) = 3 [ (3= ) Zuls)aNa(s)

1 t 0)
——/ log W dN(s).
nJo Sk’ (Bo, 5)
Zu diesem Ausdruck kann man aufgrund der Zerlegung (4.4.10) und der

Vorhersagbarkeit und lokalen Beschrinktheit der Z;(¢) und der Y;x(¢) den
Kompensator beziiglich F; , angeben als (Satz 1.4.1)

. 03 s 0
L [(ﬁ — 50)T S (. ) o {%} SO, s>] a(s) ds.
0 k 05 S

(4.4.19)

Xi(B,-) — Xi(B,-) ist ein lokal quadratisch integrierbares Martingal (Satz
1.4.1). Die vorhersagbare Variation ist daher aufgrund von Satz 1.4.1

(Xk(8.7) = %al(5,)) (1
no ot ©3 )1
:% Z/o [(5 - 50)TZU~:(5) — log {MH

S (o, 5)
- Yi(s) exp { By Zin(s)} ao(s) ds. (4.4.20)
Wegen Ay(1) < oo und L 1, L 2 und L 3 konvergiert X,(3,7) fiir ein § € B

in Wahrscheinlichkeit gegen eine Funktion

o= [ [(ﬁ — Bo) s (B, 5) — log {%} ROITS sﬂ o(s) ds.
(4.4.21)

und auch n <Xk(ﬁ, N — Xi(3, )> (1) konvergiert gegen eine beschriankte
Funktion von 5. Nun kann die Lenglart’sche Ungleichung (1.7.3) angewendet
werden. Wegen <Xk(ﬁ, N — Xi(8, )> (1) L, 0 gilt auch

Xi(8,7) 5 £(B). (4.4.22)
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Wegen Ag(7) < oo und wegen L 2 und L 3 gilt

%f(ﬁ) = /OT {e(Bo,s) —e(B,9)} S(O)(ﬁo, s)ag(s)ds (4.4.23)
und
ame (8) = / 0(8. )5 (B, s)ao(s) ds (1.4.24)

ist positiv semidefinit und positiv definit fiir § = [y aufgrund von L 4.
Xk (5, 7) konvergiert daher in B punktweise in Wahrscheinlichkeit gegen eine
konkave Funktion f(f) mit eindeutigem Maximum bei § = (3,. Die zufillige
Funktion X (8, 7) ist konkav. Auch X(5,7) = Zszl Xy (B, 71) ist konkav
und konvergiert punktweise gegen f(/3). Nach Satz 1.7.2 ist die Konvergenz
von X(f,7) gleichméBig in einer Umgebung B von f, und nach Folgerung
1.7.3 konvergiert die Wahrscheinlichkeit, da} X (3, 7) ein Maximum bei 3
annimmt, gegen 1, und die maximierenden Werte B konvergieren in Wahr-
scheinlichkeit gegen den maximierenden Wert 3y von f(J3). O

4.4.2 Asymptotische Verteilung von B

Fiir die im nachstehenden Satz hergeleitete asymptotische Verteilung von
U(0y, ) werden folgende Definitionen benotigt: Sei

1 n
_ ®2
Bn——E w; ",
n 4
=1

wobei
w=3" /Of(zz-k(t) — e(Bo, 1)) { AN (t) — Yar(t) exp { By Zir(t) } ao(t) dt} .
. (4.4.25)
Sei

1 n
N . ~®2
n <
=1

wobei unter Verwendung des Breslow-Schiitzers A(-,-) aus (4.2.4) definiert
ist

5=y /0 (Zalt) — B3 0) { aNilt) — Y esxp {57 Zu(0)} ddo(Bn)}
- (4.4.26)
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Satz 4.4.2. Seien L 1 bis L 3 und Ay(1) < 0o, sowie |ag(-)|, > 0 erfillt.
Dann gilt firt € [0, 7]

L 0. (4.4.27)

sup
teT

Aoty = [ )

Beweis. Sei Ji(t) = (S (ﬁo( ) > 0). n !N(t) ist in Wahrscheinlichkeit
beschriinkt und [ (J(u) — Jx(u)) n~" dN(u) in Wahrscheinlichkeit gegen 0
(gleichméBig in t € 7). Wegen

A1) = / s«ﬁ@u Z [ o5 N
K Z / Jkﬂo; )

fey | ) = ) K5O, aNu(w)

4K i /0 t T(u) - (KS(O)(B, w) " — 894, u)_1> AN (1)
‘12 / ) 60 Nlt) + oy(1)

_12/ 0) 50’ k(t)+/0t Ji(u)ao(u) du + o,(1).

Wegen L 1 bis L 3 und [; J(u) — Ji(u) dN.i(u) = 0 konvergiert der Rest-
term gleichméflig in 7. Das Resultat enthélt das Integral eines vorhersag-
baren (F;j)-Prozesses beziiglich eines quadratisch integrierbaren Martingals
(beztiglich (F;x)). Wegen Satz 1.4.1 und nach der Lenglart’schen Unglei-
chung kann das quadratisch integrierbare Martingal durch einen Ausdruck
abgeschitzt werden, der gleichméBig fiir ¢ € 7 in Wahrscheinlichkeit gegen
0 geht. SchlieBlich ist wegen L 1 und L 3 |J, — 1| = 0 mit beliebig hoher
Wahrscheinlichkeit fiir n — oo. Daher konvergiert auch f(f Jp(u)ag(u) du

gleichméfig in Wahrscheinlichkeit gegen fo ap(u) du. O

Vom folgenden Satz sind bisher nur Versionen fiir unabhéngig identisch ver-
teilte Zufallsvariable und Einsprung-Prozesse angegeben. Der Beweis von
Lee et al. (1992) ist unvollstédndig. Die Anfrage bei der Korrespondenzadres-
se ergab, dafl der vollstindige Beweis nicht auffindbar ist.
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Satz 4.4.3. Seien L 1 bis L J und Ag(T) < o0, sowie ap(-) > 0 erfillt.
Dariiberhinaus sei Zy.(t) gleichmdflig beschrankt, d.h. |Zy|r < Zy fir i =
,...,n, k=1,... K.

Wenn B = lim,,_., E B,, existiert, dann gilt
n V20U (B, 7) 2 N0, B). (4.4.28)

Wenn dariberhinaus Z(t) linksseitig stetig und von gleichmdfig be-
schrinkter Variation ist, d.h. |Zg|r + [] |dZy| (t)dt < Zy firi=1,... ,n,
k=1,... K, und auch e(fy,t) von beschrinkter Variation ist, dann

B, LB (4.4.29)

Beweis. Zur Demonstration von (4.4.28) wird die Scorefunktion als Summe
unabhéngiger Zufallsvariablen plus einem Restterm, der in Wahrscheinlich-
keit gegen 0 konvergiert, dargestellt werden. Auf diese Summe wird dann
der zentrale Grenzwertsatz angewendet werden.

Wegen (4.4.7) und (4.4.10) gilt:

*I/QU(ﬁ 7)
S JRCORRENOEIAG
k=1 i=1
_nl/zzz/ Zn() — e(Bo, 1)) AMix(£) + R: (4.4.30)
k=1 i=1
7n_1/2 Z Z/ zk Ek 607 )) szk(t> + R2
k=1 i=1
:n*1/2 Z wz(ﬁo) + R1
i=1
Dabei ist
K T
Ro =Y [ (B t) ~ el 1) ML) (1.431)
k=170
und

Rem Y / (B (Bo,t) — En(Bo.1)) AM(0)

= n /2 Z/ E(Bo,t) — e(bo,t)) — (Ex(Bo, t) — e(o, 1)) dMi(2).
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Wenn man gezeigt hat, daf§ R£; in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert,
dann folgt sogleich, dal auch R, in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert,

da Ry L, 0 auf den Spezialfall R, Lootir K =1 zuriickgefithrt werden kann.
Dariiberhinaus ist die Konvergenz jedes der Summanden mit £k = 1,... | K
von R; gegen 0 hinreichend.

Es gilt fir £k =1,... , K die Abschéatzung

n1/2

/OT (E(Bo,t) — e(bo, 1)) dM.k(t)‘

< sup| E(fo. ) — e(fo,t)| n~ / M (1))
teT 0

< sup |E(o,t) — e(Bo, )| ™2 (Ni(7) + Ar(7)) .- (4.4.32)

sup,er |E(Bo, t) — e(fo, t)| konvergiert aufgrund von (4.3.16) aus Lemma
4.3.3 in Wahrscheinlichkeit gegen 0 (Aus L 1 bis L 3 folgt C 1 bis C 3).
Aus dem angegeben Beweis ist ersichtlich, da} die Aussage auch dann gilt,
wenn F der Quotient zweier Summen von Ausdriicken S,gd), d = 1,0 ist.).
Der zweite Faktor n='/2 (N (1) + A (7)) von (4.4.32) ist in Wahrscheinlich-
keit beschrinkt. Denn aufgrund der Cebysev’ schen Ungleichung ist dafiir
die Beschranktheit des zweiten Moments ausreichend, was aufgrund von

En~' (Ni(r) + Ax(r))?
—En~ (My(r) + 2A4(7))2
<n”'2 (E M3(7) +4E A% (7))
=2n"" (EA(r) + 4E A% (7))
<on~! (E n exp {\50‘1 ZU} Ao(7) +4Enexp {2 \50\1T ZO} Ag(T)>

=2 (exp {180l 2o} Ao(7) + dexp {210l] Zo} A3())

und der Voraussetzungen des Satzes erfiillt ist.

Daher ist n=Y/2U(fy) asymptotisch dquivalent zu n=/23"  w;(f), einer
Summe von unabhéngigen Zufallsvariablen. Es gilt E w; = 0 und %i = B.
Nach dem zentralen Grenzwertsatz Satz 1.7.1 ist dieser Ausdruck asympto-
tisch gauBverteilt.

Nun ist noch die (4.4.29) zu zeigen.

B,, ist ein Mittelwert von unabhéngigen Zufallsvariablen und konvergiert
aufgrund des Varianzkriteriums fiir Reihen von Khinchin und Kolmogorov



4.4. DAS COX-MODELL FUR HAUFENDATEN 109

(Lemma 1.7.4) gegen B, da die bendtigten Momente von N (7) aufgrund von
Folgerung 1.5.3 existieren und gleichméfig beschréankt sind.

Es geniigt daher,

n

3= | <5 D 1o — i
1 n
< Dl = wi(Bo)| - ([l + [wi(5o))

=1

1" —-1/2 L —1/2
< <ﬁ Z Wi — wi|2> (5 Z i + wi|2> (4.4.33)
i=1

i=1
zu betrachten. Es gilt

2
2

sup |w;|” < 2sup

€N ieEN

Zult) ~ B(B,0)|

) (Ni(7)2 + sup exp {QBTZik(t)} AO(B, 7')2> .

i€N

Dementsprechend kann der zweite Faktor von (4.4.33) in eine Summe von
Produkten aus einem Faktor, der in Wahrscheinlichkeit beschrénkt ist, und
einer Reihe aus unabhéngigen Summanden, die nach dem Varianzkriterium
von Khinchin und Kolmogorov 1.7.4 abgeschétzt werden kann, dargestellt
werden. Der Beitrag dieses Faktors zu (4.4.33) ist also in Wahrscheinlichkeit
beschrénkt.

Nun wird gezeigt, dafl der erste Faktor von (4.4.33) in Wahrscheinlichkeit
gegen 0 konvergiert.
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Es gilt
)

wi(Bo
- i | (@0 = BG.0) {aviato) - Yt oo {57 Zul0)} A5}
- kf; /0 (Zut) — o(. 1) { AN (0) — Yl exp {7 Zu(1)} Aol
+ XK:/T(Zik(t) - e(ﬁo,t)){dNik(t) Yiu(t) exp {ﬁ Zin(t )} dAo(B, t)}
_ Z / Zin(t) — e(Bo, 1)) { AN (t) — Yiu(t) exp { 8] Zun () } cvo(t) dt}

i/T ( (B.t) — e(Bo, )) {dNik(t) — Yi(t) exp {BTZik(t)} dAO(B,t)}
- (4.4.34)

D NCACEES >>{ () exp {3723} ddo(B.1)

— Yi(t) exp { By Zin(t) } cxo(t) dt}.
(4.4.35)
(4.4.34) kann abgeschétzt werden durch

B(B,1) = e(fo1)| XKI {Nuwlr) +

k=1

w®exp {37 Zult) }|_Ao(3,7)}.

T

Wegen Lemma 4.3.3 konvergiert der erste Faktor in Wahrscheinlichkeit ge-
gen 0. Die hoheren Momente von Ny (7) existieren, sodal der Beitrag von
N (1) und Nix(7)? durch das Varianzkriterium fiir Reihen abgeschétzt wer-

den kann. Auch sup;cy <y €Xp { BTZik(t)} Ag(f3, 7) ist in Wahrscheinlichkeit
beschréankt. Daher konvergiert der Beitrag von (4.4.34) zu (4.4.33) in Wahr-
scheinlichkeit gegen 0.

In (4.4.35) kann exp {BTZik(t)} durch exp { 3] Zu(t)} ersetzt werden, denn

dadurch wird der Beitrag von (4.4.35) zu (4.4.33) nur um einen Wert geéndert
wird, der unabhéngig vom Index ¢ in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert.
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Nun wird partielle Integration angewendet (Fleming und Harrington 1991,
p. 320):

EK:/OT( Zix(t) — e(Bo, 1)) Yir(t) exp { By Zi )}{dflo(ﬁ,t)—aodt}

=3~ (Ao(B.7) — Ao(Bo.7) Z / (AofB.1-) — Aol 1))
d{Zz'k()—e(%, t)} Yir(t) exp { By Zi(t)}
Ao(B,t-) —Ao(ﬁo»t)‘,[

(1 [ 1000~ e 0t e {3 20}
(4.4.36)

Aufgrund von Satz 4.4.2 und der gleichméfig beschrankten Variation der
Zi(t) konvergiert dieser Ausdruck gleichméfig in ¢ in Wahrscheinlichkeit
gegen 0. Somit konvergiert auch der Beitrag von (4.4.35) zu (4.4.33) in
Wabhrscheinlichkeit gegen 0. O

Satz 4.4.4. Seien C 1 bis C 4 und Ap(1) < o0, sowie og(-) > 0 erfillt.

Dariiberhinaus sei |Zy.(t)| < Zy fir allei=1,... ,n undt € T. Dann
n'2(3 — By) 2 N(0, 57 BE-Y) (4.4.37)
und
n'I(B) — % . Lo (4.4.38)

Beweis. (4.4.38) wird zur Vervollstdndigung der Darstellung gezeigt, obwohl
sich die Argumente auf (Andersen et al. 1993, p500f) fast direkt iibertragen
lassen.
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Fiir beliebiges g, gilt:

2200 -5 <| [ V) = o)
T 0 T
o[ 00 o S
| [ o { S = L5000 oot |
| [ o0 (3500 = 000) ) o)
=Dy + Dy + Dy + Dy.
(4.4.39)

Aus L 1 bis L 3 folgt
P
V(B,t) —=v(B,1)|gur — 0

und fiir 8, = B gilt daher auch |V (B,,t) — v(3,,t)|; — 0. Mittels der
Lenglart’schen Ungleichung (1.7.2) erhélt man

P {%N.k(T) > n} < % +P {/0 %S,io)(ﬁo,t)a()(t) dt > 5}

Wenn man nun ¢ > [ s,(go) (Bo, t)ap(t) dt wéhlt, dann geht dieser Ausdruck
in Wahrscheinlichkeit gegen 0. Daher ist n='N(7) in Wahrscheinlichkeit
beschrankt und D; konvergiert in Wahrscheinlichkeit gleichméBig gegen 0.

Fiir g, L0 gilt das auch fiir Ds.

Zur Abschéatzung von D3 erhélt man mittels der Lenglart’schen Ungleichung
(1.7.3)

"t

Wegen L 1 bis L 3 konvergiert auch D3 in Wahrscheinlichkeit gegen 0 fiir

/ oo ) - a1
0 n

)
> S—Q
T n

1 T
+P {ﬁ/o 0% (B, )5 (B0, ) o () dt > 5}

0, L. Analog kann man fiir D, vorgehen.

Zum Beweis von (4.4.37) wird U(f3, 7) komponentenweise nach dem Mittel-
wertsatz um (3 entwickelt:

Uj(8,7) = Ui(Bo,7) = =ZL(B))(B—Po)  j=1,....p (4.4.40)
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Dabei ist 37 = A\;8+ (1 = Aj)00, A; € (0,1), und —Z7 ein Zeilenvektor von
—7, mit Komponenten

0
a—ﬁlUj(ﬂ,T), l=1,...,p.

An der Stelle 3 = 3 erhilt man wegen Uj(B, 7)=10

n V20 (6o, 7) = {n T Y 0 <B . ﬁ()) (4.4.41)

~

Aufgrund von L 4 ist 3, positiv definit. Z.(3) konvergiert wegen (4.4.38) in
Wahrscheinlichkeit gegen 3. Da Z7(3) wegen L 1 und L 3 stetig ist in 8 und
somit auch fiir § aus einer (konvexen) Umgebung B([(y,d), 0 > 0, positiv
definit ist, ist fiir 3 € B(fy,d) die Matrix 1, die aus den Zeilen {n~'Z(8;)}
besteht, positiv definit und invertierbar und

R V217U (B, 7) = nl/? (B - ﬁo> (4.4.42)

Wegen der Konsistenz von 3 gilt 3 € B (Bo,0) und B* € B(fy,d) mit beliebig
grofler Wahrscheinlichkeit. Aufgrund der Stetigkeit von Z;(3) in B(fo,9)

konvergiert [ KR Y-t Wegen Satz 4.4.3 gilt
n"2U (o, 7) 2 N (0, B).
Aus Folgerung 1.6.2 und Satz 1.6.3 folgt nun beziiglich (4.4.42)

7' YV2U (e, 7) 2 N(0, 271 B
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Kapitel 5

Schitzung von marginalen
Modellen durch U-Statistiken

5.1 Der Schitzer

Sei ein marginales Modell fiir einen Zahlprozef3 gegeben wie in 4.4.

In Liang et al. (1993) wird ein Schétzer fiir das marginale Cox-Modell vor-
geschlagen, der die paarweise Unabhéngigkeit der Beobachtungen aus ver-
schiedenen Haufen verwertet. In diesem Ansatz wird die Likelihood (4.1.3)
jeweils paarweise fiir ein 75 und [k aus dem Haufen i beziehungsweise [ gebil-
det, wobei i # [. Unter Beibehaltung der paarweisen Betrachtung schreibt
man in Analogie zu (4.2.7)

T AN;x(t)
Law; () = 11 {eXp 17 Zult)} } . (5.1.1)

0
wr LS80

Dabei ist fiir d = 0, 1,2 wiederum definiert durch (vgl. (4.2.2))
St (B.1) = Yau (1) Zu () exp { B Zan(t) } + Vi (1) Z; ()% exp {87 Z;(1) } .

Weiter unten wird auch E;;(3,t) = SZ.(;;)U (8, t)/S,f,S?lj (8,t) bendtigt. !

Man kann zeigen, daf§ das Produkt dieser Likelihood-Elemente eine konsi-
stente Schétzung von 3 ermoglichen wiirde. Allerdings ist die Gewichtung
der Zeitpunkte durch die Paarbildung ungiinstig, denn frithe Ereignisse mit

LAb nun wird 0/0 = 0 vereinbart

115
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vielen Individuen in der Risikomenge lieferten einen zu grofien Beitrag. Liang
et al. (1993) schlugen ein geometrisches Mittel

. {exp (57 Zu(t)) }Amk(tm](t)/m(t)

St (8, 1)

teT

vor (Auch das arithmetische Mittel wurde dort erwogen). Die Gewichtung
mit n;(t)~! ist umgekehrt proportional zur Anzahl der Individuen in den Ri-
sikomengen, die nicht im Haufen ¢ sind. Nach Vereinbarung der Schreibweise

Y.(t) =3, V() und Y (t) = S p, Vir(t) kann das als n(t) = Y.(£) = Y;.(t)

angeschrieben werden. Der logarithmierte Pseudo-Likelihoodprozef ist daher
(vgl. (4.2.8))

Cru(8 ZZ/ [ma(t) > 0] nt)Yis 1)

i,l=1k,j=1
l;éz
Va5 Zalt) ~ tog (S9,(5.0) } dNa(r) (5.1.2)

Die Ableitung nach [ ergibt die folgende Schatzfunktion

S(5)

= Z Z / [ni(t) > 0] ((f)) {Zik(t) — Eira;(B,1)} dNw (1) (5.1.3)
le;éllk] 1

_ZZ/ [n;(t) > 0] {sz —n;(t ZZYM Eira; (5, )}dNik(t)-
i=1 k=1 ll#% j=1

(5.1.4)

Die letzte Umformung gilt deshalb, weil zur Zeit T eines Ereignisses mit
ANy (T) # 0 ein Individuum [j mit [ # ¢ genau dann einen Summanden
ungleich 0 beitrégt, wenn Y;;(f) = 1. Deren Anzahl ist Y (t) — Y, (t) =
n;(t). Der Ausdruck (5.1.4) erlaubt die Interpretation der Nullstelle 3 der
Schitzgleichung (5.1.3) als denjenigen Wert, der die mittlere Abweichung des
Regressors Z;;(t) vom gewichteten ,Mittel* der Regressoren (mit Ausnahme
der Regressoren des i-ten Haufens) in der Risikomenge zur Zeit des Ereignis-
ses minimiert (vgl. dazu den Aufbau von (4.2.9)). Dies motiviert die Wahl
der Gewichtung n;(t). Der Ausdruck (5.1.3) ermdglicht die Interpretation
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der Schatzfunktion als U-Statistik vom Grad 2 durch

—1 n

Ua(B) = (Z) 3 6u(B; X X)) = (Z) o S(8) (5.1.5)

il=1
I>i

Dabei ist X; (beziehungsweise X;) das K-Tupel ((N, Zi, lﬁk))szl und

oL (3; X, X)) = Z/

k,j=1

Yzj<t> {Z(t) = Bus (8.5} dNa(t). (5.1.6)
Die symmetrisierte Form ist gegeben durch

Allerdings héngt ¢ iiber die Gewichtsfunktion n;(t)/n von der gesamten
Stichprobe ab. Deshalb ist U, keine U-Statistik im Sinn von (3.1.1) in Ka-
pitel 3.

5.2 Asymptotische Verteilung

Der Kern ¢,, hdngt mittels Gewichtsfunktion noch immer von der gesamten
Stichprobe ab. Um den zentralen Grenzwertsatz fiir U-Statistiken direkt
anwenden zu konnen und in Hinblick auf Verallgemeinerbarkeit, wird darin
n;(t)/n durch eine Gewichtsfunktion W ersetzt, W (t) > ¢ > 0 fir alle t € 7.
Man definiert (in Verallgemeinerung von (5.1.5))

U(B) = (’;) DO 0B X, X)) (5.2.1)

i=1 i,l=1
I>i

mit
?(8; X, X)) = ¢*(6; Xi, X0) + ¢*(8; X1, X;) (5.2.2)

und

(35 Xs, X1) = Z/ W) {Zix(t) — Eipgj(B,0)} ANy (t)  (5.2.3)

k,j=1
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Die Stammfunktion von U(f) ist

< )_1i Z/ wit k()8 Zan(t) (5.2.4)

llk

—1og SY0,(8,0) }ANw(t)  (52.5)

( )_liiqﬁ 3 X, X)) (5.2.6)

=1

Dadurch ist wiederum eine U-Statistik gegeben. Genauso ist H(() =
—9U()/0p%* als U-Statistik darstellbar. Die nachstehenden Bedingungen
werden zur Herleitung der Eigenschaften der Schétzer benotigt:

PL 1. Der Kovariablenvektor ist gleichmdfig beschrankt, d.h. |Zy(t)|; <
ZO z’st fiir alle t €T undik,i=1,...,n, k=1,... K. Dariberhinaus gilt
= [ a,(t)dt < co.

PL 2. Es existiert eine Funktion H, die in einer (offenen) Umgebung B des
wahren Parameters By stetig und positiv definit ist, und fiir jedes 8 in B gilt:

0 P =

—a—TU(ﬁ) = H(B) — H(p)
5

PL 3. Sei le,i;j(ﬂ; LU) =E ¢(ﬂ, Z, X]) Sei le,z(ﬂ, I) =

ﬁ Z?Zl#i 1450 x). Sei S, = % ZLI ¢1:(Bo; Xi). Dann soll S, einen

zentralen Grenzwertsatz mit Erwartungswert 0 erfillen, d.h. es gibt eine

invertierbare Kovarianzmatriz X mit n Cov S,, — X und

n'28, 2 N(0,%) (5.2.7)

Zunéchst stellt man die Erwartungstreue der Schétzgleichung fest:

Proposition 5.2.1. Sei PL 1 erfillt. Dann konvergiert die Varianz von
C(B), U(B) und H(B) jeweils gegen 0 und

E U(B,) = 0. (5.2.8)

Beweis. Aufgrund der Uberlegungen, die zu (3.1.5) fithrten, konvergieren
die Varianzen von C(3), U() und H(() jeweils gegen 0, wenn Erwartungs-
wert und Varianz der Summanden der U-Statistiken gleichméfig beschrankt
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sind. Dazu wird exemplarisch die Existenz der entsprechenden Konstan-
ten fiir H(B) gezeigt. Die Varianz der Matrix H () kann iiber ein inneres
Produkt definiert werden. Dann ist hinreichend fiir die Beschrénktheit der
Varianz, daf§ das Kroneckerprodukt H () ® H(3) endlichen Erwartungswert
hat. Die Elemente dieser Matrix sind die Erwartungswerte der Produkte
der Elemente von H([3), die komponentenweise durch die Erwartungswerte
der Quadrate der Faktoren abgeschétzt werden kénnen (Cauchy-Schwarz-
Bunjakowsky-Ungleichung). Diese Ausdriicke werden weiter komponenten-
weise abgeschétzt durch

6
85

;(t) ki (55 1) i
- WV (8,672 ) AN
(Z/ W) (Mw?) ol ) '“<t>>

=707 (8 X, X))?

K (2) 2
2 Tn(t) (Szkl(ﬁat)
<ok E J - — B (8,1)%% | dNy(t)
2% 1o W 500
i 1 (S(z?)l.(ﬁ 0 i
<oK* T By (6, t)®2> Nir(t)?
e LAU) s;?;j(ﬂ, t) .

<K* eXp{\ffIZo}Ao( )-

Somit ist die Varianz von %qb* (8; X3, X;) T beschrinkt durch einen Ausdruck,
der nicht von den Indizes abhingt. Wegen (3.1.5) konvergiert die Varianz
dieser U-Statistik in Wahrscheinlichkeit gegen 0.

Nun ist noch (5.2.8) zu beweisen. Man stellt fest, daf} es geniigt, wenn fiir je-
den Summanden E ¢(5y; X;, X;) = 0 mit [ > ¢ gilt. Fiir diese Aussage geniigt
es wiederum zu zeigen, daf sie fiir jeden Summanden aus ¢(fo; X;, X;), der
einem Paar (ik,lj), k,j = 1,... , K entspricht, gilt. Dafiir geniigt es wieder-
um zu zeigen, dal dieser Ausdruck (gemeint ist (5.2.9)) die Summe zweier
Martingale ist.

Beziiglich der gemeinsamen Filtrierung F;, V JFj; der unabhéngigen
Zshlprozesse Ny und N;; ist die eindeutige Doob-Meyer-Zerlegung
in ein Martingal und einen vorhersagbaren Prozel Ni(t) =
My (t) + [y Yi(u)exp { 8] Zw(u)} ag(u)du und  Ny(t) = My(t) +
fot Y (u)exp {ﬁOT Zij(u }ao Jdu. Man stellt wiederum fest, dafl der
vorhersagbare Anteil aufgrund der Bauart der Schétzfunktion verschwindet



120 KAPITEL 5. SCHATZUNG DURCH U-STATISTIKEN

(vergleiche (4.3.3)):

/ W (w) ™" {Zir(u) — Eij(Bo, u)} dNix(u)

+ 0 W (u) ™" {Zy;(u) — By (Bo, u)} ANy (u)

/ W (uw)™" {Zin(w) — Eayj(Bo, u)} dMip(u)

+ 0 W (u) ™ {Zy;(u) — Eigj(Bo, w)} dMi;(u)
(5.2.9)

Die Integranden sind jeweils vorhersagbar beziiglich der zugrundeliegenden
Filtrierung und lokal beschréankt. Die Martingal-Integratoren sind lokal qua-
dratisch integrierbar und von endlicher Variation (Der Kompensator ist ab-
solut stetig und es gibt fast sicher endlich viele Spriinge). Somit sind die
Voraussetzungen von Satz 1.4.1 erfiillt und der Ausdruck (5.2.9) ist daher
die Summe zweier Martingale. O

Die Funktionen H((,t) sind positiv semidefinit in (3: Da in U(8,t) die
Eiri(B,t) die einzigen Ausdriicke sind, die von 3 abhéngen, geniigt es, deren
Ableitung zur Zeit t € 7 zu betrachten.

Zunéchst definiert man I = {ij, [k}, S}d)(ﬁ,t) Sik: lj(ﬁ, t), d =0,1,2 und
E((B,t) = Eiy;(6,t). Dann stellt man fest, daf8 die folgenden Ausdriicke
positiv semidefinit sind:

D 1Z(6) = Er(B,0)]%* Y, exp {87 Z,(1) }

el
=Y |20 - 2.0)E3,0)7
el
— Bi(B.0Z.(0)" + Er(8.0)%] Vexp {87 Z,(1)}
—5P(3,1) = SV (B, B (8,07 — Br(3,0)S0(8,1) + Er(8,)%251(5, 1)
=S7(6,1) — Er(8,0)*5(8,1)

Das ist aber bis auf einen negativen Proportionalitatsfaktor die Matrix der
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Ableitungen:

087 BT 505, 1)
5P [sVen]”
s, 1578,

Nach Integration iiber 7 beziiglich eines positiven Mafles

g 2)
/0 W(t)™! [% _ El(ﬁ,t)] AN (1)

bleibt das Ergebnis positiv semidefinit.

H () ist genau dann positiv definit, wenn es zumindest in einem Haufen i zu
einer Zeit t ein Ereignis bei Individuum ¢k und ein Individuum 'k’ in einem
anderen Haufen, mit Y/ (f) = 1 gibt und dessen Kovariablenvektor Z;(t)
ungleich Z;.(t) ist. Es ist leicht, Bedingungen anzugeben, so dal H (/) fast

sicher positiv definit ist. Insbesondere geniigt H (/) SNy (By) und H(B)
positiv definit. Denn dann ist H(f,) fast sicher positiv definit. Aber dann
ist H(/3) auch fiir jedes andere (3 positiv definit.

Satz 5.2.2. Sei PL 1 und PL 2 erfillt. Dann konvergiert die Wahrschein-
lichkeit, daf8 die Funktion U(3,T) eine eindeutige Losung (3 hat, gegen 1 fir

nﬁooundesgiltﬁiﬂo

Beweis. Wegen PL 2 und aufgrund der dem Satz vorangestellten Bemerkun-
gen ist f,(8) = C(B) — C(By) fast sicher konkav. Die Folge von zufélligen
Funktionen konvergiert aufgrund von Satz 5.2.1 punktweise gegen eine Funk-
tion f. Daher kann Satz 1.7.2 angewendet werden und die Folge konvergiert
daher in Wahrscheinlichkeit gleichméflig auf kompakten Mengen gegen die
konkave Funktion f.

Nun ist zu zeigen, dafl der f ein lokales Maximum bei (3, hat; das impliziert
ein globales Maximum. Zum indirekten Beweis nimmt man an, daf} es in B ein
x gibt, mit f(x)— f(8y) = ¢ > 0. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit des
Beweises kann man annehmen, daf die Verbindungslinie von x und 3y auf der
ersten Koordinate liegt. Ab nun werden in diesem und dem darauf folgenden
Absatz alle Punkte und Funktionen eingeschréankt auf diese Verbindungslinie
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betrachtet. Angenommen = > ;. Die Ableitung f! ist aufgrund von PL 2
fast sicher nicht fallend. Es gilt daher:

0 <c=f(z) - f(5)
<(f(z) = fu(2)) + (fa(Bo) — f(Bo)) + fu(B) — fu(Bo)
= (f(x) = fa(2)) + (fu(Bo) — £(B0)) + f1 (&) (@ — Bo)
<(f(z) = ful@)) + (fulBo) — f(Bo)) + f1(Bo)(z — Bo)

Die Abschétzung gilt fast sicher. Die ersten beiden Summanden konvergieren
jedoch in Wahrscheinlichkeit gegen 0. Auch f/(6y) = U(fy) konvergiert
wegen Satz 5.2.1 und Satz 3.1.2 in Wahrscheinlichkeit gegen 0. Dies ist ein
ein Widerspruch zur Voraussetzung ¢ > 0.

Eine Nullstelle B der Ableitung von f,, ist fast sicher ein Maximum von f,,
sodafl # aufgrund von Satz 1.7.3 in Wahrscheinlichkeit gegen (3, konvergiert.
O

Satz 5.2.3. Sei PL 1 bis PL 3 erfiillt. Ses B die nach Satz 5.2.2 fast sicher
eindeutig bestimmte Losung von U() = 0. Dann gilt

n'23 2 N0, H'SH ) (5.2.10)

H = H(By) kann durch H(j3) konsistent geschiitzt werden. X ist die asympto-
tische Kovarianzmatriz von U(fy). Diese kann konsistent geschdtzt werden

durch

. 4n—1) (1) v \®2
> = R ; VI(X;)® (5.2.11)
Dabei ist definiert
1 A R
Vi (Xi) = — ; (cb*(ﬂ; X, X)) + 0" (5; Xl,Xi)> (5.2.12)

Beweis. Zunéchst stellt man fest, daB |¢(5o; Xi, Xj)| < A fir alle 1 < i <
[ < n (siehe Proposition 5.2.1). Daher kann Satz 3.1.2 angewendet werden.
Aufgrund von PL 3 ist U, (fy) asymptotisch so verteilt wie eine Summe von
unabhéngigen Zufallsvariablen, die den zentralen Grenzwertsatz mit Erwar-
tungswert 0 (siehe Proposition 5.2.1) und invertierbarer Kovarianzmatrix X
erfiillt:

n'2U(3,) 2 N(0,%). (5.2.13)
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(5.2.10) wird bewiesen, indem die Argumente im Beweis von Satz 4.3.5 auf

U (B) und H(f) angewendet werden. Eine notwendige Bedingung fiir dieses
Argument ist, daf3

~

H(B) L H(B) (5.2.14)

erfiillt ist.

Zum Beweis von (5.2.14) wird das Teilfolgenprinzip fiir Konvergenz in Wahr-
scheinlichkeit beniitzt, das besagt, dafl eine hinreichende Bedingung fiir Kon-
vergenz in Wahrscheinlichkeit gegeben ist, wenn jede Teilfolge eine Teilfolge
besitzt, die fast sicher konvergiert.

Zur Vereinfachung der Notation werden Teilfolgen gleich bezeichnet wie die
urspriingliche Folge.

Sei eine beliebige Teilfolge von H und 3 gegeben. Aufgrund von Satz 5.2.2
und PL 2 gibt es eine kompakte Umgebung B von [y und eine Teilfolge, so
daB 3 fast sicher in B liegt und H (B) fiir 5 € B in Wahrscheinlichkeit gegen
H () konvergiert. Sei D eine abzihlbare Menge, die in B dicht liegt. Sei mit
dem Verfahren aus dem Beweis von Satz II.1 aus (Andersen und Gill 1982,
p1116) eine fast sicher konvergente Teilfolge von Bund H (B) gewihlt, sodaB
H(p) fiir # aus D und 3 punktweise fast sicher gegen H (B) beziehungsweise

fast sicher gegen (3, konvergiert.

Um zu zeigen, daB auf dieser Teilfolge H () fast sicher gegen H () konver-
giert, wird auf das Teilfolgenprinzip auf R? zuriickgegriffen. Sei nun w € €2
und eine Teilfolge von B(w) beliebig gewéahlt. Aufgrund der gleichméfigen
Stetigkeit von H in B kann eine Teilfolge 3,(w) in D derart gewihlt werden,

daB 5 — By,

und
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Wegen der Stetigkeit von H in 3, konvergiert auf dieser Teilfolge H(J3)(w)
gegen H (). Da mit einer beliebigen Teilfolge B(w) begonnen wurde, kon-
vergiert aufgrund des Teilfolgenprinzips auf RX auch die urspriingliche Folge.
Diese Konstruktion ist auf ganz 2 bis auf eine Nullmenge moglich. Folglich
konvergiert eine Teilfolge von H(f3) fast sicher gegen H(Gy). Aufgrund des
Teilfolgenprinzips fiir Konvergenz in Wahrscheinlichkeit ist (5.2.14) gezeigt.

Nun kann der Beweis von (5.2.10) fortgesetzt werden, indem U(f3) kompo-
nentenweise nach dem Mittelwertsatz um ([, entwickelt wird:

U;(B) = Uj(Bo) = —H'(B))(B—Fo)  j=1,...,p (5.2.15)

Dabei ist 35 = ;64 (1 — A;j)00, A; € (0,1), und —H ein Zeilenvektor von
—H mit Komponenten

0
a—ﬁlUj(ﬁ)a l=1,...,p
An der Stelle § = § erhiilt man wegen U; (3)=0
Us(d) = H/(3) (8~ ) (5.2.16)

Aufgrund von PL 2 ist H positiv definit und wegen (5.2.14) konvergiert H(/3)
in Wahrscheinlichkeit gegen H. Da aus H(f3) positiv definit folgt, dal H(3)
positiv definit ist fiir § € RP, ist die Matrix I, die aus den Zeilen H((})
besteht, fast sicher positiv definit und invertierbar, und

I7U(Bo) = (B - ﬁo) : (5.2.17)

T

Aufgrund der Stetigkeit von H(() konvergiert [ Lot Wegen (5.2.13),
Folgerung 1.6.2 und Satz 1.6.3 folgt nun beziiglich (5.2.17) und uns somit
beziiglich (5.2.10):

n 217 U(By) 2 N(0, H'SH™).

Zuletzt ist (5.2.11) zu zeigen. n~Y/2% stimmt bis auf 3 statt G, mit dem
Jackknife-Varianzschétzer von U, ([3y) iiberein. Auf Seite 74 wird gezeigt, daf
der Jackknife-Varianzschitzer von U-Statistiken selbst eine Summe von U-
Statistiken ist. Durch Anwendung von Satz 3.3.3 folgt nun (5.2.11). Wegen

der asymptotischen Normalverteilung von n'/? (B — ﬁ()) ist die Bedingung

der Straftheit erfiillt. Die Stetigkeit des Erwartungswerts der Kernfunktion
beziehungsweise von deren Quadrat in 3 sind die Bedingungen von Satz 3.3.3
erfiillt. O
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5.3 Gewichtsfunktionen

In den Anwendungen muf die Gewichtsfunktion W durch eine geschétzte
Gewichtsfunktion W ersetzt werden . Unter der folgenden Bedingung dndert
das die asymptotische Verteilung der U-Statistik nicht:

PL 4.

/2 (W - W) (5.3.1)
ist gleichmdfig straff beziiglich der Supremumsnorm.

Es gilt dann der folgende Satz:

Satz 5.3.1. Seien PL 1 bis PL 4 erfillt. Dann ist Satz 5.2.3 auch dann
qiiltig, wenn W durch eine empirische Gewichtsfunktion W ersetzt wird.

Beweis. Die Aussage folgt aus Satz 3.3.3, dessen Bedingungen somit zu
erfiillen sind.

PL 4 fordert genau Bedingung 3.3.1.

(3.3.7) und (3.3.2) aus Bedingung 3.3.2 ist erfiillt, denn fiir beliebige Ge-
wichtsfunktionen |W|, < ¢ und beschrénktes 3, Z;, und A, gilt fir r < ¢/2,
sowie fiir s = 1, 2, und es existieren Konstanten K:

E  sup [¢°(8, WX, X;) —¢"(8,W; X, X;)[°

W/eB(Wir)
K K S
/ 1 ' o |

<Y E o | OV0 WO () Fa (5.0 4t

2\ *
= (C_2> ZZ E |Z7fk() Zkl](ﬁ, )|’T Z‘k(T)S

k=1 j=1
<K,r
Ul

Die Gewichtsfunktion Y (¢)/n erfillt PL 4 fiir Wp, = lim, .. EY (t)/n
im Allgemeinen nicht.  Diese Bedingung mufl durch weitere Regula-
ritdtsbedingungen fiir den Zensierungs- und Kovariablenprozefl erzwungen
werden. In Abschnitt 1.6.2 werden Sitze angegeben, die zur Konstruktion
von nichttrivialen Beispielen verwendet werden kénnen.



126 KAPITEL 5. SCHATZUNG DURCH U-STATISTIKEN

Aufgrund von Folgerung 3.1.1 kann der Kern einer U-Statistik U, um Aus-
driicke, die in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergieren, gedndert werden,
ohne daff damit die asymptotische Verteilung von +/nU, verdndert wird.
Insbesondere gilt das fiir die Ersetzung von Wpy durch Wpp, — Y. /n im
entsprechenden Kern.

In der Anwendung mufl Wp,, durch Y (t)/n ersetzt werden. Trotzdem gilt
Satz 3.3.3 fiir Kerne mit der empirischen Gewichtsfunktion n;(t) = (Y (¢) —
Yi (t))/n (vergleiche mit (5.1.3)) mit folgender Begriindung: Fiir 0 < w < ¢,
lw—w'| <r<ec/4, k<K und ng > 4K/c gilt

w —w

su ! L < =
b (w+k/n)(w +k/n)| — ¢

n>ng U)—l-k}/n a w’—i—k/n

r.

n>ng

Daher kann die Bedingung Bedingung 3.3.2 fiir geniigend grofles n > ng
unabhéngig von n erfiillt werden (mit der gleichen Begriindung wie in Satz
5.3.1). Im Beweis von Satz 3.3.3 muf die Kernfunktion A durch eine Funktion
hy, die von n abhéngt, ersetzt werden. Diese Ersetzung dndert die Giiltigkeit
der getroffenen Aussagen an keiner Stelle, sodal der Satz auch mit dieser
Modifikation gilt.

Die ungewichtete Scorefunktion (W = 1) bewertet das friitheste Ereignis et-
wa n mal so stark wie das spéteste Ereignis, denn es kommt in etwa eben-
so vielen Paaren von Wahrscheinlichkeitselementen mit Beitragen vor, die
von 0 verschieden sind. Im Gegensatz dazu werden im Modell der propor-
tionalen Hasardraten in der Score-Gleichung, die auf der Cox’schen parti-
ellen Likelihood beruht, alle Ereignisse gleich gewichtet. Aus der Theorie
der Schétzgleichungen (Godambe 1985, Chang und Hsiung 1990) weifl man,
dafl diese Gewichtung den Schéitzer mit minimaler Varianz ergibt. Score-
Funktionen zur Cox’schen partiellen Likelihood, in die Gewichtsfunktionen
eingefiigt werden, werden in (Lin 1991, Sasieni 1993) betrachtet. Da der
Schétzer der Regressionskoeffizienten unter dem Modell fiir beliebige Ge-
wichtsfunktionen erwartungstreu und konsistent ist, kann man aus der Diffe-
renz der gewichteten Score-Funktionen sogar eine Teststatistik fiir die Abwei-
chung von der Annahme der Proportionalitdt der Hasardraten konstruieren
(Lin 1991).
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5.4 Der Schitzer von Liang et al. (1993)

(Liang et al. 1993) schlagen zur Schitzung eine U-Statistik vom Grad 3 vor.
Deren (nicht symmetrisierter) Kern ist gegeben durch

K
¢L1ang3(5 Xthv Z/ Wu L3 l]( ) - Eijﬂk(ﬁvt)) dN%](t)

k=1 ]:1

(5.4.1)

Dabei ist die (inverse) empirische Gewichtsfunktion definiert durch

1 o 2n nY, (t)
Wu;L?)(t) = Y1) {n —5 = Y (@) } . (5.4.2)

Die Schétzgleichung ist dann gegeben durch

71 n
n *
G = () X (5560600 (5.4
i, u=1
1£LIFu,uF

Diese Darstellung weicht in mehreren Punkten von (Liang et al. 1993) ab.
Zunéchst wird die nicht symmetrisierte Form des Kerns verwendet, so dafy im
Kern die Reihenfolge der Argumente relevant ist. Dariiberhinaus wird hier
eine feste Anzahl K von Individuen pro Haufen angenommen. Dadurch mufl
die Beschréinktheit der Anzahl der Individuen pro Haufen nicht zusétzlich
gefordert werden; ungleiche Haufengrofien konnen durch Einfiigen von In-
dividuen mit Indikatorfunktion Y;;, = 0 beriicksichtigt werden. Der Erwar-
tungswert E Y () in (9) von (Liang et al. 1993) muf} bei der tatséchlichen
Schitzung ohnehin durch Y (t) ersetzt werden. Da E Y. in Gleichung (9)
vorkommt, ist der Kern von (n) abhéingig.

Der Index u kommt in ¢7;,.2(3; Xi, X;, X,,) nur in der Gewichtsfunktion vor.
Summiert man diese iiber den Index u, so erhélt man eine neue Gewichts-
funktion. Fiir ¢ # [ gilt

Z Woers(t) Z y {n—l };L((f))]

u;éz u;ﬁl u;éz u;él
G [2(n ~2)  Y.(t) - Yilt) - Yz.(ﬂ}
Y (i) n—1 Y.(t)

=(n — Q)M/zl_}Q (t)
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mit

Wila(t) = 2 { 2__rW-hl)-nl)

Y (t) [n—1 B (n—2)Y.(t) (5.4.4)

Mit dieser Gewichtsfunktion definiert man den neuen Kern vom Grad 2

G950 =335 [ Wikt 2,0) - Byn(5.0) a0

k=1 j=1
(5.4.5)
Und erhélt die aquivalente U-Statistik mit Kern vom Grad 2 durch
n -1 n
i) = (5) D w55, X0 (5.46)
i=1
i#l

Sie erfiillt

-1 n
ULiang2 (ﬁ) - (n> Z ¢iiang2 (6a Xi; Xl)

2 :
i,l=1
il
(n—2)(n R .
= 3 3 Z ¢Liang2(ﬁ; Xi, Xi)
Z%l;é:ll
= ULiangB(ﬁ)

Uliangs () kann also auch als U-Statistik vom Grad 2 aufgefafit werden. Sie
unterscheidet sich von U(() aus (5.2.1), abgesehen von der Gewichtsfunkti-
on, nur durch den Faktor 3, der die Eigenschaften der Schatzfunktion nicht
beeinflufit und daher unerheblich ist.

Die Darstellung impliziert auch, daB (5.4.3) durch einen Algorithmus mit
einem Rechenaufwand der Ordnung n? berechnet werden kann.

Die Gewichtsfunktionen W;;.1o(¢) und n;(¢)/n unterscheiden sich nur um
einen Faktor O(n™1). Es gilt ndmlich

M/zl_iz(t) - W
= [n*2(n = 2)Y.(t) —n*(n — 1)(Y.(£) — Yi(t) = Yi.(¢))]
( ..( ) — Yi(t)) —nYZ(t)(n — 1)(n —2)

Y2(t)(n — 1)(n = 2)(Y.(t) - Yi (%))
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Die Ausdriicke im Nenner von der gleichen Ordnung wie der Nenner fallen
weg:
n*2nY?*(t) — n*nY_(t)Y.(t) — nY?(t)nn = 0

Die iibrigen Ausdriicke sind gleichm#Big in ¢ beschrénkt und von der Ordnung

-1
n~t
Daher impliziert die Giiltigkeit von PL 4 fiir W (t) = Y. (t)/n die asymptoti-
schen Eigenschaften der Schitzung fiir Wi ro(t) und Wijy.1s(%).

Zuletzt sei noch bemerkt, dafl zwar die U-Statistiken Utpjangs und Utiang2
iibereinstimmen und somit auch die Jackknife-Varianzschéitzer. Die Abwei-
chung des Jackknife-Varianz-Schétzers (3.2.11) nach (Puri und Sen 1971)
vom Jackknife-Varianz-Schétzer (3.2.2) nimmt jedoch mit dem Grad des
Kerns der U-Statistik zu. Die Korrektur des Jackknife-Varianz-Schéitzers
von (Liang et al. 1993) (siehe Seite 76), wirkt diesem Effekt entgegen.

5.5 Der Logrank-Test als U-Statistik

Das marginale Cox-Modell 4.4 kann mittels des marginalen partiellen
Likelihood-Prozesses und U-Statistiken konsistent geschéitzt und getestet
werden. Die Ahnlichkeiten zwischen den Schitzgleichungen (4.4.7) und
(5.1.4) sind offensichtlich. In diesem Abschnitt wird gezeigt, dafl unter den
Voraussetzungen des Logrank-Tests die Teststatistiken tatséchlich asympto-
tisch dquivalent sind.

5.5.1 k-Stichproben Tests

(Andersen, Borgan, Gill und Keiding 1982) ist eine grundlegende Arbeit, in
der k-Stichproben Tests fiir Uberlebensdaten auf Zahlprozesse verallgemei-
nert und im Rahmen einer Klasse von Tests behandelt werden. Die Darstel-
lung folgt (Andersen et al. 1993).

Sei N = (Ny,...,Ni), k > 2, ein k-dimensionaler Z&hlprozefi mit Inten-
sitatsprozeB A, (t) = ()Y, (t). Yy, ist eine lokal beschréinkte, vorhersagbare
Funktion. In den hier behandelten Anwendungen geniigt es, unter Y}, die
Anzahl der Individuen in der Risikomenge in der Stichprobe h zu verstehen.
Die Nullhypothese ist

HO L = = O (551)
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Das Komplement dazu ist die Alternativhypothese. Die Teststatistiken be-
ruhen auf dem Nelson-Aalen-Schéitzer fiir die kumulativen Hasardraten

An(t) = /0 3{28 AN, (s). (5.5.2)
Dabei ist Jj(t) = I(Yn(t) > 0) und 0/0 = 0 definiert.

Unter der Nullhypothese kann eine gemeinsame kumulative Hasardrate A an-
genommen werden, die mit Hilfe von N. =), N, und Y. = ), Y}, geschétzt
wird durch

At) = /0 Y (s)~1 AN (s) (5.5.3)

Fiir den Zweck des Vergleichs der gruppenspezifischen mit der gemeinsamen
Hasardrate schrankt man die gemeinsame Hasardrate mittels der Funktion
Jp(t) auf den Bereich positiver Werte von Ap(t) ein:

Sei My (t) = Ny(t) — [; Ya(s)an(s)ds und M.(t) = 3=, My(t). Unter der
Nullhypothese ist d1e leferenz der kumulativen Hasardraten ein quadratisch
integrierbares Martingal

dN.(s) (5.5.4)

An(t) — An(t) = /0 ;28 M (s) — /0 {/’l((j)) dM () (5.5.5)

Aus (5.5.5) erhdlt man eine Familie von Teststatistiken durch Gewichtung
der Differenzen in den Zuwéichsen durch einen lokal beschrankten und vor-
hersagbaren Prozefl K,

= [ Rty acd - s (55.6)

Uberlicherweise wird eine Gewichtung der Form Kp(t) = Y, (t) K (t) gewihlt.
AuBerdem soll K (t) nur von Y.(¢) und N.(t) abhéngen. Daher gilt

/K ) AN, (s /K Yh N.(s), (5.5.7)

soda8 ), Z,(t) = 0. Unter der Nullhypothese gilt dann nach (5.5.5)

Z/ K (s)Ju(s (5M };8) dM(s) (5.5.8)
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Dabei ist 0y, ein Kroneckerdelta. Wegen Satz 1.4.1 ist Z(t) ein quadratisch
integrierbares Martingal und

.20 - [ K%)Jh(syj(s)yh(s)( 0

Y.(s) Onj = Y(s)) a(s)Y(s)ds (5.5.9)

Das lokale Martingal (5.5.8) ist quadratisch integrierbar, wenn
E (Z,) (t) < oo (siehe Seite 7). Notwendig und hinreichend fiir die
Existenz der ersten und zweiten Momente von Z,(t) fiir alle h ist daher
E [{K*(s)Y.(s)}a(s)ds < co. Unter der Nullhypothese ist E Z,(t) = 0
und

Cov (Zn(t), Z;(t)) = E (Zy, Z;) (t). (5.5.10)
Ein erwartungstreuer Schétzer fiir die Kovarianz von Z(t) ist gegeben durch

R N G N AR 7 AR
0 = [ K56 (5, - ) v, G

da die Differenz von (5.5.9) und (5.5.11) wiederum ein lokal quadratisch in-
tegrierbares Martingal ist. Sei 2(t) die k x k-Matrix bestehend aus den Ele-
menten 0;,(t). Die naheliegende Teststatistik ist X*(t) = Z(t)TS(t)"Z(t)
bei t = 7 oder fiir eine ,,grofle* Zeit t. f](t)_ ist eine verallgemeinerte Inverse
(3 hat maximal Rang k — 1). Der maximale Rang wird dann angenommen,
wenn es eine Kette von Paaren {h,j} gibt, die die Punkte {1,... ,k} ver-
bindet, sodafl eine Zeit ¢t gibt, bei derN. springt und K, Y}, und Y; positiv
sind. Sind die Bedingungen fiir maximalen Rang erfiillt und nimmt man eine
Komponente von Z(t) weg, so ist die resultierende Kovarianzmatrix inver-
tierbar. In jedem Fall ist die Teststatistik asymptotisch y2-verteilt mit k& — 1
Freiheitsgraden.

Im Fall k¥ = 2 erhalt man

XA(t) = (Z:(1))* /61, (1)

Den Logrank-Test (Mantel 1966, Cox 1972, Peto und Peto 1972) fiir die
Nullhypothese (5.5.1)erhdlt man fiir K(t) = I(Y.(t) > 0). Es gilt dann

zr) = [ 10710 > 0 anige - [ 1

dN.(s) (5.5.12)

Der Varianzschatzer ist

40 = [ 050 (s - 1) v sy
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5.5.2 Das Cox-Modell fiir £ Stichproben

Angenommen n Individuen aus den Gruppen h = 1,... , k sollen auf Unter-
schiede in der Uberlebensverteilung getestet werden. Dazu kodiert man h-te
Komponente der Kovariablen des i-ten Individuums als

Z!" = I(i in Stichprobe h), h=1,....k—1 i=1,...,n

Die Hasardfunktion des multiplikativen Regressionsmodells (siehe 4.1) ist

k—1
a;(t) = ap(t) exp {Z 6hZZ-h}
h=1
Fiir den Score-Test der Nullhypothese

wird die Scorefunktion (4.2.9) mit den Parameterwerten der Nullhypothese
ausgewertet:

U (0) = Na(r) — /0 —};’L(%) dN (1) (5.5.15)

fir h = 1,...,k — 1. Dabei ist N,(t) = >, Z'N;(t). Yi(t) ist ein Indika-
tor dafiir, ob Individuum ¢, 2 = 1,--- ,n, zur Zeit ¢ in der Risikomenge ist.
V=37, N. =35, Nyund Y. = ", V;. Die Nullhypothese (5.5.14) spe-
zifiziert das gleiche Modell wie (5.5.1). (5.5.15) stimmt mit (5.5.12) iiberein.

Die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen ist

70(0) = /0 ' ?g)) ((m - ?Eg > dN (1) (5.5.16)

Auch (5.5.16) stimmt mit dem entsprechenden Ausdruck (5.5.13) iiberein.
Daher ist der Logrank-Test fiir & Gruppen &quivalent zum Score-Test des
Cox-Modells.

5.5.3 Der Pseudolikelihoodschitzer

Es wird gezeigt, dal der ,Score-Test“ basierend auf dem Pseudolike-
lihoodschétzer fiir unabhéngig verteilte Stichprobe (Haufengrofe K = 1)
asymptotisch mit dem Logrank-Test iibereinstimmt.
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Seien die & Gruppen wie in Abschnitt 5.5.2 in den Regressoren Z!, h =
1,... ,k — 1 kodiert (die Notation wird von dort iibernommen). Die h-te
Komponente Score-Statistik zur Schitzgleichung (5.1.4) fiir 5 = 0 (vergleiche
(5.5.15)) ist gegeben durch

N n hy, ny
S"(0) = Z/O g IO >1 Zy;(t)zléﬁgiij(g(t) dN;(1).

(5.5.17)
fir h = 1,...,k — 1. Der Summand Z} im Integral liefert insgesamt
Z?:l foT Zz‘h dN;(t) = foT dN(t) = Nu(7).

Fiir den zweiten Summanden im Integral (5.5.17) kann man in der h-ten
Komponente der Schéitzfunktion folgende Félle unterscheiden:

, TYu(t) -1
ho_ h_
7z =1, Z} = 1 ergibt /0 Vi) =1 AN, (1)
, TY.(t) = Yau(t) |
7z =1, Z} = 0 ergibt /0 = 1) dN,L(t)
. TVt _
Zh =0, Zh =1 erglbt/o S =1 S~ M

Zh =0, ZJ’-1 = 0 ergibt 0

und somit

:% {/0 AN, (1) — /0 };f((;) dN.(t)} (5.5.18)

/oT - }32)__};(0 FLam (5.5.19)

- /0 ' Yl(/t’l)(t_) - i/j((;) AN (£) (5.5.20)
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(5.5.18) entspricht (5.5.15). Unter den Regularitdtsbedingungen L 1 bis L 4
und PL 1 bis PL 4 gilt fiir dieses Modell Satz 4.3.4 und Satz 5.2.3, in denen
jeweils die asymptotischen Verteilungen der Score-Funktionen bei (3, ange-
geben werden. (5.5.19) und (5.5.20) kann in der asymptotischen Verteilung
von n~/25"(0) vernachlissigt werden. Daher stimmen die beiden Schitzer
in ihren asymptotischen Verteilungen iiberein.



Kapitel 6

Simulationen

Asymptotisch giiltige Resultate kénnen fiir den Einsatz in der angewand-
ten Statistik zu wenig aussagekriftig sein. Sie miissen daher an endlichen
Stichproben validiert werden. Die Stichproben kénnen durch Simulationen
erzeugt werden oder aus realen Datensétzen stammen.

6.1 Bivariate Uberlebensfunktionen

Ein moglicher Ansatz zur Erzeugung von bivariaten Uberlebensverteilungen
sind Gebrechlichkeits-Modelle (siehe 2.5). Dies ist die Mischung einer beding-
ten univariaten Verteilung mit einer Gebrechlichkeits-Verteilung. In diesem
Zusammenhang ist der Begriff der Kopula von Verteilungsfunktionen hilfreich
(engl: copula). Nach Genest und MacKay (1986) und Shih und Louis (1995)
ist eine Kopula eine bivariate Verteilungsfunktion C' auf [0, 1]*. Sei (T3, T3)
eine bivariate Uberlebenszeit mit marginalen Uberlebensfunktionen S; und
Sy. Wenn (77, T,) von der Kopula C' kommt, dann ist die Uberlebensfunktion
gegeben durch

S(tl,tg) == C (Sl(t1)7 Sg(tg)) fir tl,tQ Z 0. (611)

Archimedische Kopulae ((Schweizer und Sklar 1983) zitiert nach (Genest
1987)) sind definiert durch

Clu,v) = ¢ [¢ " (u) + ¢~ (v)] fir  0<wu,v<1. (6.1.2)
Dabei gilt 0 < ¢ <1, ¢(0) =1, ¢’ <0, ¢" > 0.

Wenn ¢ die Laplace-Transformierte einer Verteilung ist, dann entspricht
die Kopula einem proportionalen Gebrechlichkeitsmodell auf folgende Weise:

135
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Seien H;, i = 1,2, zwei bedingte kumulative Hasardraten fiir Z = 1 in einem
Gebrechlichkeitsmodell. Es gilt

Dann ist unter Annahme von bedingter Unabhéngigkeit die bedingte
Uberlebensfunktion beziiglich Z = z gegeben durch

S(tl,tQ‘Z = Z) :5'1(1?1\2 = Z) . SQ(thZ = Z)
:expfz{H1(t1)+H2(t2)} ) (613)

Die bivariate Uberlebensfunktion ist dann

S(ty,ty) = E exp{—Z {H;(t1) + Ha(t2)}}
= ¢(H:(t1) + Ha(ta)). (6.1.4)

Die bivariate Uberlebensfunktion ist also die Laplace-Transformierte ¢ der
Gebrechlichkeit Z bei Hi(t1) + Ha(t2). Analog dazu sind die marginalen
Uberlebensfunktionen gegeben durch

Bei der Erzeugung von bivariaten Uberlebenszeiten aufgrund der bivariaten
und marginalen Uberlebensfunktion kann folgendermafien vorgegangen wer-
den: Zunéchst wird eine Zufallszahl U aus der Gleichverteilung auf [0, 1]
erzeugt. Ty = S;'(U) hat dann Uberlebensfunktion S;. Sei ¢; eine derart
erhaltene Realisierung von 7. Beziiglich t; ist die Uberlebensfunktion von
T

_0S(t1,t2) /0t

SoltalTy = 1) = g ms St (6.1.6)

Mittels einer zweiten gleichverteilten Zufallsvariablen V' erzeugt man eine
Zufallszahl Ty mit Uberlebensfunktion (6.1.6). (¢,t,) ist dann die Realisie-
rung einer bivariaten Zufallsvariablen mit gemeinsamer Uberlebensfunktion
S(- ).

Bei der Erzeugung von bivariaten Uberlebenszeiten mit Hilfe einer Gebrech-
lichkeits-Verteilung geht man folgendermaflen vor:

Zunéchst berechnet man durch Umkehrung von (6.1.5) bedingte kumulative
Hasardraten fiir Z = 1:

Hi(t;) = ¢ '(Si(t;))  fir  i=1,2. (6.1.7)



6.1. BIVARIATE UBERLEBENSFUNKTIONEN 137

Spi z eine Realisierung einer Zufallsvariablen Z. Dann ist die bedingte
Uberlebensfunktion beziiglich Z = z nach (6.1.3) gegeben durch

Si(t;|Z = 2) = e #HiltD fiir i =1,2. (6.1.8)

Mittels der Transformation
1
TZ-:H'[l (——logUZ) , Ui~U(0,1)i=1,2 (6.1.9)
z

erhéilt man wiederum eine Realisierung einer Zufallsvariablen mit der gemein-
samen Uberlebensfunktion (6.1.3).

In einem Modell mit proportionalen marginalen Hasardraten sind die
Uberlebensfunktionen von der Form

Dabei ist 7; ein Proportionalitatsfaktor fiir die Hasardfunktion und Aq eine
gemeinsame kumulative Hasardfunktion. Zumeist wird fiir S;(+), i = 1, 2, die
Exponentialverteilung mit kumulativer Hasardfunktion Aq(¢;) = t; verwen-
det.

6.1.1 Positiv stabile Gebrechlichkeits-Verteilungen
Die Laplace-Transformierte einer positiv stabilen Verteilung ist

o(a) =

Kleine Werte von « induzieren starke Korrelationen zwischen 77 und 75.

fir O<a<l. (6.1.11)

Hougaard (1986) bemerkte, dal die positiv stabile Verteilung die einzige Ge-
brechlichkeits-Verteilung ist, bei der sowohl die bedingten, als auch die margi-
nalen Verteilungen proportionale Hasardraten haben. Diese Eigenschaft kann
folgendermafien begriindet werden: Sei die bedingte Uberlebensfunktion
S(t|Z = z) = exp{—20H(t)}. Dabei ist Hy(t) eine kumulative zugrun-
deliegende Hasardfunktion und # ein Proportionalitdtsfaktor. Die marginale
Uberlebensfunktion ist dann gegeben durch
(6.1.11)

S(t) = ¢ (0Hy(t)) = " exp{—[0Ho(1)]"}.

Somit erfiillt die marginale Uberlebensfunktion ein Modell mit proportiona-
len Hasardraten mit zugrundeliegender Hasardfunktion Hy(¢)* und Propor-
tionalitatsfaktor 6.
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Lee et al. (1992) verwendeten in ihrer Simulationsstudie positiv stabile Ver-
teilungen zur Validierung ihres Schétzers fiir das marginale Cox-Modell.

Fir die Simulation von Uberlebenszeiten mittels der Gebrechlich-
keitsverteilung hat diese Verteilungsfamilie die Eigenschaft, dafl die beding-
ten Verteilungen nicht wie in (6.1.7) und (6.1.8) durch Anwendung der inver-
sen Laplace-Transformation und der Exponentialfunktion berechnet werden,
sondern daf} einfache Verteilungen wie beispielsweise die Exponentialvertei-
lung als bedingte Verteilungen beziiglich Z = 2z verwendet werden kénnen.

6.1.2 Die Clayton-Familie

Diese Familie von bivariaten Uberlebensfunktionen wurde in Clayton (1978)
eingefiihrt. Die Bezeichnung geht auf Shih und Louis (1995) zuriick.

Zunéchst wird festgestellt, dafl die Laplace-Transformierte der Gammaver-
teilung mit Gestaltparameter v und Skalierungsparameter 1 durch

¢(t)=( ! ) (6.1.12)

n+t

gegeben ist. Im Gebrechlichkeits-Modell konnen Skalierungen auch in der be-
dingten Hasardfunktion durch einen Proportionalitatsfaktor beriicksichtigt
werden. Daher ist es zweckméBig, sich auf Gammaverteilungen mit Erwar-
tungswert 1, d. h. 1/§ = n = v, zu beschranken. Dann erhilt man die

Laplacetransformierte (1 + Et)_l/ ¢,

Eine andere Moglichkeit der Einschrankung des Parameterraumes wurde von
Oakes (1982) eingefiihrt. Er setzte n = 1 und # = 1+v~!. Die Laplacetrans-
formation dieser Verteilung ist dann gegeben durch

d(s) = (L+)070 6> 1, (6.1.13)
deren inverse Funktion ist
o u)=2"0—1,  O>1.

0 > 1 induziert positive Korrelation zwischen 77 und 715, fiir # — 14 erhélt
man Unabhéngigkeit. Die Clayton-Familie wird aus den marginalen Vertei-
lungen und der durch ¢ in (6.1.13) gegebenen archimedischen Kopula gene-
riert. Die gemeinsame Uberlebensfunktion ist nach (6.1.1) und (6.1.2)

(1-6)

S(t, ) = (Sy(t) 0 + Sy(tn) 0 — 1)/ g1 (6.1.14)
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unter Verwendung des Zwischenergebnisses

Clu0) = 6 (67 w) + 671 (0) = 6 (w0 + 010 —2)
= (0 010 1) (6.1.15)

Sei aq(t1|ty) die Hasardfunktion von 73 beziiglich Ty = t5 und sei by (t1t2)
die Hasardfunktion der Verteilung von 75 beziiglich T > t5. Dann hat nur
(siehe Clayton, 1978) die Clayton-Familie die Eigenschaft, daf§

a1<t1 ’tg)

— 0 fir ty.ty > 0. 6.1.16
by (t1]t2) o ( )

Zur Erzeugung von bivariaten Zufallszahlen mit der Uberlebensfunktion
(6.1.14) benétigt man aufgrund von (6.1.6) zunéchst

0S(ti,ts) 0
Oty 0k

=[St + Sa(ta) = 1] g ()

[51@1)170 4 52(t2>179 . 1] -1/(6-1)

051(t1)
oty

und schlie3lich
9S(t1,ts) /0t
So(to|T) =t) = ———2——
2(b2| T = 1) 951 () /oty
= [Su(t1)"" + Salta) 0 — 1]V Sy(8)

Die fiir die Erzeugung von Zufallszahlen bendtigte inverse bedingte
Uberlebensfunktion fiir konstante marginale Hasardraten ist gegeben durch

Sy YU Ty = 1) = S5 ({ [Ule(tl)a}l% — S ()0 + 1}1/(1—0)) .
(6.1.17)

Darauf basiert der folgende XLISP-STAT-Code, der n Paare von Uberlebens-
zeiten nach der obenstehenden Methode erzeugt:

(defun margph-cond-rand (n theta ebtl ebt2)

"Args: (n theta ebtl ebt2)

Erzeuge n Paare von Zufallszahlen mit marginal konstanten
Hasardraten, die durch EBT1 bzw. EBT2 gegeben sind und
durch Mischung mit einer Gammaverteilung mit Parameter
THETA zusammenhaengen. Dabei wird die erste Komponente nach
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der marginalen Verteilung erzeugt und die zweite Komponente
durch die bedingte Verteilung bezueglich ersten Komponente."
(let* ((theta-1 (when (not (equal theta 1))
(1- theta)))
(logStl (log (uniform-rand n))); Exponentialvert.

(t1 (- (/ logStl ; marginale Hasardrate
ebt1))) ; konstant
(t2 (if theta-1

;theta ungleich 1
(/ (log (- (exp
(x* (+ (log (uniform-rand n))
(* theta logSt1))
(/ (- 1 theta) theta)))
(exp (¥ (1- theta) logStl))
-1))
(* theta-1 ebt2))
;theta gleich 1 - Unabhaengigkeit
(- (/ (log (uniform-rand n)) ebt2)))))
(return (append t1 t2))))

Bei der Simulation von bivariaten Uberlebenszeiten mit proportionalen mar-
ginalen kumulativen Hasardraten — nach dem Clayton-Modell durch Mi-
schung mit einer Gebrechlichkeits-Verteilung — spezifiziert man zunéchst
die marginale Uberlebensfunktion

Si(t)y=e""  fiir  i=1,2.

Dabei ist 7; der Proportionalitédtsfaktor der Hasardfunktionen und die kumu-
lative zugrundeliegende Hasardfunktion ist Ay(¢) = t. Die bedingten kumu-
lativen Hasardraten fiir Z = 1 sind aufgrund von (6.1.5)

Hi(t) =€V 1 fir =12 (6.1.18)

Dementsprechend ist die bedingte Uberlebensfunktion fir Z = z gegeben
durch

Si(t|Z =z) =exp{—2z7(0 — 1) — 1} (6.1.19)

Der nachstehende XLISP-STAT-Code erzeugt n Paare von Uberlebenszeiten
nach dieser Methode:

(defun marg-prop-haz-gamma-frailty (n theta ebtl ebt2)



6.1. BIVARIATE UBERLEBENSFUNKTIONEN 141

"Args: (n theta ebtl ebt2)
Erzeuge n Paare von Zufallszahlen mit marginal konstanten
Hasardraten, die durch EBT1 bzw. EBT2 gegeben sind und die
durch Mischung mit einer Gammaverteilung mit Parameter THETA
zusammenhaengen."
(if (equal theta 1)
; Unabhaengigkeit - Exponentialverteilung
(/ (- (log (uniform-rand (* 2 n)))) ebt)
; Abhaengigkeit - Mischverteilung
(let* ((theta-1 (- theta 1))
(z (repeat (gamma-rand anz (/ 1 theta-1)) 2)))
; Mischverteilung mal (1-theta)
(/ (log (- 1 (/ (log (uniform-rand (* anz 2))) z)))
(* theta-1 ebt)))))

6.1.3 Transformation der Normalverteilung

In (Loughin und Koehler 1997) werden bivariate Uberlebenszeiten durch
Transformation von Paaren unabhéngiger standardnormalverteilter Zufalls-
zahlen erzeugt. Zur Parametrisierung dieser Verteilungsfamilie wird der Ken-
dall’sche Korrelationskoeffizient verwendet. Fiir 2 unabhéngige Paare von
Zufallsvariablen (X,Y’) und (X’,Y”) mit derselben bivariaten Verteilung ist
der Kendall’sche Korrelationskoeffizient nach (Cox und Hinkley 1974, p204)
definiert als

7= E sign(X — X")(Y —Y"). (6.1.20)

Er ist unter monotonen Transformationen invariant. Beil bivariat normal-
verteilten Zufallsvariablen gilt folgender Zusammenhang zum Pearson’schen
Korrelationskoeffizienten p:

p = sin [7‘%] . (6.1.21)
1 p?
Ein normalverteilter Vektor (Y7, Y5) mit Kovarianzmatrix ¥ = 21

kann aus zwei unabhéngig standardnormalverteilten Zufallsvariablen

(X1, X3) durch Transformation (Y;,Ys)" = \/i( §1) mit der Ma-
2

1 0
trix V¥ = < ) =2 > erzeugt werden. Durch die Transformati-

on (Uy,Uy) = (®(Y1),P(Ys)) mit der Verteilungsfunktion & der Standard-
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normalverteilung erhélt man einen gleichverteilten Zufallsvektor mit Ken-
dall’schem Korrelationskoeffizienten 7 = 2 arcsin(p) /7.

Abschlieflend konnen durch Transformation mit der inversen Verteilungs-
funktion beliebige marginale Uberlebensfunktionen S;(¢;) und Sy(t) simu-
liert werden. Da der Kendall’sche Korrelationskoeffizient unter monotonen
Transformationen invariant ist, haben 7} und 7T, Kendall’sche Korrelation 7.

6.2 Schema der Simulationsstudien

Die nachstehenden Simulationen wurden mittels XLISP-STAT 2.1 Relea-
se 3.45 (Beta) unter Windows NT 4.0 auf Pentium-Prozessor beziehungsweise
XLISP-STAT 2.1 Release 3.44 (Beta) unter Digital UNIX V4.0B (Rev. 564)
mit Alpha-Prozessor gerechnet (Tierney 1990). Das Programm kann iiber
ftp von umnstat.stat.umn.edu bezogen werden.

Es wurden die darin eingebauten Pseudozufallszahlengeneratoren verwendet.
Diese basieren auf dem modifizierten Wichman-Hill-Generator zur Erzeugung
von gleichverteilten Zufallszahlen (Wichman und Hill 1982, L’Ecuyer 1986).

Der Keim der Simulationen wurde durch eine Abfrage des Zustandes des
Pseudozufallszahlengenerators festgelegt mit

(setf initial-seed-0 ’#$(1 #(2147483562 0 11906 54714))).

In einer der beiden folgenden Simulationsstudien werden Design-Vektoren
aus einer Gleichverteilung verwendet, die fiir alle Wiederholungen dieselben
sind. In der anderen Studie miissen die Zensierungzeiten vor Beginn der
eigentlichen Simulation durch einen Simulationsvorlauf bestimmt werden.
initial-seed-0 ist jeweils der Keim fiir die darin bendtigten Zufallszah-
len.

Ein zweiter Keim wurde durch 10000 Aufrufe des Zufallsgenerators fiir gleich-
verteilte Zufallszahlen ausgehend von obenstehender Saat erzeugt. Das Er-
gebnis ist der Initialisierungskeim

(setf initial-seed
"#$(1 #(2147483562 1639197836 1679793079 40595243))).

Dieser Keim ist jeweils der Ausgangspunkt fiir die eigentliche Simulation.

Es bestehen keine wesentlichen Unterschiede zwischen den angegebenen Im-
plementierungen. Insbesondere sind die verwendeten Pseudozufallszahlenge-
neratoren unabhéngig von der Implementierung. Ein Unterschied besteht in
der Rechengenauigkeit. Alle Gleitkommaoperationen sind in XLISP-STAT
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Abbildung 6.1: Aufbau der Simulation. Ausgehend von einer Stichprobe vom
Umfang n von jeweils k Zufallszahlen werden neue Zellen durch Anwendung
der Faktoren der Simulation auf das vorhergehende Ergebnis erzeugt. (Die
Schéatzmethode und die Art der Regressoren wurden jedoch in getrennten
Simlationsldufen untersucht).

‘Generierung von n X k Zufallszahlen‘

@

‘ Korrelation der Zufallszahlen ‘

b2y

Art der Regressoren (fix, zufillig)

b2

®

Regressionsparameter (-modell)

b2

Zensierung

®
‘ Schatzmethode ‘

von doppelter Genauigkeit. Die Variable machine-precision, die die klein-
ste Gleitkommazahl enthélt, fiir die der Ausdruck (not (= 1 (+ 1 x))) das
Ergebnis T (true) ergibt, ist 1.0842021724855044E-19 fiir Windows NT 4.0
und 2.220446049250313E-16 fiir Digital UNIX V4.0B.

Die Simulationen werden nach der Methode von Stine (1992) organisiert (sie-
he Abbildung 6.1). Die Zellen ergeben sich durch die sequentielle Anwendung
der in der Simulation zu variierenden Faktoren auf das Ergebnis des vorher-
gehenden Faktors. Wenn der Faktor nicht nur aus einer Stufe besteht, wer-
den dadurch neue Zellen erzeugt. Die Bezeichnung der Zelle entsteht durch
die Aneinanderreihung der Bezeichnungen der durchlaufenen Faktorstufen.
Durch diesen systematischen Zugang wird die Konzeption und Auswertung
von statistischen Simulationsstudien unterstiitzt. In jeder Wiederholung wer-
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den die Simulationsergebnisse in den entprechenden Zellen ergénzt. Auf das
so entstandene Simulationsobjekt (in Sinn von Datenstruktur) kénnen Aus-
wertefunktionen angewendet werden.

Der Aufbau der Studie ist wie folgt: Zuerst werden die fiir die Wiederho-
lung bendtigten Zufallszahlen generiert. (Mit Ausnahme der zufilligen Re-
gressoren.) Sodann werden in dieser Reihenfolge eine Korrelations-, Design-,
Regressionskoeffizienten-, Zensierungs- und Schétzer-Funktion angewendet.
Alle Ergebnisse werden als XLISP-STAT-Objekte abgespeichert.

Dennoch war es aufgrund des Umfangs der Studie notwendig, die Simulation
nach der Art der Regressoren (fix oder zuféllig) und nach der Schiatzmethode
aufzuteilen.

6.3 Die Schatzer

Auf die simulierten Daten werden jeweils 4 Schétzer fiir den Regressions-
parameter fiir das marginale Modell der proportionalen Hasardraten (siehe
Abschnitt 4.4.2) bei Haufendaten angewendet. Es sind dies zunéchst der
Schitzer von Cox (1972), der die Unabhéngigkeit der Beobachtungen voraus-
setzt. Dann wird der Schdtzer von Lee et al. (1992) (siehe Satz 4.4.1 und Satz
4.4.3) angewendet, der sich vom vorhergehenden Schétzer nur dadurch unter-
scheidet, dafl er die Kovarianzmatrix des Schétzers fiir den Regressionskoef-
fizienten auch bei abhéngigen Beobachtungen konsistent schétzt. Schlieflich
werden zwei Pseudolikelihood-Schéitzer (Liang et al. 1993) nach Satz 5.2.2,
Satz 5.2.3 und Satz 5.3.1 berechnet. Der erste Pseudolikelihood-Schitzer ver-
wendet die Gewichtsfunktion W;(t) = n;(t)/n, wihrend der zweite Schitzer
nach (Liang et al. 1993) die Gewichtsfunktion W .1o(t) mit

(6.3.1)

- B n? 2 Y.(t) = Yi(t) = Yi.(t)
Wia(t) = Y [n—1 (n —2)Y.(t) l

verwendet, die in (5.4.4) definiert wird. In (Liang et al. 1993) wird ein
modifizierter Jackknife-Schétzer der Varianz angegeben, der jedoch bis auf
den Faktor (n —2)(n —3)/[(n — 1)(n —4)] > 1 mit dem Varianzschitzer aus
Satz 5.2.3 iibereinstimmt. Fiir n = 50 Haufen ist dieser Faktor 1,00089 und
somit vernachléassigbar.

Dabei wurde folgende Uberlegung angestellt: Der Jackknife-Schétzer fiir die
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Varianz einer U-Statistik ist aufgrund von (3.2.2) fir U,, = 0 gegeben durch

n (—i) ?

VJack(Un):(;{:l)_%z > (X Xy, X)) | - (632)

i=1 | (n—1,k—1)

Der entsprechende Jackknife-Varianzschétzer fiir & = 3 nach (Liang et al.
1993) ist gegeben durch

n [ (-0 2

—2

- n n

VJack-Liang(Un):C(g) mg E O(Xs, Xy, Xiy) (6.3.3)
i=1 | (n—1,2)

mit Endlichkeitskorrektur ¢ = (n — 1)(n — 2)/[(n — 3)(n — 4)]. Es gilt somit

(n—2)(n - 3)

(n—1)(n—4) Vack(Un)- (6.3.4)

VJack—Liang (Un) -

Die Losungen der Schétzgleichungen wurden mit dem Newton-Raphson-
Verfahren gefunden. Die entsprechenden Programme wurden vom Autor
in XLISP-STAT programmiert und sind auf Anfrage erhéltlich.

6.4 Ein Clayton-Modell

6.4.1 Plan der Simulationsstudie

Diese Simulation wird durchgefiihrt, um einen direkten Vergleich der Schétz-
methoden nach (Liang et al. 1993) und nach (Lee et al. 1992) zu erhalten.
Ein derartiger Vergleich wurde bereits von Lin (1994) vorgeschlagen. Das
moglichst gleichartige Design zu (Liang et al. 1993) wird deshalb gewihlt,
da die Ergebnisse in (Liang et al. 1993) fiir invers abhéngiges Design und
6 = 3 nicht plausibel erscheinen und somit auch eine Uberpriifung dieses
Ergebnisses moglich ist (siehe 6.4.3).

In der Studie werden 1000 Datensitze von jeweils 50 Paaren von Uber-
lebenszeiten nach dem Clayton-Modell unter Verwendung der bivariaten
Uberlebensfunktion

S(tbtz) _ [6_(9_1)t1 exp{Bz1} + 6—(9—1)t2 exp{Bz2} __ 1:| 1/(1-0) (641)

erzeugt.



146 KAPITEL 6. SIMULATIONEN

Der Designvektor z; beziehungsweise z, hat nur eine Komponente. In der
Variante mit fizen Regressoren werden vor der Simulation zwei mal 50 Zu-
fallszahlen aus U[—0.5, 0.5] mit Initialisierungskeim initial-seed-0 erzeugt
(genauer: An der Stelle, an der der Designvektor benétigt wir, wird der
gegenwirtige Keim zwischengespeichert, der Designvektor wird ausgehend
vom Keim initial-seed-0 berechnet, sodann wird wieder der zwischen-
gespeicherte Keim gesetzt), wihrend der Initialisierungskeim fiir den Rest
der Simulation initial-seed ist. In der Variante mit zufdlligen Regressoren
werden diese Zufallszahlen in jeder Wiederholung der Simulation neu erzeugt.
Die beiden Vektoren von Zufallszahlen werden z; und z; zugeordnet. Nur
in den Simulationszellen mit unabhdngigem Design werden alle 100 Zufalls-
zahlen verwendet. Bei abhdngigem Design wird stattdessen fiir das zweite
Element des Dupels (Paares) (z1,z22) jeweils zo = z; gesetzt. Bei invers
abhdngigem Design wird fiir das zweite Element des Dupels 2z, = —2z; ge-
setzt. Das Schema der Simulation ist in Tabelle 6.1 zusammengefafit. Die
2 x 3 x2x2x4 =96 Kombinationen der Faktoren definieren die Zellen der
Simulation.

Es wird zu festen Zeiten zensiert. Wie in (Liang et al. 1993) werden
Uberlebenszeiten groBer als 1,9 fiir 3 = 0 und Uberlebenszeiten groBer als
1,96 fiir 6 = 1 durch eine Zensierungszeit 1,90 beziehungsweise 1,96 ersetzt.
Das ergibt jeweils etwa 15% Zensierungen.

6.4.2 FErgebnisse

Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.4 bis 6.7 angegeben. In Tabelle 6.2 werden
die Bezeichnungen zusammengefaft. Es gibt getrennte Tabellen fiir die 4
Kombinationen der Faktoren Art der Regressoren (fix und zufillig) und Re-
gressionsparameter (f = 0 und 8 = 1). Die Tabellen enthalten jeweils fiir
jede Kombination aus Design und Zusammenhangsparameter Kennzahlen
itber das Verhalten der Art der Schiatzung. Die Kennzahlen sind der Mit-
telwert () und die Varianz (Var3) von 3, sowie der Mittelwert (\Tar\ﬁ) und
die geschétzte Standardabweichung (&@> der Schiatzung der Varianz von

B. Dariiberhinaus ist der Anteil der Simulationen angegeben, bei denen (3 im
95%-Konfidenzintervall (K195%) enthalten ist, beziehungsweise bei denen 3
kleiner ist als die Untergrenze des Konfidenzintervalls von § (UG95%) oder
bei denen [ grofer ist als die Obergrenze des Konfidenzintervalls (OG95%).

SchlieBlich sind auch die Standardfehler (SE) von /3, Var/ und Var enthal-

ten.

Der Standardfehler von Varf ergibt sich wie folgt: Unter der Annahme, daB



6.4. EIN CLAYTON-MODELL 147

Regressoren

fix

zufillig
Design

unabhéngig

abhéngig

invers
Regressionsparameter

6=0

g=1
Korrelationsparameter

0 =1 (keine Korrelation)

0 =3 (p=0.83)
Zensierung

15%, einfach, vom Typ I (s. Seite 42)
Schitzmethode fiir

Cox (1972)

Lee et al. (1992)

Paarweise Pseudolikelihood

Liang et al. (1993)

Tabelle 6.1: Ubersicht iiber die Simulation nach Liang et al. (1993).
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die Stichprobe normalverteilt ist mit Varianz o2, hat der aus der Stichproben-
varianz S? abgeleitete Ausdruck Y = (n—1)5%/0? eine x*-Verteilung mit n—1
Freiheitsgraden. Daher ist Var Y = 2(n—1) und somit Var(5?) = 25*/(n—1).

Der systematische Fehler von B

Die Ergebnisse bei zufélligen Regressoren sind Mittelwerte iiber verschiede-
ne Designs. Sie sind in diesem Sinn allgemeiner giiltig als die Ergebnisse bei
fixen Regressoren. Die Unterschiede im systematischen Fehler von B ZWi-
schen fixen und zufilligen Regressoren sind bisweilen in der Gréflenordnung
des Standardfehlers. B ist fiir # = 1 bei fixen Regressoren kleiner als bei
zufilligen Regressoren und fiir f = 0 grofler als bei zufélligen Regressoren
(auler bei abhéngigem Design - hier ist jedoch auch der systematische Fehler
negativ).

Fiir § = 0 iibersteigt der systematische Fehler niemals den doppelten Stan-
dardfehler. Fiir # = 1 und zufillige Regressoren hat der Pseudolikelihood-
Schétzer bei unabhéngigem Design einen systematischen Fehler, der den dop-
pelten Standardfehler iibersteigt. Fiir § = 1 und abhéngiges Design ist der
systematische Fehler positiv und an der Grenze des zweifachen Standardfeh-
lers. Bei invers abhdingigem Design wird diese Grenze fiir 6 = 3 von der Me-
thode nach (Cox 1972), (Lee et al. 1992) und dem Pseudolikelihood-Schétzer
iiberschritten. Der systematische Fehler des Pseudolikelihood-Schétzers
tibertrifft in dieser Simulationszelle alle anderen. Er betriagt 33,8% der Stan-
dardabweichung von B Auch fiir # = 1 ist der systematische Fehler der
Pseudolikelihood-Schétzung viel gréfer als jene der anderen Schatzmethoden.
Er betrdagt hier aber lediglich 14,3% der Standardabweichung. Im Gegen-
satz dazu ist fiir § = 3 der systematische Fehler des Schétzers nach (Liang
et al. 1993) besonders gering.

Die Varianz von B (VarB)

Fir § = 3 ist die Varianz bei abhéngigem Design grofler und bei invers
abhingigem Design geringer als bei unabhéngigem Design. Die Varianz
der Schétzung ist bei zufilligen Regressoren tendenziell grofler als bei fi-
xen Regressoren. Es gibt jedoch Ausnahmen, was darauf hinweist, dafl diese
Eigenschaft der Schitzung sehr stark vom Design abhingt. Es gibt kei-
ne groflen Unterschiede zwischen den Schitzmethoden mit Ausnahme der
Pseudolikelihood-Schatzung, die zumeist die hochste Varianz aufweist.
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SE(B)
SE(Varf3)
SE(Varp)

Anzahl der Wiederholungen
Indexi=1,---,n
Schétzung von 3

n~t Yo Bi
(=", (5-5)
Schatzung von Var B:
Y \Tar\ﬂi

2

(n—1)7"" J s (Vs — Vi)
Konfidenzkoeffizient (hier: 95%)
—¢7H((1 - )/2)

. —1/2

—1/2 .
|:6z - Zavarﬂi/ ) 6@ + Zavarﬁi

100 Hz‘\ﬁ c KI%%(@)} /n

100 H@w < min KI%%(@)H /n
100 Hz’|ﬁ > max KI%%(@)H /n
(varé/n>1/2

V2/(n —1)Varfs

1/2

O

n Var(

149

Tabelle 6.2: Legende der Symbole zur Simulation nach Liang et al. (1993).
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Die Schitzung der Varianz von 3 (Var\ﬁ)

Die Schétzung nach der Methode von (Cox 1972) kann durch # = 3 in-
duzierten Abhingigkeiten zwischen Uberlebenszeiten nicht beriicksichtigen.
Daher sind starke Verzerrungen dieses Schétzers bei abhingigem und invers
abhéngigem Design fiir § = 3 nicht unerwartet.

Der systematische Fehler (\Exr\ﬁ — Var B) / Var B betrigt bisweilen iiber
50%. Fiir 8 = 1 ist der systematische Fehler unter 10%.

Im Gegensatz dazu ist die Methode von Lee et al. (1992) auch fir 6 # 1
einsetzbar. Der systematische Fehler betragt bei zufélligen Regressoren und
G =0, 8 = 1, bei abhidngigem und unabhingigem Design -6,6% und bei
invers abhingigem Design -6,5%. Fiir # = 3 wird bei abhingigem Design
sogar ein systematischer Fehler von -11,0% gefunden.

Auch beim Pseudolikelihood-Schétzer gibt es systematische Fehler von mehr
als 10%. Fiir § = 1 erreicht dieser bei abhéngigem Design, zufilligen Re-
gressoren und 6 = 1 den Wert 11,2%. Fiir # = 1 erreicht er bei invers
abhingigem Design fiir = 0 und § = 1 jeweils den Wert 10,0%. Ein syste-
matischer Fehler von 11,0% wurde fiir die Methode von (Liang et al. 1993)
bei invers abhingigem Design, zufélligen Regressoren und g =1, § = 1
gefunden.

Die Variabilitit der Varianzschitzung von 3

Der Standardfehler 6@ ist fiir zuféllige Regressoren generell grofler als fiir
fixe Regressoren. Fiur § = 1 ist er fiir die Schitzung nach (Cox 1972) am
geringsten. Auch der Standardfehler der Methode nach (Lee et al. 1992)
ist in allen Simulationszellen um etwa 20% geringer als bei den Methoden
von (Liang et al. 1993) und der Pseudolikelihood-Schétzung. Die beiden
letztgenannten Methoden liefern d&hnliche Werte.

Die Konfidenzintervalle von B

Zur Erleichterung der Interpretation der Ergebnisse wurden in Tabelle 6.3
Konfidenzintervalle fiir ausgewéhlte relative Héufigkeiten die fiir n = 1000
angegeben. Umgekehrt ist aufgrund der Binomialverteilung der kritische
Bereich fiir Hy : 100 - 7 = 95 und o = 0,05 gegeben durch das Komplement
von [93,5;96,3] und fir Hy : 100 - 7 = 2,5 und a = 0,05 gegeben durch das
Komplement von [1,6;3,4].
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Tabelle 6.3: Ausgewéhlte 95%-Vertrauensbereiche fiir den Parameter 1007
der Binomialverteilung fiir n = 1000 (nach Sachs (1997), p. 434 f.).

100 - 7 | 95%-Vertrauensber.
1 0,48 - 1,84
9 1,22 - 3,08
3 2,03 - 4,26
4 287 - 541
5) 3,73 - 6,54
6 461 - 7,66
7 5,60 - 8,76
8 6,40 - 9,86
9 7,30 - 10,95
10 8,21 - 12,03
15 12,84 - 17,37

Die geschitzten Uberdeckungswahrscheinlichkeiten des 95%-Vertrauensbe-
reichs lagen bei zufiilligen Regressoren nur bei der Methode von Cox (1972)
in einer Simulationszelle (nur § = 1 wurde gewertet) im unteren Teil des
kritischen Bereichs fiir « = 0,05. Bei der Methode nach (Lee et al. 1992) war
das in 4 Simulationszellen der Fall. Die Methode nach (Liang et al. 1993)
und der Pseudolikelihood-Schétzer lagen jeweils nur mit einem Simulations-
ergebnis im oberen Teil des kritischen Bereichs.

Die einseitigen Uberdeckungswahrscheinlichkeiten des kritischen Bereichs fiir
a = 0,05 lagen bei zufilligen Regressoren fiir die Methode von Cox (1972)
(nur # = 1 wurde gewertet) niemals und die Methode nach (Lee et al. 1992)
5 mal im oberen Teil des kritischen Bereichs. Die Methode nach (Liang
et al. 1993) lag einmal im unteren (fiir die Untergrenze) Teil des kritischen
Bereichs und der Pseudolikelihood-Schitzer lag einmal im oberen und einmal
im unteren Teil des kritischen Bereichs.

6.4.3 Vergleich mit dem Ergebnis von (Liang et al.
1993)

Simulationen in (Liang et al. 1993) wurden mit fixen Regressoren gerechnet.
Die Beschreibung schliefit aber ein zuféllige Regressoren nicht ausdriicklich
aus. Der Vektor der Regressoren stammt aus der selben Gleichverteilung
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wie in unserer Studie. Allerdings wurde nicht angegeben, wie die Pseudo-
zufallszahlen generiert wurden. Deshalb sind Abweichungen von unseren
Ergebnissen zu erwarten.

In der Zelle Design 1 (das entspricht unabhingigem Design), § = 0 und
0 = 1, findet man fiir den Mittelwert der B den Wert -0,018. In der
entsprechenden Zelle unserer Simulation (Tabelle 6.6 unter Schiatzmethode
(Liang et al. 1993), zuféllige Regressoren) findet man den Wert 0,020. Unter
Verwendung des Standardfehlers von 3 (0,0123)! errechnet man ein 95%-
Konfidenzintervall der Differenz 0,038 der Mittelwerte von [0,0038;0,072].
Der Unterschied ist also knapp signifikant. Ahnliche Ergebnisse findet man
in vielen anderen Simulationszellen.

Bei Design 3 (invers abhéngiges Design) sind die Unterschiede viel grofer.
Hier ist fir 6 = 1, 3 = 0, der Quotient der Varianzen von 3 (Var[?)
aus den beiden Simulationsstudien 0.039/0.155 = 0,25 (zufillige Re-
gressoren). Fir § = 3, § = 1 sind die entsprechenden Werte des Quoti-
enten 0,0024/0,0058=0,41. Die Differenz betragt 0,034, der Standardfehler
ist 0,0026 und das Konfidenzintervall ist [0,026;0,042].

Die oben angefiihrten Resultate aus (Liang et al. 1993) decken sich also nicht
mit unseren Resultaten. Das unterschiedliche Design ist in Hinblick auf die
iibrigen Resultate, die weitaus dhnlicher sind, keine plausible Erklarung.

Ein Indiz fiir einen Fehler in den Resultaten von (Liang et al. 1993) ist
folgendes: Fiir 8 = 1 sollten sich die Varianzen der 3 Designs nur durch den
Simulationsfehler unterscheiden, da die entsprechenden Modelle die selben
sind. Die Ergebnisse der entsprechenden Simulationszellen in unserer Studie
sind fiir alle 3 Designs dhnlich, in der GréBenordnung 0,15. (Liang et al. 1993)
geben in Tabelle I, p.449 als Varianzen in Design 3 die extrem niedrigen
Werte von 0,039 und 0,046 an, die nur circa 25% bis 28% der Varianzen
in den Designs 1 (0,149, 0,159) und 2 (0,154, 0,168) betragen. Es ist daher
anzunehmen, daf fiir Design 3 offensichtlich falsche Werte angegeben wurden.

'Hier wird angenommen, dafl die Zelle in beiden Studien den gleichen Standardfehler
hat.
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6.5 Vergleich der Giitefunktionen

6.5.1 Plan der Simulationsstudie

Das Vorbild fiir diese Simulationsstudie ist (Lee et al. 1992). Wiederum ist
die Vergleichbarkeit der Resultate das Motiv fiir die Wahl des Designs. Aller-
dings sind die positiv stabilen Verteilungen als Mischverteilung allein durch
die Eigenschaft der Erhaltung der proportionalen Hasardraten der bedingten
Verteilung in der marginalen Verteilung ausgezeichnet. Diese Eigenschaft
wird aber nicht benotigt. Schliellich ist der Zusammenhangsparameter
nicht anschaulich interpretierbar.

Stattdessen ist die bivariate Normalverteilung eine anschauliche Grundlage
fiir den Zusammenhang der Uberlebenszeiten. Auf die Angabe der Vertei-
lungsfunktion wie in (6.4.1) wird verzichtet.

In jeder Simulationszelle werden 1000 Datensétze von jeweils 50 Paaren von
Uberlebenszeiten nach dem in 6.1.3 beschriebenen Modell (Methode von
Loughin und Koehler (1997)) erzeugt. In diesem Modell ist der Zusam-
menhangsparameter zugleich der Kendall’sche Korrelationskoeffizient 7 aus
(6.1.20).

Der Designvektor besteht aus 2 Komponenten. Die zweite Komponente des
Designvektors hat die Werte 0 und 1 gleich oft und wird orthogonal zur ersten
Komponente gewéhlt. Da die zweite Komponente als Kovariable aufgefaf3t
wird, wird deren Schitzung nicht ausgewertet. Die erste Komponente hat
ebenfalls nur die Werte 0 oder 1.

Betrachtet man nur die erste Komponente des Designvektors, so sollte bei
unabhdingigem Design jeder Wert an der zweiten Stelle des 2-Tupels (Paares)
mit jedem Wert an der ersten Stelle gleich oft vorkommen. Das ist mit dem
gewihlten Stichprobenumfang nicht durchfithrbar, da 50 nicht durch 4 teil-
bar ist. Allerdings ist die Schitzung invariant beziiglich Vertauschung der
Komponenten in den 2-Tupeln, sodafl alle ungeordneten Paare von ersten
Komponenten des Designvektors gleich oft vorkommen. Die gleiche Bedin-
gung ist fiir die Kombinationen der zweiten Komponente des Designvektors
erfiillt. Beide Komponenten des Designvektors zusammen erfiillen diese Be-
dingung nicht. Konkret werden in der ersten und zweiten Komponente des
2-Tupels folgende Sequenzen von Designvektoren verwendet:

;Erste Komponente
»(#(0 0) #(0 0) #(1 0) #(1 0) #(0 1) #(0 1) #(1 1) #(1 1))
;Zweite Komponente
>(#(0 0) #(0 1) #(0 0) #(0 1) #(1 1) #(1 0) #(1 1) #(1 0))
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Die Sequenzen werden aneinandergereiht und jeweils die ersten 50 Vektoren
verwendet. Bei abhdngigem Design stimmen die beiden Designvektoren eines
2-Tupels iiberein. Bei invers abhdngigem Design ist der Designvektor der
zweiten Komponente die Differenz von *#(1 1) und dem Designvektor der
ersten Komponente.

Der Vektor 3 der Regressionsparameter ist in der zweiten Komponente 35 =
1. y wird in Schritten der Léange 0,2 von 0 bis 0,8 variiert.

Die Uberlebenszeiten werden entweder gar nicht oder zu festen Zeiten zen-
siert. Dabei soll jeweils ein gewisser Anteil von zensierten Beobachtungen
erreicht werden. Zur Bestimmung dieser Zensierungszeiten werden am Be-
ginn der Simulation mit dem Initialisierungskeim auf Seite 142 1000 Paare
von Uberlebenszeiten erzeugt und fiir diese das entsprechende Quantil be-
stimmt.>

Das Schema der Simulation ist in Tabelle 6.8 zu finden.

6.5.2 Ergebnisse

Der systematische Fehler des Regressionskoeffizienten

Die Ergebnisse sind in Abbildung 6.2 bis 6.4 dargestellt.

Der systematische Fehler von i steigt in fast allen Simulationen mit [,
an. Er betrdgt maximal 0,0380 fiir die Methode nach (Liang et al. 1993) in
der Zelle mit invers abhingigem Design ohne Zensierung und mit 7 = 0,9,
(1 = 0,8. Das ist wenig im Vergleich zur minimalen Standardabweichung von
51 iiber alle Simulationszellen von 0,041, die in der selben Simulationszelle
gefunden wurde. Extrapoliert man den Verlauf der Kurven des systemati-
schen Fehlers jedoch auf den nicht untersuchten Bereich 8 > 0, 8, so sind viel
groflere systematische Fehler zu vermuten.

In der Darstellung des systematischen Fehlers als Funktion von ; hat der
Schétzer von Cox (1972) meist einen etwas flacheren Anstieg.

Die Ergebnisse hédngen wenig vom Ausmaf der Zensierung und von der Korre-
lation ab. Eine diesbeziigliche Ausnahme sind der Pseudolikelihoodschétzer
und der Schétzer nach (Liang et al. 1993) in den Zellen ohne Zensierung und
mit Korrelation 7 = 0,9 bei invers abhéngigem Design. Wéahrend der syste-
matische Fehler des Schitzers nach (Cox 1972) besonders niedrig ist, nimmt

’Die Zensierungszeit hitte auch durch Inversion der marginalen Verteilungsfunktion
berechnet werden kénnen.
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Design
unabhéngig
abhéngig
invers
Korrelationsparameter
7=0,0
7=20,5
7=20,9
Zensierung
Keine Zensierung
30% Zensierung
50% Zensierung
Regressionsparameter
p1 =00
B =02

61 =08
Schitzmethode
Cox (1972)
Lee et al. (1992) (nur Varianzschétzung)
Paarweise Pseudolikelihood
Liang et al. (1993)

Tabelle 6.8: Ubersicht iiber die Simulation nach Lee et al. (1992).

159



160 KAPITEL 6. SIMULATIONEN

der systematische Fehler der beiden anderen Schiatzmethoden fiir 5 = 0,8
jeweils das Maximum iiber alle Simulationszellen an.

Die Varianz von [,

Die Ergebnisse sind in Abbildung 6.5 bis 6.7 dargestellt.

Die Varianz von Bl ist weitgehend unabhéngig von [ (Ausnahmen siehe
weiter unten). Die Varianz von f3; steigt mit dem Anteil der Zensierungen
(annéhernd proportional zum Anteil der beobachteten Ereignisse).

Bei unabhéingigem Design ist die Varianz von Bl weitgehend unabhéngig von
der Korrelation 7. Bei abhéngigem Design steigt die Varianz mit der Korre-
lation 7. Gleichzeitig ist fiir 7 = 0,9 und 50% Zensierung eine Abhéngigkeit
von der Varianz von (3 festzustellen. Bei inversem Design nimmt die Varianz
von Bl mit der Korrelation 7 ab. Auch hier sind Simulationszellen vorhan-
den, die stark von f; abhéngen. Es ist dies (Cox 1972) fiir 7 = 0,9 ohne
Zensierung. Die Varianz von Bl erreicht hier das Minimum iiber alle Zellen
mit Vz = 0,0016.

Die Varianz der Schéatzung von {3 ist bei der Pseudolikelihoodschétzung und
bei der Methode nach (Liang et al. 1993) fast identisch, wenn Zensierung
vorhanden ist. Wenn keine zensierten Beobachtungen vorhanden sind, hat
der Schétzer nach (Liang et al. 1993) vor allem fiir kleines 3 etwas groflere
Varianz als der Pseudolikelihoodschétzer. Der Schétzer nach (Cox 1972) hat
fiir unabhéngiges und abhéngiges Design durchwegs niedrigere Varianz als die
beiden zuvor behandelten Schétzer. Der Vorteil gegeniiber dem Mittelwert
aus der Methode nach (Liang et al. 1993) und der Pseudolikelihoodschitzung
betriagt fiir abhingiges Design 5,8% bis 13,2% und fiir abhéngiges Design
5,9% bis 10,1%. Fiir invers abhéingiges Design ist die Varianz der Schitzung
von (3 nach (Cox 1972) um 6,2% niedriger bis 15,6% héher als bei den
anderen beiden Schétzmethoden.

Systematischer Fehler der Varianzschitzung von I3

Die Ergebnisse sind in Abbildung 6.8 bis 6.10 dargestellt.

Der systematische Fehler von V,él ist bei unabhingigem Design sehr ge-
ring (mit Maximum 0,0138). Bei abhédngigem Design ist der systemati-
sche Fehler der Varianzschitzung nach (Cox 1972) fiir paarweise korrelierte
Uberlebenszeiten nicht konsistent. Die Schétzung der Varianz von Bl nach
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(Lee et al. 1992) ist dann besonders gut, wenn zensierte Beobachtungen vor-
handen sind. Bei invers abhéngigem Design ist der systematische Fehler
durchwegs gering.

Die Giitefunktion des Wald-Tests

Die Ergebnisse sind in Abbildung 6.11 bis 6.13 dargestellt. Die Unterschiede
zwischen den konsistenten Schétzern sind gering. Wenn Zensierung vorhan-
den ist, dann haben Pseudolikelihoodschétzer und der Schétzer nach (Liang
et al. 1993) durchwegs etwas geringere Giite als der Schétzer nach (Lee
et al. 1992). Wenn keine Zensierung vorhanden ist, dann sind die Ergeb-
nisse deutlich schlechter als beim Schétzer nach (Lee et al. 1992).
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Abbildung 6.2:

KAPITEL 6. SIMULATIONEN

QO Pseudolikelihood, ¢ Liang et al. (1993)).
asymptotischen 95%-Konfidenzintervalle an (n = 1000).
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Abbildung 6.3: Der systematische Fehler von 1 in Abhéngigkeit von der
Kendall’schen Korrelation 7 der Uberlebenszeiten und von der Zensierung bei
abhingigem Design. (o Cox (1972) und Lee et al. (1992), © Pseudolike-
lihood, ¢ Liang et al. (1993)). Die Fehlerbalken geben die asymptotischen
95%-Konfidenzintervalle an (n = 1000).
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Abbildung 6.4: Der systematische Fehler von 8 in Abhéngigkeit von der
Kendall’schen Korrelation 7 der Uberlebenszeiten und von der Zensierung bei
inversem Design. (o Cox (1972) und Lee et al. (1992), © Pseudolikelihood,
¢ Liang et al. (1993)). Die Fehlerbalken geben die asymptotischen 95%-
Konfidenzintervalle an (n = 1000).
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Abbildung 6.5: Die Varianz von 4 in Abhéngigkeit Kendall’schen Korre-
lation 7 der Uberlebenszeiten und von der Zensierung bei unabhiingigem
Design. (o Cox (1972), © Pseudolikelihood, <) Liang et al. (1993)). Die Feh-
lerbalken geben die asymptotischen 95%-Konfidenzintervalle an (n = 1000).
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Abbildung 6.6: Die Varianz von 4 in Abhéngigkeit Kendall’schen Kor-
relation 7 der Uberlebenszeiten und von der Zensierung bei abhiingigem
Design. (o Cox (1972), © Pseudolikelihood, ¢ Liang et al. (1993)). Die Feh-
lerbalken geben die asymptotischen 95%-Konfidenzintervalle an (n = 1000).
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Abbildung 6.7: Die Varianz von 4 in Abhéngigkeit Kendall’schen Korre-
lation 7 der Uberlebenszeiten und von der Zensierung bei inversem Design.
(o Cox (1972), © Pseudolikelihood, <) Liang et al. (1993)). Die Fehlerbalken

geben die asymptotischen 95%-Konfidenzintervalle an (n = 1000).
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Abbildung 6.8: Der systematische Fehler von VBI in Abhéangigkeit von

der Kendall’schen Korrelation 7 der Uberlebenszeiten und von der Zensie-
rung bei unabhingigem Design. (o Cox (1972), x Lee et al. (1992),
QO Pseudolikelihood, ¢ Liang et al. (1993)). Die Fehlerbalken geben die
asymptotischen 95%-Konfidenzintervalle an (n = 1000).

Keine Zensierung 30% Zensierung 50% Zensierung

R A if

-O’]‘ _I 1 1 1 I- -I 1 1 1 I- _I 1 1 1 I_
0,0 0,2 0,4 0,6 0800 02 04 0,6 0800 02 04 06 0,83
5 B B




6.5. VERGLEICH DER GUTEFUNKTIONEN 169

Abbildung 6.9: Der systematische Fehler von VBI in Abhéngigkeit von
der Kendall’schen Korrelation 7 der Uberlebenszeiten und von der Zensierung
bei abhéngigem Design. (o Cox (1972), * Lee et al. (1992), © Pseudolike-
lihood, ¢ Liang et al. (1993)). Die Fehlerbalken geben die asymptotischen
95%-Konfidenzintervalle an (n = 1000).
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Abbildung 6.10: Der systematische Fehler von Vﬁl in Abhéngigkeit von

der Kendall’schen Korrelation 7 der Uberlebenszeiten und von der Zensierung
bei inversem Design. (o Cox (1972),  Lee et al. (1992), © Pseudolike-
lihood, <) Liang et al. (1993)). Die Fehlerbalken geben die asymptotischen
95%-Konfidenzintervalle an (n = 1000).
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Abbildung 6.11:  Anteil der Wiederholungen im kritischen Bereich
cos des Wald-Tests von Hy : 7 = 0 in Abhéngigkeit von der Ken-
dall’schen Korrelation 7 der Uberlebenszeiten und von der Zensierung bei
unabhiingigem Design. (o Cox (1972), * Lee et al. (1992), © Pseudolike-
lihood, ¢ Liang et al. (1993)). Die Fehlerbalken geben die asymptotischen
95%-Konfidenzintervalle an (n = 1000).
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Abbildung 6.12:  Anteil der Wiederholungen im kritischen Bereich
cos, des Wald-Tests von Hy : ; = 0 in Abhéngigkeit von der Ken-
dall’schen Korrelation 7 der Uberlebenszeiten und von der Zensierung bei
abhingigem Design. (o Cox (1972), * Lee et al. (1992), © Pseudolike-
lihood, ¢ Liang et al. (1993)). Die Fehlerbalken geben die asymptotischen
95%-Konfidenzintervalle an (n = 1000).
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Abbildung 6.13:  Anteil der Wiederholungen im kritischen Bereich
cos des Wald-Tests von Hy : 7 = 0 in Abhéngigkeit von der Ken-
dall’schen Korrelation 7 der Uberlebenszeiten und von der Zensierung bei
inversem Design. (o Cox (1972), x Lee et al. (1992), © Pseudolikelihood,
¢ Liang et al. (1993)). Die Fehlerbalken geben die asymptotischen 95%-
Konfidenzintervalle an (n = 1000).
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6.5.3 Zusammenfassung der Simulationsergebnisse

In zwei Simulationsstudien wurden 4 Schétzer fiir das marginale Modell mit
proportionalen Hasardraten fiir paarweise abhingige Uberlebensdaten vergli-
chen. Es waren die Schétzung mittels Cox-Likelihood ohne Beriicksichtigung
der Abhéngigkeit zwischen den Daten, die Schétzung des marginalen Mo-
dells mittels der Cox-Likelihood nach (Lee et al. 1992), der Pseudolikelihood-
Schétzer mit Gewichtsfunktion (Y (t) —Y;.(¢))/n und einen Pseudolikelihood-
Schétzer mit einer weiteren Gewichtsfunktion Wil; L2 (siehe (6.3.1)), die von
Liang et al. (1993) vorgeschlagen wurde. Die Simulationsdaten stammten ei-
nerseits von einem Clayton-Modell und anderseits aus der Transformation

einer bivariatien Normalverteilung.

Abhéngigkeiten zwischen den Daten dndern die Varianz der Schatzungen des
Regressionsparameters in designabhingiger Weise: Wenn die Regressoren
innerhalb der Haufen jeweils gleich sind, dann wird die Varianz erhoht
(,abhéngiges Design“ innerhalb der Haufen), wenn die Regressoren jeweils
innerhalb der Haufen verschieden sind (,invers abhéngiges* Design inner-
halb der Haufen), dann wird die Varianz erniedrigt. Diese Auswirkung der
Abhéngigkeiten in den Haufen werden vom Schétzer nach (Cox 1972) nicht
beriicksichtigt. Die Verringerung der Varianz des Schétzers des Regressions-
parameters geht nicht mit einer Verringerung der Verzerrung einher, sodafl
die Bedeutung der Verzerrung als Fehlerquelle zunimmt.

Die Zensierung ist im gegensténdlichen Modell ein Nebenparameter. Die
Bedingungen fiir die Validitéit der asymptotischen Ergebnisse aus Abschnitt
4.4 und Abschnitt 5 fordern jedoch im Fall der Cox-Likelihood explizit in
L 1 und im Fall der Schatzung mittels U-Statistik implizit in PL 1 {iber die
Straffheit der datenabhéngigen Gewichtsfunktion eine Untergrenze (iiber die
Beobachtungszeit [0, 7]) fiir den Anteil der Individuen, die noch in der Ri-
sikomenge vorhanden sind. Der Schétzer von Lee et al. (1992), die auf der
Cox-Likelihood beruht, ist auffallend robust gegen diese Verletzung der Mo-
dellannahmen, wihrend Schétzer, die auf U-Statistiken beruhen, inbesonde-
re bei abhédngigen Daten und invers abhidngigem Design, stark beeintrachtigt
werden (Siehe Abbildung 6.13, keine Zensierung, 7 = 0, 9).

Im Bereich der Giiltigkeit der Modellannahmen sind nur in einzelnen Zellen
der Simulationsstudien Unterschiede zwischen den Schétzern festzustellen.
Die Schéatzer verhalten sich unter dem Einflul der verschieden untersuchten
Faktoren sehr dhnlich.



Kapitel 7

Ein Beispiel aus der
Zahnmedizin

7.1 Beschreibung der Studie

In einer retrospektiven Kohortenstudie an der Universitédtsklinik fiir Zahn-
Mund- und Kieferheilkunde der Karl-Franzens-Universitat Graz wurden et-
wa 450 Patienten, an denen Teleskopkronen gefertigt worden waren, zu ei-
ner Nachuntersuchung eingeladen (Jerebic 1996). 196 Patienten folgten dem
Aufruf und wurden tatsdchlich untersucht und iiber die Haltbarkeit ihrer
Teleskopkronen und ihre Zahnhygiene befragt (siehe Beispiel 2.6.7).

Teleskopkronen, die zum Zeitpunkt der Untersuchung noch bestanden, wer-
den als zensiert betrachtet. Es liegt progressive Zensierung vom Typ I vor
(siehe Beispiel 2.2.3). 52 von 652 Teleskopkronen bestanden zum Zeitpunkt
der Untersuchung nicht mehr und ihre Liegedauer ist daher bekannt.

Die Beobachtungszeit der Teleskopkronen betrug im Median 4 Jahre. Es
waren bis zu 10 Teleskopkronen pro Patient hergestellt worden. Der Median
war 3, der Modus 2 Teleskopkronen.

Der Einflufl von Kiefer, Zahnart, Prothesenart, Anzahl der hergestellten Te-
leskopkronen, Alter des Patienten bei der Herstellung der Teleskopkronen,
Zahnhygiene (Verwendung von Zahnbiirste, Zahnpasta und Wasserstoffper-
ozid zur Prothesenreinigung) auf die Liegedauer war Gegenstand der Unter-
suchung (Tabelle 7.1).
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Tabelle 7.1: Liste der Kovariablen

Kiefer 1=0Oberkiefer 0=Unterkiefer
Prothese 1=Modellgul 2=Kunststoff
Schneidezahn 1=Ja 0=Nein

Mahl- oder Vormahlzahn 1=Ja 0=Nein

H>0, 1=Ja 2=Nein
Zahnpasta 1=Ja 2=Nein
Zahnbiirste 1=Ja 2=Nein
Anzahl der Kronen

Alter

7.2 Das Modell

Fiir Teleskopkronen aus unterschiedlichen Gebissen wird ein multiplikati-
ves Regressionsmodell mit proportionalen Hasardraten angesetzt ((4.2.7),
(4.4.5) und (5.1.1)). Der Kovariablenvektor besteht aus den in Tabelle 7.1
angefithrten Faktoren. Die Kodierungen wurden von den Originaldaten
iibernommen. FEs wird angenommen, dafl die Zensierung nicht informativ
ist, und dafl die Liegedauern von Teleskopkronen innerhalb eines Gebisses
abhéngige Zufallsvariable darstellen.

Das Modell beschreibt die Liegedauer von Zahn j in Patient i. Der Ausfall
einer Teleskopkrone beziehungsweise der Ersatz durch einen Bona-Anker be-
endet die Liegedauer. Sie ist das einzige mogliche Ereignis des Zahlprozesses.
Gleichzeitig wirkt ein progressiver Zensierungsprozef vom Typ I. Der Zen-
sierung wird durch die Feststellung des Gebifistatus gegeben. Da dieser
Zeitpunkt ab Herstellung der Teleskopkrone im Voraus fixiert ist, sind die
Zensierungszeiten nicht zuféllig. Nachfolgende Ereignisse konnen nicht mehr
beriicksichtigt werden. Die Intensitiat des Zahlprozesses der zensierten Liege-
dauern beziiglich der selbsterzeugten durch die Daten von Zahn 75 erzeugten
Filtrierung F ;; ist

Yi(t)exp {8y Zij } o). (7.2.1)

Dabei ist Y;;(t) ein Indikator dafiir, daf§ der Zahn unmittelbar vor ¢ noch be-
obachtbar war. Es liegt eine Einsprung-Prozef vor (sieche Beispiel 2.1.2 und
Beispiel 2.2.3). ap(t) ist die zugrundeliegende gemeinsame Hasardfunktion.
Z;; ist ein Vektor von p Kovariablen (Regressoren) aus Tabelle 7.1. () enthélt
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Abbildung 7.1: Wahrscheinlichkeit der Liegedauer von Teleskopkronen, be-
rechnet aus dem Breslow-Schétzer der zugrundeliegenden Hasardfunktion.
Im Modell mit p = 4 Kovariablen (Kiefer, Art der Prothese, Schneidezahn
und H0,) enthélt der Kovariablenvektor die Mittelwerte der Kovariablen
der Stichprobe.

1'0 -l — \I-q — T T T T I-
0.8} ool
0.6F — Mit Kovariablen
S(t) — = Ohne Kovariable
0.4F
0.2F
0.0k, .
0 2 4 6 8 10 12

Jahre

die zu den Kovariablen gehorigen Regressionskoeffizienten. Mittels Exponen-
tialfunktion wirken diese multiplikativ auf den Intensitétsprozef. Die Filtrie-
rungen F;;; und F, sind unabhéngig fiir 7 # j.

Aufgrund der Abhéngigkeit der Liegedauern von Teleskopkronen des gleichen
Gebisses kann die Varianz mit der Methode nach (Cox 1972) nicht konsistent
geschitzt werden. Dies ist aber mit der Methode nach Lee et al. (1992),
Liang et al. (1993) und der Pseudolikelihoodmethode méglich. Die Losungen
der Schétzgleichungen wurden mit dem Newton-Raphson-Verfahren gefun-
den. Die entsprechenden Programme wurden vom Autor in XLISP-STAT
programmiert und auf Anfrage erhiltlich.

Zu Vergleichszwecken wird auch ein bedingtes partielles Likelihoodmodell
nach Holt und Prentice (1974) beziehungsweise (Kalbfleisch und Prentice
1980, p. 189 ff) berechnet (Unter Verwendung von SAS Software').

1SAS Inc., Cary, USA)
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7.3 Ergebnisse

7.3.1 Der Breslow-Schitzer

Die kumulative zugrundeliegende Hasardrate des Cox-Modells ist durch den
Breslow-Schéatzer Ag(t) (siehe (4.2.4)) gegeben.

S(t, Zo) = T[ {1 - e {57 20w} dAg(u 5)} (7.3.1)

(0,¢]

ist dann eine Schitzung der Uberlebensfunktion fiir den Kovariablenvektor
Zoy (Andersen et al. 1993, p. 509).

Wenn das Modell keine Kovariablen enthilt, dann stimmt die Uberlebens-
funktion mit dem Kaplan-Meier-Schitzer iiberein (Andersen et al. 1993,
p. 256), da dann der Breslow-Schétzer dem Nelson-Aalen-Schétzer ent-
spricht. Im Modell mit Kovariablen wurden vier Merkmale beriicksichtigt
(Begriindung siehe unten). Eine mogliche Wahl fiir Z; ist der Mittelwerts-
vektor der Kovariablenvektoren der Stichprobe. Die Ergebnisse einer solchen
Schétzung sind in Abbildung 7.1 dargestellt (Unter Verwendung von SAS
Software). Eine Liegedauer von 5 Jahren wird im Modell mit Kovariablen
mit Wahrscheinlichkeit 0,952 und 171 Z#éhnen in der Risikomenge erreicht.
Eine Liegedauer von 8 Jahren wird mit Wahrscheinlichkeit 0,915 und 30
Zahnen in der Risikomenge erreicht. Die lingste beobachtete Liegedauer be-
trug 8 Jahre und 150 Tage. Zu diesem Zeitpunkt sind nur noch 13 Zihne
in der Risikomenge. Die ldngste Beobachtungsdauer betrug 11 Jahre und 68
Tage.

7.3.2 Uberpriifung der Annahme proportionaler
Hasardraten

Das Modell der multiplikativen Intensitdten ist ,,semiparametrisch“ und
somit sparsam in den Modellannahmen. Die verwendeten Tests funktio-
nieren zwar auch bei fehlspezifiziertem Modell: Der Sandwich-Test, der
fiir unkorrelierte Beobachtungen die selbe Asymptotik verwendet wie Satz
4.4.4, ist asymptotisch unverfilscht (Lin und Wei 1989). Dennoch wurde
moglicherweise der funktionale Zusammenhang der Kovariablen mit der Zeit
vom Modell nicht korrekt erfafit.
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In (Grambsch und Therneau 1994) wird zur Untersuchung dieses funktiona-
len Zusammenhangs vorgeschlagen Schoenfeldresiduen

re(B) = Zij(te) — E(B, te) (7.3.2)

zu betrachten (Schoenfeld 1982). Dabei bezeichnen t., e = 1,---, N, die
Zeitpunkte, zu denen Ereignisse beobachtet wurden. Dies wird durch den
zeitabhéngigen Ansatz

B(t) = fo+ G(t)0 (7.3.3)

mit der zeitabhéngigen Diagonalmatrix G(¢) und einem weiteren Regressions-
parameter # motiviert. Man erhélt das Schoenfeldresiduum als Summe des
Schoenfeldresiduums des wahren Modells plus die Differenz der gewichteten
Summen der Kovariablen unter den beiden Modellen:

re(B) = [Zij(te) = E(B(te), te)] + [E(B(te), te) — E(B,te)] . (7.3.4)

Nun benétigt man Martingaleigenschaften der Schoenfeldresiduen, weshalb
die Betrachtungen auf Haufenelemente mit Index ky,... , kx eingeschrankt
werden. Durch Taylorreihenentwicklung von Ej(3(t%),t*) um 3 erhilt man
(siehe (4.4.12))

E {rf (8)|Frw} = Vi(B,t5)G(t5)0 + Ry (7.3.5)
Dariiberhinaus definiert man das skalierte Schoenfeldresiduum als
rif(B8) = Vi (B, )k (8). (7.3.6)
Fiir dieses Residuum gilt
E {r¥(8)|Fru} = G(t5)0 + Ro. (7.3.7)

Schoenfelresiduen sind asymptotisch unkorreliert.

Zuletzt beniitzt man, dal Ausdriicke fiir Index k durch solche, die iiber die ge-
samte Stichprobe berechnet wurden, ersetzt werden konnen, da sie in Wahr-
scheinlichkeit gegen den selben Grenzwert konvergieren. Konkret kann unter
den Bedingungen L 1 bis L 4 aus Abschnitt 4.4 E;(3,-) durch E(f,-) und
Vi(B,+) durch V (3, ) (siehe (4.2.10)) ersetzt werden (Der Rest konvergiert in
Wahrscheinlichkeit gegen 0). Schliellich konvergieren die Restterme R; und
Rs in Wahrscheinlichkeit gegen 0. Die Definition des skalierten Schoenfeld-
residuums lautet schliellich

ri(B) = V7B, te) (Zij(te) — E(B,te)). (7.3.8)



180

KAPITEL 7. EIN BEISPIEL AUS DER ZAHNMEDIZIN

Abbildung 7.2: Skalierte Schoenfeldresiduen eines Modells mit 4 Kovariablen.
Glattung durch LOWESS mit einem Anteil von 0,5 ohne Iteration
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B(t) = B+ G(t.)0 kann daher mit Hilfe von Gléttern aus konsistenten
Schétzern fiir § und r} geschétzt werden. Hier wurde der LOWESS-Glatter
von XLISP-STAT verwendet. In Abbildung 7.3.2 sind die Schoenfeldresiduen
und deren Gléttung fiir ein Modell mit den 4 Kovariablen Kiefer, Schneide-
zahn, Art der Prothese und Hy,O, dargestellt. Das Residuum zum Ereignis
nach 47 Tagen in der Komponente HyOy war 51,48. Dieser Wert verursacht
den Abfall der geglitteten Werte im entprechenden Bereich. Dieser Wert
kann als ,,Ausreifler” betrachtet werden. Der funktionale Zusammenhang
sollte nicht von einem einzigen Wert bestimmt werden. Es gibt daher keine
Hinweise auf eine Fehlspezifikation des Modells.
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Tabelle 7.2: Liegedauer von Teleskopkronen

Methode Kiefer Prothese Schneidezahn H505
Holt (1974) 2,26 + 0,86 - 1,05 £+ 0,58 -
Cox (1972) 1.58 £ 0,43 -0,73 £0,31 1,46 + 0,40 -2,80 £+ 1,01

Lee et al. (1992) 1,58 041 -0,73 40,38 1,46+ 0,35  -2,80 + 1,01
Pseudolikelihood 1,62+ 0,54 -0,78 £ 0,42 1,73 +£044 2,73+ 1,04
Liang et al. (1993) 1,62+ 0,51 -0,83+0,39 1,73+0,41  -2,74 + 1,03

7.3.3 Das Modell der proportionalen Hasardraten

Bei den Mahlzdhnen wurde kein Verlust einer Teleskopkrone beobachtet. In
solchen Féllen haben sowohl die Schatzfunktion aufgrund der partiellen Li-
kelihood (Cox 1972), als auch die Schétzfunktionen, die auf der Pseudolike-
lihood nach Liang et al. (1993) beruhen, keine Nullstellen (Jacobsen 1989).
Daher wurden die Vormahlzéihne mit den Mahlzdhnen zu einer Katego-
rie zusammengefaf3t. Die relevanten Kovariablen werden durch abbauende
Merkmalsauswahl (backward variable selection) und durch Anwendung des
Wald-Test-Kriterium mit einem Fehler 1. Art von 5% auf das Modell nach
(Cox 1972) bestimmt (Unter Verwendung von SAS Software). Dabei blieben
die Variablen Kiefer, Schneidezahn, Art der Prothese und HyOs iibrig. Ins-
besondere hat die Anzahl der Teleskopkronen pro Gebifl keinen Einflufl auf
die Liegedauer.

Die Ergebnisse des eingeschrinkten Regressionsmodells sind in Tabelle 7.2
dargestellt. Teleskopkronen im Oberkiefer haben eine héhere Hasardrate als
Teleskopkronen im Unterkiefer. Kunstoffprothesen haben niedrigere Hasard-
raten als Modellguiprothesen. Teleskopkronen auf Schneidezéhnen haben
eine hohere Hasardrate als die iibrigen Zahnarten. Die Verwendung von Was-
serstoffperoxid erniedrigt die Hasardrate. Die Indikatoren fiir Zahnhygiene
(Wasserstoffperoxid, Zahnbiirste, Zahnpasta) hangen stark voneinander ab,
sodaBl nur eine dieser Kovariablen nach der Merkmalsauswahl iibriggeblieben
ist.

Im Modell nach der Methode von (Holt und Prentice 1974) sind nur die
Variablen Kiefer und Schneidezahn enthalten, da nur diese Parameter inner-
halb eines Patienten unterschiedlich sind und einen Beitrag zur bedingten
Likelihood liefern. Die Schitzung des Regressionsparameters von Kiefer ist
hoher als diejenige der marginalen Methoden. Derjenige der Schneidezéihne
ist niedriger.
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Bei den marginalen Modellen ist kein grofler Unterschied zwischen der
Schitzung nach (Cox 1972) und der Schétzung nach (Lee et al. 1992) festzu-
stellen. Daher ist entweder die Abhéngigkeit der Liegedauern eines Gebisses
nicht stark ausgeprégt, oder es liegt eine Mischung aus invers abhéngigem
und unabhéngigem Design vor. Die Pseudolikelihoodschéitzung und die
Schitzung nach (Liang et al. 1993) unterscheiden sich ebenfalls kaum von
den vorhergehenden Schiatzungen. Die Abweichungen liegen innerhalb einer
Standardabweichung des Schétzers.
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