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Kurzfassung
Der Strommarkt ist im Vergleich zu den Aktienmärkten noch sehr jung und besitzt das beson-
dere Spezifikum, dass Strom nicht speicherbar ist. Durch die Liberalisierung des europäischen
Strommarktes werden zunehmend Finanzprodukte wie Swing-Optionen und Multi-Exercise
Optionen gehandelt und gewinnen als Instrumente zur Risikoabsicherung für Energiedienst-
leistungsunternehmen wie z.B. Steweag-Steg immer mehr an Bedeutung. Für die Bewertung
solcher Produkte braucht man zunächst ein praktikables Spotpreismodell. Wir entwickeln daher
ein stochastisches Spotpreismodell (auf Stundenbasis) für den EEX-Markt. Der Einsatz von li-
nearen Zustandsraummodellen mit Regime-Switching erlaubt die Modellierung von Preisspikes
unter Ber̈ucksichtigung von Einflussfaktoren wie Tagestypen, Tagesperioden und langfristigen
Trends. Die Qualiẗat unseres Ansatzes wirdüber eine Simulationsstudiëuberpr̈uft.

Unser Preismodell ist schließlich die Grundlage für die Bewertung von Swing-Optionen. Im
speziellen werden die Eigenschaften von vier bei der Steweag-Steg eingesetzten Multi-Exercise
Optionen (virtuelle Speicherkraftwerke) mit sehr unterschiedlichen Restriktionen untersucht.
Alle in der Arbeit ben̈otigten Algorithmen sind in Form von Matlab-Codes realisiert.

Abstract
Compared with stock markets the electricity market is a rather new development. A specific
feature of it is that electric current is not storable. The liberalization of the European energy tra-
de opened the door to financial derivatives as swing options and multi-exercise options which
become more and more important as instruments for hedging the risk of traders like Steweag-
Steg. In order to value such derivatives one needs a suitable description of the spot price. For the
European Energy Exchange EEX we develop a stochastic model for the price on hourly basis
having some remarkable characteristics. Linear state space models with regime switching allow
the modeling of price spikes considering crucial factors as the type of the day, period of the day
and long term trends. The quality of our approach is investigated by a simulation study.

Finally, our pricing model provides the basis for calculating the value of swing options. In
particular, we analyze four multi-exercise options (virtual power stations with reservoir) with
considerably differing restrictions. All algorithms used in the paper are implemented as Matlab
programs.
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A Komponenten der Nachfrage- und Angebotsseite 159

vi



Tabellenverzeichnis

3.1 Anteil der Energietr̈ager in Deutschland2002 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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5.8 Der Vergleich des Modellŝlt mit den Beobachtungenlt vom 17.09.2001 bis

20.09.2001 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
5.9 Der Vergleich des Bedarfs mit dem Spotpreis (logarithmiert) . . . . . . . . . . 68
5.10 Der Vergleich des Spotpreises (logarithmiert) zwischen Arbeitstagen, Samsta-

gen/Fenstertagen und Sonn-/Feiertagen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
5.11 Die stochastischen KomponentenrB

t (i), i = 1, 2, 3 . . . . . . . . . . . . . . . 72
5.12 Die stochastischen KomponentenrB

t (i) nach Arbeits-bzw. Nichtarbeitstag,i =
1, 2, 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

5.13 Die empirische Autokorrelationsfunktion vonrB
t (i), i = 1, 2, 3 . . . . . . . . . 74

5.14 Modell der stochastischen KomponentenRB
t für Arbeits- bzw. Nichtarbeitstage 75

5.15 Interpolierte Forwardkurve vom 2.1.2003 der EEX Grundlast mit Fälligkeit
Jänner 2003 bis Dezember 2004 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

5.16 Forwardkurve vom 2.1.2003 der EEX Grundlast mit Fälligkeit Juli 2003 bis
Dezember 2004 im Vergleich zu den geschätzten Erwartungswerten̂ST,T . . . . 85

5.17 µ∗T aus der EEX Grundlast mit Lieferzeit Juli 2003 bis Dezember 2004, ausge-
hend vom 2.1.2003 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

5.18 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) vom1.5.2002 bis30.4.2003 . . . . 89
5.19 Preissimulationen (auf Stundenbasis) vom1.5.2002 bis30.4.2003 . . . . . . . 90
5.20 1 Preissimulation (auf Stundenbasis und logarithmischer Basis) und die Zustände

in den drei Hauptkomponenten vonBt (bei grauer Hinterlegung: Regime befin-
det sich im außernatürlichen Zustand an Arbeitstagen, bei hellgrauer an Nicht-
arbeitstagen) vom1.5.2002 bis30.4.2003 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

5.21 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) vom1.5.2002 bis 30.4.2003 - Ver-
gleich Nicht-/Arbeitstag Onpeak (08:00 - 20:00) mit dem EEX-Spotmarkt und
der ersten Modellvariante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

5.22 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) vom1.5.2002 bis 30.4.2003 - Ver-
gleich Nicht-/Arbeitstag Offpeak (00:00-08:00 und 20:00 - 00:00) mit dem
EEX-Spotmarkt und der ersten Variante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

5.23 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) vom1.5.2002 bis 30.4.2003 - Ver-
gleich Wochenende (Samstag und Sonntag) mit dem EEX-Spotmarkt und der
ersten Modellvariante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

5.24 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) vom1.5.2002 bis 30.4.2003 - Ver-
gleich Feiertag bzw. Fenstertag mit dem EEX-Spotmarkt und der ersten Mo-
dellvariante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

5.25 1000 Preissimulationen Arbeitstag (auf Stundenbasis) vom1.5.2002 bis30.4.2003:
Vergleich mit der ersten Modellvariante Histogramm . . . . . . . . . . . . . . 96

5.26 1000 Preissimulationen Nichtarbeitstag (auf Stundenbasis) vom1.5.2002 bis
30.4.2003: Vergleich mit der ersten Modellvariante Histogramm . . . . . . . . 97

5.27 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) der Monate März, April und Mai
2003, Arbeitstag . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

5.28 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) der Monate März, April und Mai
2003, Nichtarbeitstag . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

5.29 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) der Monate Juni, Juli und August
2003, Arbeitstag . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

x



ABBILDUNGSVERZEICHNIS

5.30 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) der Monate Juni, Juli und August
2003, Nichtarbeitstag . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

5.31 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) der Monate September, Oktober und
November 2003, Arbeitstag . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

5.32 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) der Monate September, Oktober und
November 2003, Nichtarbeitstag . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

5.33 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) der Monate Dezember 2002, Jänner
und Februar 2003, Arbeitstag . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

5.34 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) der Monate Dezember 2002, Jänner
und Februar 2003, Nichtarbeitstag . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

6.1 Der Preis der Swing-Option in Abhängigkeit von den Aus̈ubungsrechten (links)
und der Preis pro Aus̈ubungsrecht (rechts) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

6.2 Die Verteilung des Preises für M = 100 Ausübungsrechtëuber einen Zeitraum
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basis (links) sowie die obere, untere Schranke und Quartile der Niveaustände
bei1000 Simulationen (rechts) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
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Kapitel 1

Einleitung

Der Strommarkt ist im Vergleich zu anderen Märkten wie z.B. Aktienm̈arkten noch sehr jung.
Die European Energy Exchange (EEX) mit Hauptsitz Leipzig existiert erst seit ungefähr sechs
Jahren. Einerseits wird elektrischer Strom als standardisierte Ware (Commodity) wie Alumini-
um, Erd̈ol, Erdgas, Weizen, Stahl, Gold etc. gehandhabt. Andererseits hat der elektrische Strom
eine einzigartige Eigenschaft: Strom kann man nicht lagern. Daher ist die Stromlieferung zu
einem Tageszeitpunkt ein anderes Produkt wie zu einem anderen. So variieren die Preise im
Spothandel je nach Tageszeit zwischen knappen 10 Euro/MWh und bisüber 100 Euro/MWh.
In besonders chaotischen Fällen kann der Strompreis auch einige tausend Euro/MWh betragen
(siehe Chaos in Kalifornien 2000 in [12]). Daher ist das Stromgeschäft eine Branche, die einige
Besonderheiten aufweist und somit eine spezielle Behandlung benötigt.

Die Liberalisierung, die in vielen L̈andern durchgeführt wurde und auch nicht vor̈Osterreich
Halt gemacht hat, f̈uhrt dazu, dass der Großhandelsmarkt immer wichtiger wird und immer
mehr neue Produkte entstehen, die unter anderem am Markt gehandelt oder außerhalb des
Marktgeschehens angeboten werden, um einerseits den vielseitigen Bedarf an Strom (Volumen-
risiko) abzudecken und andererseits das Preisrisiko so gut wie möglich zu minimieren. Durch
diesen Ver̈anderungsprozess entsteht ein verstärkter Preiswettkampf, sowohl in der Strompro-
duktion als auch in der Verteilung durch Energiedienstleister. Waren einst nur physikalische
Aspekte bei der Preisfestsetzung bedeutsam, so sind es heuteüberwiegend die Nachfrage und
das Angebot am Großhandelsmarkt.

In allen deregulierten Stromm̈arkten kann man feststellen, dass diese hoch volatil sind, sai-
sonalen Effekten unterliegen und unerwartet hohe Preisanstiege, die sofort auf das Normal-
niveau zur̈uckkehren (Preisspikes) erleben. Diese Spikes entstehen unter anderem durch Ver-
sorgungsengp̈asse oder durch kurzfristige Veränderungen in der Nachfrage. Im Gegensatz zu
Finanzm̈arkten (Aktien und Anleihen z.B.) oder anderen Rohstoffmärkten erweist sich dieser
Markt daher als sehr komplex. Auch die durch die Deregulierung motivierte Einführung von
neuen Managementinstrumenten wie Risikomanagements, Derivaten und Absicherungsstrate-
gien basierend auf klassischen Konzepten steht hinsichtlich dieser Komplexität und vor allem
der Nichtlagerbarkeit des Stromes vor einer großen Herausforderung.

Etablierte M̈arkte wie z.B. Nord-Pool (siehe [35]), der Anfang der neunziger Jahre startete,
sowie der EEX-Spotmarkt (siehe [18]) bieten bereits neben den Spotpreisen (Handel mit kurz-
fristigen Energielieferungen, die am nächsten Tag geliefert werden) Produkte wie Forwards und
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europ̈aische Optionen auf Forwards (Terminmarkt) an.

Auch in Österreich r̈ucken seit der Vollliberalisierung mit 1. Oktober 2001 wirtschaftliche
Aspekte in Energiedienstleistungsunternehmen, wie z.B. bei Steweag-Steg, immer stärker in
den Vordergrund. Steweag-Steg GmbH, die größte Tochter der Energie Steiermark, die im
Jahr 2002 als neue Gesellschaft aus Steweag, der steirischen Wasserkraft- und Elektrizitäts-
Aktiengesellschaft, und Steg, der steiermärkischen Elektriziẗats-Aktiengesellschaft entstand,
sieht eine ihrer Kernkompetenzen im Handel von langfristigen Produkten bis zur stündlichen
Eindeckung von Kundenlastgängen (siehe www.e-steiermark.com). Die vollständige Markẗoff-
nung erm̈oglicht nun den Zugang zum Großhandelsmarkt, der nicht nur den Spot- bzw. den Ter-
minmarkt, sondern auch bilaterale Vertragsverhandlungen (OTC - Over The Counter) umfasst,
und bietet neue M̈oglichkeiten und Instrumente an. Es stellt sich jetzt die Frage, wie man mit
diesen Produkten umgeht, wo sie eingesetzt werden können und welche Kosten sie verursachen.

Ein spezieller Vertragstyp, der unter dem BegriffMulti-Exercise Option, Swing-Optionodervir-
tuelles Speicherkraftwerkzu finden ist, gewinnt f̈ur Steweag-Steg immer mehr an Bedeutung,
da diese Vertragsform als ein geeignetes Risikomanagementinstrument gegen Volumenrisiko
und Preisrisiko einsetzbar ist. Bei solchen virtuellen Speicherkraftwerken darf der Kunde unter
gewissen Restriktionen auswählen, wann er die elektrische Energie abrufen möchte. Die Stan-
dardrestriktionen solcher Produkte sind die maximale Energiemenge, der Anmeldezeitpunkt für
den geẅunschten Energiebezug (normalerweise bis einen Tag davor), die maximale Leistung,
und die Leistungsschritte. Zusatzrestriktionen können eine Vorgabe der minimal abzunehmen-
den Energiemengen, eine minimal abzunehmende Leistung oder sogar spezielle Zeitfunktionen
als obere und untere Grenzen sein.

Wenn man nun so einen Vertrag erwerben bzw. verkaufen möchte, ist naẗurlich die Preisfestset-
zung von Interesse, sowie die Bestimmung der Zeitpunkte, an denen die Energiemengen unter
Berücksichtigung der Restriktionen abgerufen werden.

Da für den Verkauf eines solchen Produktes nicht notwendigerweise Speicherkraftwerke oder
Gaskraftwerke gleicher Flexibilität gebaut werden m̈ussen, und vom K̈aufer abgerufene Men-
gen, die vom Verk̈aufer aus dem eigenen Kraftwerkspark nicht aufgebracht werden können,
von letzterem f̈ur den K̈aufer vom Spotmarkt bezogen werden können, erfolgt eine Bewertung
dieser Produkte nicht nach den Kosten solcher Kraftwerke sondern nach den Spotmarktpreisen.
Zur Bewertung dieser virtuellen Speicherkraftwerke wird davon ausgegangen, dass der Käufer
versucht, immer die wertvollsten Energiemengen abzurufen. Da im Allgemeinen der Anmel-
dezeitpunkt f̈ur die Abrufung der Energie jeweils einen Tag vor der Lieferung liegt, versucht
der Käufer m̈oglichst dann seine Swing-Optionen auszuüben, wenn der Spotpreis am höchsten
ist. Daher ist die Charakterisierung und das Verstehen des Strompreises einer der wesentlichen
Bestandteile der Marktanalyse und Grundlage für Bewertung von Produkten, die von diesen
Preisen abḧangen.

DasZiel dieser Arbeit ist nach einer eingehenden Studie des Strommarktes - wir betrachten im
speziellen den EEX-Spotmarkt (siehe [18]) - ein adäquates Spotpreismodell aufzustellen, dass
alle wesentliche Charakteristika des Marktes und zwar

• die saisonalen Effekte
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• die Preisspikes

• die Volatilität und

• die langfristigen Schwankungen, die einen starken Ausdruck in den Forwards finden,

beinhalten soll. Darauf aufbauend werden wir einen Algorithmus zur Bewertung von virtuellen
Speicherkraftwerken entwickeln, der neben der Preisfestsetzung auch Entscheidungsfunktionen
für die abzurufenden Mengen unter Einhaltung der vorgegebenen Restriktionen angibt und für
Praktiker eine Hilfestellung ist. Dazu wird mit Hilfe von Optimierungsalgorithmen jene optima-
le Aus̈ubungsstrategie unter Berücksichtigung aller Restriktionen bestimmt, die den maximalen
mittleren Ertrag am Spotmarkt erzielt.

Bei der Bewertung der Swing-Option ist zuüberlegen, nach welchem Gesichtspunkt die Preis-
festlegung stattfindet. Im Sinne der Finanzmathematik wäre einäquivalentes Martingalmaß
zu suchen, mit dem der maximale mittlere Ertrag dieses Vertrages zu berechnen ist. Da das
äquivalente Martingalmaß aber direkt in Zusammenhang mit einem selbstfinanzierenden Port-
folio steht, stoßen wir auf das Problem der Speicherbarkeit des Stromes. Wie mit dieser Proble-
matik umgegangen wird, wird in Abschnitt 4.2 diskutiert.

Da der Spotmarktpreishandel auf Tagesbasis erfolgt, werden wir die stochastische Modellie-
rung in diskreter Zeit durchführen. An manchen Stellen werden wir aufgrund der vereinfachten
Notation die Problematik in stetiger Zeit betrachten, aber die Erkenntnisse auf diskrete Zeitein-
heitenübertragen. Im Kapitel 2 werden wir uns mit den Hauptwerkzeugen für unsere Modellie-
rung und zwar den linearen Zustandsraummodellen mit Regime-Switching beschäftigen. Das
Hauptaugenmerk ist das Schätzen der unbekannten Parameter solcher Modelle. Insbesondere
werden wir den Algorithmus von Kim und Nelson [32] erläutern, da er f̈ur die Kalibrierung
unseres Modells eine wesentliche Rolle spielt.

In Kapitel 3 wird derEuropean Energy Exchange Market(siehe auch unter www.eex.de) mit
Hauptsitz in Leipzig genauer beschrieben, die Preisfestsetzung durch Nachfrage und Angebot
erläutert und die Charakteristiken des Preises analysiert. Wir werden sowohl die Angebots-
seite, repr̈asentiert durch die Stromerzeuger, und die Nachfrageseite, vor allem Energiedienst-
leistungsunternehmen, durchleuchten und die Mechanismen, die auf diesem Markt ablaufen,
herausarbeiten.

Im Kapitel 4 werden wir uns mit der aktuellen Literatur zur Modellierung von Strommärkten
auseinander setzen. Da die Liberalisierung des Strommarktes noch recht jung ist, wurde die
wissenschaftliche Behandlung dieses Themas erst in den letzten Jahren verstärkt in Angriff ge-
nommen. Neben den Modellierungskonzepten von Spotmärkten (siehe Abschnitt 4.1) wird auch
die Bewertung von Stromderivaten (siehe Abschnitt 4.2) diskutiert. Konzepte aus der klassi-
schen Finanzmathematik scheitern daran, dass Strom nicht gespeichert werden kann. Wie man
dieses Problem dennoch lösen kann, l̈asst sich mit [37] motivieren und mit dem Ansatz von
[7] durchführen. Dieser Zugang ist auch auf unser Modellübertragbar und wird daher von uns
ausgenutzt.

Anschließend werden wir uns in Kapitel 5 auf den Kern unserer Arbeit konzentrieren und mit
Hilfe der Idee von [43] den Spotmarkt als ein mehrdimensionales Marktmodell (24 Stunden)
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betrachten und mit Hilfe der Hauptkomponentenmethode einige wenige unabhängige Faktoren
extrahieren, die die stochastischen Komponenten des Preises widerspiegeln. Diese werden wir
im Gegensatz zu [43]̈uber lineare Zustandsraummodelle mit Regime-Switching modellieren,
nachdem wir die Hauptkomponenten exploratorisch herausgefiltert haben. Regime-Switching
ist ein Oberbegriff f̈ur Modelle, die zustandsabhängige Entwicklungen berücksichtigen. Meist
wird diese Zustandsveränderung durch eine Markovkette beschrieben. Für die Modellierung des
Spotpreises ist diese Modellklasse sehr gut geeignet, da natürliche Vorg̈ange auf diesem Markt
damit beschrieben werden können. Charakteristisch sind so genannte Preisspikes, die kurzfri-
stig auftreten und als̈Ubergang vom Normalzustand zu einem Ausnahmezustand angesehen
werden k̈onnen. Da diese Vorgänge nur als Ausdruck von Preisveränderungen zum Vorschein
kommen und nicht direkt beobachtet werden, stellt die Schätzung dieser Modelle eine weitere
Herausforderung dar. Der Algorithmus von Kim (siehe [32]) zur Schätzung der Parameter von
Zustandsraummodellen mit Regime-Switching für multivariat normalverteilte Störgrößen zeigt
sehr plausible Resultate. Abschließendüberpr̈ufen wir die Qualiẗat unseres Modells in einer
Simulationsstudie.

Das in Kapitel 5 eingef̈uhrte Modell wird dann in Kapitel 6 für die Bewertung von Swing-
Optionen herangezogen. Im ersten Schritt wird die Problemstellung definiert und als ein sto-
chastisches dynamisches Optimierungsproblem formuliert. Zur Lösung des Problems wird der
Algorithmus von Longstaff und Schwartz [34], ursprünglich für amerikanische Optionen konzi-
piert, auf unsere Fragestellungübertragen. Der modifizierte Algorithmus liefert als Beiprodukt
eine Approximation der optimalen Entscheidungsfunktionen. Wir zeigen anhand einer sehr ein-
fachen Swing-Option, wie gut diese Methode in unserer Anwendung funktioniert. Anschließend
werden wir noch vier in der Praxis anzutreffendeMulti-Exercise Optionenbetrachten, die sehr
komplexe Restriktionen beinhalten.
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Lineare Zustandsraummodelle mit
Regime-Switching

2.1 Lineare Zustandsraummodelle

Die Anwendung von Zustandsraummodellen ist in der Praxis weit verbreitet (siehe z.B. Elek-
trotechnik und Wirtschaft). Sie erm̈oglicht eine Behandlung von unterschiedlichsten Zeitreihen-
modellen. Charakteristisch für diese Modellklasse ist die Beschreibung von nicht beobachtbaren
Einflüssen. Allgemein formuliert lautet das Modell für eine multivariate ZeitreiheYt ∈ Rn:

αt = Φtαt−1 + Γtxt + Gtηt (2.1)

Yt = Htαt + Atxt + Dtεt,

wobei αt ∈ Rm, Φt ∈ Rm×m, xt ∈ Rk, Γt ∈ Rm×k, Gt ∈ Rm×l, Ht ∈ Rn×m, At ∈ Rn×k,
Dt ∈ Rn×s, ηt ∈ Rl undεt ∈ Rs sind. Die Variablext beschreibt exogene Einflüsse, wogegen
ηt mit E[ηt] = 0 und Cov(ηt) = Qt und εt mit E[εt] = 0 und Cov(εt) = Rt die stochasti-
schen Sẗorungen sind. Zur vollständigen Spezifizierung von (2.1) benötigen wir noch folgende
Annahmen

E[α0] = a0 Cov(α0) = P0 (2.2)

E[ηtη
′
s] = 0 E[εtε

′
s] = 0 E[ηtε

′
s] = 0 ∀ t, s

E[α0η
′
s] = 0 E[α0ε

′
s] = 0 ∀ s.

Varianten mit anderen Annahmen findet man in [26]. Die erste Gleichung in (2.1) bezeichnet
man alsÜbergangsgleichungund die zweite alsBeobachtungsgleichung. Weiters werden die
MatrizenΦt, Γt, Gt, Qt, Ht, At, Dt undRt Systemmatrizengenannt. Wir nehmen an, dass diese
Matrizen nicht stochastisch sind, aber sich mit der Zeitändern k̈onnen.
In diesem Modell sind sehr viele Spezialfälle wie z.B. ARIMA-Prozesse enthalten. Ein allge-
meinerÜberblick ist in [26] und [24] gegeben.

Angenommen die Störgrößen sowie die Anfangsverteilung sind multivariat normalverteilt, dann
können die unbekannten Parameter mit Hilfe der Kalman-Filter Technik via Maximum-Likeli-
hood gescḧatzt werden (siehe [26] und [24]).
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2.1.1 Maximum-Likelihood-Scḧatzung von Zustandsraummodellen

Gegeben sei eine beobachtete ZeitreiheyT
0 = (y0, . . . , yT ). Wir nehmen an, dass diese Realisa-

tion vom Modell (2.1) stammt, wobei die Systemmatrizen durch eine spezielle Parameterkon-
stellationθ ∈ Rk spezifiziert sind. Zur Scḧatzung der Parameter wird die gemeinsame Dichte
der Realisation betrachtet

L(yT
0 ; θ) = f(yT

0 ; θ) =
T∏

t=1

f(yt|yt−1
0 ; θ)f(y0; θ). (2.3)

Da die Anfangsverteilung, sowie die Störgrößenηt undεt normalverteilt sind, ist die Verteilung
vonYt bedingt auf die Information bis zum Zeitpunktt−1, alsoFt−1 = σ(Y0, . . . , Yt−1), wobei
F−1 = {∅, Ω}, ebenfalls multivariat normalverteilt. Denn hier geht eine besondere Eigenschaft
dieser Verteilung ein und zwar

Lemma 2.1.1 (siehe [26]).Gegeben sei ein multivariat normalverteilter Zufallsvektor, der aus
den zwei ZufallsvektorenX undY besteht, d.h.(

X
Y

)
∼ N

((
µX

µY

)
,

(
ΣXX ΣXY

ΣY X ΣY Y

))
.

Für die Verteilung vonX bedingt aufY gilt

X|Y ∼ N
(
µX|Y , ΣXX|Y

)
,

wobei
µX|Y = µX + ΣXY Σ−1

Y Y (Y − µY )

und
ΣXX|Y = ΣXX − ΣXY Σ−1

Y Y ΣY X .

Zur Berechnung der entsprechenden Erwartungswerte und Kovarianzmatrizen wird der Kal-
manfilter angewandt.

Der Kalmanfilter

Sei
at|t−1 = E[αt|Ft−1]
at|t = E[αt|Ft]

Pt|t−1 = E[(αt − at|t−1)(αt − at|t−1)
′|Ft−1]

Pt|t = E[(αt − at|t)(αt − at|t)
′|Ft]

und
yt|t−1 = E[Yt|Ft−1] Vt|t−1 = E[(Yt − yt|t−1)(Yt − yt|t−1)

′|Ft−1].

Weiters wird angenommen, dassα0, ηt undεt multivariat normalverteilt mit den Eigenschaften
(2.2) sind. Dann erḧalt man rekursiv f̈ur t = 0, . . . , T (siehe auch [26], [24] oder [32]):

• at|t−1 = Φtat−1|t−1 + Γtxt

• Pt|t−1 = ΦtPt−1|t−1Φ
′
t + GtQtG

′
t

• yt|t−1 = Htat|t−1 + Atxt

• Vt|t−1 = HtPt|t−1H
′
t + DtRtD

′
t
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• at|t = at|t−1 + Pt|t−1H
′
tV

−1
t|t−1(Yt −Htat|t−1 − Atxt)

• Pt|t = Pt|t−1 − Pt|t−1H
′
tV

−1
t|t−1HtPt|t−1,

und
αt|Ft ∼ N(at|t, Pt|t)

sowie
Yt|Ft−1 ∼ N(yt|t−1, Vt|t−1).

Mit Hilfe des Kalmanfilters k̈onnen wir nun die Log-Likelihood-Funktion aufstellen als

l(yT
0 ; θ) = log(L(yT

0 ; θ)) = (2.4)

−n(T + 1)

2
log(2π)− 1

2

T∑
t=0

log(|Vt|t−1(θ)|)−
1

2

T∑
t=0

(yt − yt|t−1(θ))
′V −1

t|t−1(θ)(yt − yt|t−1(θ)).

Diese ist nun bez̈uglich der unbekannten Parameterθ ∈ Rk zu maximieren.

Eine spezielle Unterklasse von (2.1) sind diezeitinvariantenModelle. Hier sind die System-
matrizen konstanẗuber die Zeit, d.h.

αt = Φαt−1 + Γxt + Gηt (2.5)

Yt = Hαt + Axt + Dεt.

Man spricht von einem stationärenÜbergangsvektorαt, wenn alle Eigenwerteλ vonΦ

|λ(Φ)| < 1

undΓxt ≡ c. Wenn dies der Fall ist, ist die stationäre Verteilung von

αt ∼ N((I − Φ)−1c, P ),

wobeiI die (m×m)-Einheitsmatrix und die(m×m) Matrix P die Lösung von

P = ΦPΦ′ + GQG′

ist. Die Maximum-Likelihood-Scḧatzung erfolgt analog zu oben. Fallsαt station̈ar ist, kann
man die station̈are Verteilung vonαt als Anfangsverteilungα0 wählen. Wenn nicht alle Eigen-
werteλ vonΦ echt kleiner eins sind, verwendet man z.B. dendiffuse prior-Ansatz (siehe Details
in [26]) oder man nimmt an, dassα0 ein unbekannter Parameter ist. Andere Möglichkeiten zur
Behandlung des nicht stationären Falles in der Maximum-Likelihood-Schätzung sind in [30]
und [8] gegeben.

Spezielle zeitinvariante Zustandsraummodelle, die in unserer Modellierung einen wesentlichen
Bestandteil ausmachen, sind die eindimensionalen (n = 1) ARIMA(p, d, q)-Zeitreihen

∆dYt =

p∑
i=1

φi∆
dYt−i + εt +

q∑
i=1

θiεt−i,

7



Kapitel 2. Lineare Zustandsraummodelle mit Regime-Switching

wobei

∆Yt = Yt − Yt−1

∆2Yt = ∆Yt −∆Yt−1

...

∆dYt = ∆d−1Yt −∆d−1Yt−1.

In den meisten Anwendungsfällen setzt man die Störgrößeεt ∼ N (0, σ2) mit E[εtεs] = 0
für s < t voraus. Als Zustandsraummodell kann man diese Zeitreihe z.B. folgendermaßen
formulieren:

αt = Φαt−1 + Gηt (2.6)

∆dYt = Hαt,

wobei

Φ =


φ1 φ2 . . . φm−1 φm

1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
... 0 · · · 0 0
0 0 · · · 1 0

 ∈ Rm×m

G = [1, 0, . . . , 0]′ ∈ Rm×1

ηt ∼ N(0, σ2) ∈ R
H = [1, θ1, θ2, . . . , θm−1] ∈ R1×m

undm = max(p, q + 1) sowieφp+1 = . . . = φm = 0 oderθq+1 = . . . = θm−1 = 0. Bei der Mo-
dellierung des Spotpreises (siehe Kapitel 5) werden wirüberwiegend auf eine Unterklasse der
ARIMA(p, d, q)-Zeitreihen zur̈uckgreifen und zwar dieSARIMA(P, D, Q)(p, d, q)s-Zeitreihen,
die sich aufähnliche Weise als Zustandsraummodell darstellen lassen. Hauptsächlich werden
wir SARIMA(1, 0, 1)(1, 0, 1)7-Zeitreihen betrachten, die folgende Form besitzen:

Yt = φ1Yt−1 + φ7Yt−7 − φ1φ7Yt−8 + εt − θ1εt−1 − θ7εt−7 + θ1θ7εt−8.

Bemerkung 1. Die Darstellung einerARIMA(p, d, q)-Zeitreihe als Zustandsraummodell ist
nicht eindeutig. Es gibt verschiedene Möglichkeiten diesen Prozess als Zustandsraummodell zu
beschreiben, wobei die Identifizierbarkeit immer noch gewährt ist (siehe [26]). Zur Schätzung
der Parameter sollte jene Form herangezogen werden, die numerisch am stabilsten ist.

Eigenschaften des Maximum-Likelihood-Scḧatzers (siehe z.B. [26])

Seiθ̂ derk-dimensionale Maximum-Likelihood-Schätzer von (2.4) und angenommen die Infor-
mationsmatrix skaliert mitT−1 konvergiert zu einer positiv definiten MatrixIA(θ), d.h.

1

T
I(θ)

T→∞−→ IA(θ)

dann besitzt̂θ einek-dimensionale asymptotische Normalverteilung mit
√

T(θ̂ − θ)
a.s.∼ N(0, IA(θ)−1),

wenn gilt:
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1. θ ∈ Rk ist ein innerer Punkt im Parameterraum,

2. die Log-Likelihood-Funktion besitzt die dritte partielle Ableitung bezüglich θ ∈ Rk und
ist stetig in der Umgebung der wahren Werteθ ∈ Rk und

3. θ ∈ Rk ist identifizierbar.

Wir wenden uns nun einer speziellen Erweiterung von Zustandsraummodellen zu.

2.2 Markov-Switching Autoregression

Die erste Erweiterung von speziellen Zustandsraummodellen und zwar die zustandsabhängigen
Markov-Switching Modelle f̈ur die Beschreibung von strukturellen̈Anderungen in Zeitreihen
sind z.B. bei Hamilton (siehe [23], [24] und [25]) zu finden.

In vielen Disziplinen, in denen man sich mit der Analyse und Modellierung von Zeitreihen
bescḧaftigt, treten atypische Phänomene auf. Meist liegen strukturelle Veränderungen vor, die
man nur implizit erkennen kann, d.h. in der Zeitreihe kommt es zu einem drastischen Um-
bruch, dessen Grund auf dem ersten Blick nicht erkennbar ist, weil die notwendigen Infor-
mationen dem Beobachter nicht zugänglich sind. Daher werden im ersten Schritt plausible
Erklärungsversuche für das auftretende Phänomen gesucht, um diese in der Modellierung zu
ber̈ucksichtigen.

Mit einfachenModellen lassen sich diese Vorgänge oft nicht beschreiben. Betrachten wir z.B.
den Strommarkt, auf dem viele Teilnehmer handeln. Der Preis für eine Einheit Strom wird durch
Nachfrage und Angebot bestimmt. Manchmal schnellt der Preis rasant schnell in die Höhe und
kehrt anschließend rasch wieder auf das Normalniveau zurück. Dieses Pḧanomen, das wir mit
Preisspikebezeichnen wollen, ist darauf zurückzuf̈uhren, dass bei gleich bleibender Nachfrage
weniger Strom z.B. aufgrund von Kraftwerksausfällen angeboten werden kann. Dies hat einen
raschen Preisanstieg zur Folge. Da aber die Ausfälle schnell behoben werden können, norma-
lisiert sich der Preis nach kurzer Zeit wieder. Für die Marktteilnehmer ist die Information des
Vorliegens eines Engpasses nicht immer zugänglich, daher kann diese Knappheit nur durch den
Preisanstieg erahnt werden.

Wie in unserem Beispiel k̈onnen diese Pḧanomene zwar meist erklärt werden, jedoch nicht
explizit, um sie z.B. als Regressor in die Modellierung einfließen zu lassen, da eben diese Infor-
mation dem Beobachter vorenthalten ist. Auch lassen sich in den meisten Fällen entsprechende
Gesetzm̈aßigkeiten ableiten, da das Auftreten und Verschwinden dieser Einflusskomponenten
nicht immer ganz willk̈urlich sind. Um diese strukturellen Veränderungen im Verlauf beschrei-
ben zu k̈onnen, kann man z.B. Markov-Switching Modelle heranziehen. Auf unser Problem
gem̈unzt bedeutet dies, dass wir zunächst den Markt durch zwei Zustände beschreiben können,
dem Normal- und dem Spikezustand:

• Normalzustand: Es liegen keine Engp̈asse vor, es gibt keine Kraftwerksausfälle, die Nach-
frage verḧalt sich typisch.

• Spikezustand: Kraftwerke sind ausgefallen, Rohstoffe, zur Erzeugung von Strom sind
überraschend teurer geworden oder die Nachfrage ist atypisch.

9
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Je nachdem in welchem Zustand sich der Markt befindet, verhält sich dieser nach entsprechen-
den Mustern, im Normalzustand z.B. fluktuiert der Preis um ein mittleres Niveau.

Wenn die Modellierung des Zustandes durch eine homogene ergodische Markovkette erfolgt,
dann spricht man von einemMarkov-Switching Prozess. Der Markov-Switching Prozess ist ein
bivariater Prozess{(Zt, Yt)}, wobeiZt eine homogene, ergodische Markovkette auf einem end-
lichen ZustandsraumZ undYt eine inhomogenes-stufige Markovkette auf dem Zustandsraum
Y ist. Die bedingte Dichte vonYt hängt vom ZustandZt und von dens letzten Beobachtungen
ab. Die Modellklasse von Hamilton (siehe [15] oder [24]) lautet

Yt =
s∑

i=1

ai(Zt)Yt−i + εt, (2.7)

wobei εt
iid∼ N(0, Q) und Zt ∈ {0, . . . , N} eine ÜbergangsmatrixP mit Einträgenpij =

P (Zt = j|Zt−1 = i) und eine station̈are Verteilungπ besitzt. Eine Besonderheit solcher Prozes-
se ist, dass nur der ProzessYt beobachtbar ist. Die MarkovketteZt beschreibt uns den Zustand,
gewöhnlich auch mitRegimebezeichnet, in welchem sich der ProzessYt befindet.

Im nächsten Schritt ist die Schätzung der unbekannten Parameter dieser Modellklasse

θ = (a1(0), . . . , a1(N), . . . , as(0), . . . , as(N), p00, . . . , pNN , Q) mit
∑N

j=0 pij = 1

für i = 0, . . . , N , von Interesse. Dazu wird die konditionale Log-Likelihood-Funktion herange-
zogen.Ähnlich zur Kalmanfiltertechnik hat man rekursiv die konditionale Dichtef(yT

s+1|ys
1) zu

berechnen.

2.2.1 Maximum-Likelihood-Scḧatzung bei autoregressiven Modellen mit
Markov-Switching

Gegeben sei eine beobachtete ZeitreiheyT
0 = (y0, . . . , yT ). Wir nehmen an, dass diese Realisa-

tion vom Modell (2.7) stammt. Zur Maximum-Likelihood-Schätzung m̈ussen wir zun̈achst die
konditionale Likelihood-Funktion aufstellen

L(yT
0 ; θ) = f(yT

s |ys−1
0 ; θ) =

T∏
t=s

f(yt|yt−1
0 ; θ). (2.8)

Da keine geschlossene Form für die Verteilung vonf(ys−1
0 ) gebildet werden kann, wird zur Pa-

rameterscḧatzung die konditionale Likelihood-Funktion herangezogen. Die Likelihood-Funktion
besteht aus dem Produkt der Komponentenf(yt|yt−1

0 ; θ), die rekursiv zu berechnen sind. Zunächst
vereinfachen wir die Notation, indem wir mitf(yt|yt−1

1 ) = f(yt|yt−1
1 ; θ) bezeichnen.

Begonnen wird mitt = s. Um die Berechnung̈uberhaupt beginnen zu können, m̈ussen wir
für den Startzeitpunkt Annahmenüber die gefilterte Wahrscheinlichkeit vonZs−1 gegeben den
Beobachtungenys−1

1 treffen. Hamilton (siehe [24]) behandelt diese Größe als einen unbekann-
ten Parameter und lässt sie in die Likelihood-Funktion einfließen:

P (Zs−1 = i|ys−1
0 ) = λi für i = 0, . . . , N mit

N∑
i=0

λi = 1

10
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und
θ = (a1(0), . . . , a1(N), . . . , as(0), . . . , as(N), p00, . . . , pNN , Q, λ0, . . . , λN).

Somit k̈onnen wir mit der Berechnung der Komponentenf(yt|yt−1
0 ) für t = s, . . . , T beginnen:

f(yt|yt−1
0 ) =

N∑
j=0

f(yt|Zt = j, yt−1
0 )P (Zt = j|yt−1

0 ) (2.9)

=
N∑

j=0

N∑
i=0

f(yt|Zt = j, yt−1
0 )P (Zt = j, Zt−1 = i|yt−1

0 )

=
N∑

j=0

N∑
i=0

f(yt|Zt = j, yt−1
0 )P (Zt = j|Zt−1 = i, yt−1

0 )P (Zt−1 = i|yt−1
0 )

Drei Terme sind f̈ur die Berechnung vonf(yt|yt−1
0 ) ausschlaggebend und zwar

1. f(yt|Zt = j, yt−1
0 ),

2. P (Zt = j|Zt−1 = i, yt−1
0 ) und

3. P (Zt−1 = i|yt−1
0 ).

Term 1: Die Dichte vonyt bedingt aufZt = j undyt−1
0 ist

f(yt|Zt = j, yt−1
0 ) =

1

(2π)
n
2 |Q| 12

exp(−1

2
(yt −

s∑
l=1

al(j)yt−l)
′Q−1(yt −

s∑
l=1

al(j)yt−l)). (2.10)

Term 2: Da die Markovkette nur vom vorherigen Zustand abhängt und dieser gegeben ist,
sind die Beobachtungen selbst zur Berechnung vonP (Zt = j|Zt−1 = i, yt−1

0 ) nicht n̈otig, d.h.

P (Zt = j|Zt−1 = i, yt−1
0 ) = P (Zt = j|Zt−1 = i) = pij. (2.11)

Term 3: Abschließend muss die Berechnung vonP (Zt−1 = i|yt−1
0 ) für t > s durchgef̈uhrt

werden.

P (Zt−1 = i|yt−1
0 ) =

N∑
h=0

P (Zt−1 = i, Zt−2 = h|yt−1
0 ) (2.12)

=
N∑

h=0

f(Zt−1 = i, Zt−2 = h, yt−1
0 )

f(yt−1
0 )

,

wobei

f(Zt−1 = i, Zt−2 = h, yt−1
0 ) =

f(yt−1|Zt−1 = i, Zt−2 = h, yt−2
0 )f(Zt−1 = i, Zt−2 = h, yt−2

0 )

und

f(yt−1
0 ) = f(yt−1|yt−2

0 )f(yt−2
0 ).

Wie man sieht, l̈asst sich die Berechnung vonf(Zt−1 = i, Zt−2 = h, yt−1
0 ) in zwei weitere

Terme aufsplittern und zwar

11
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4. f(yt−1|Zt−1 = i, Zt−2 = h, yt−2
0 ) und

5. f(Zt−1 = i, Zt−2 = h, yt−2
0 ).

Term 4: Da die Verteilung vonyt−1 bedingt aufZt−1 = i, Zt−2 = h, undyt−2
0 nicht vonZt−2

abḧangt (siehe Modell 2.7) erhalten wir die gleiche Dichte wie in Formel (2.10), d.h.

f(yt−1|Zt−1 = i, Zt−2 = h, yt−2
0 ) = f(yt−1|Zt−1 = i, yt−2

0 ).

Term 5: Für f(Zt−1 = i, Zt−2 = h, yt−2
0 ) gilt wegen (2.11)

f(Zt−1 = i, Zt−2 = h, yt−2
0 ) =

P (Zt−1 = i, Zt−2 = h|yt−2
0 )f(yt−2

0 ) = P (Zt−1 = i|Zt−2 = h)P (Zt−2 = h|yt−2
0 )f(yt−2

0 ),

wobei die drei Terme in den vorigen Schritten berechnet wurden. Abschließend können wir
diesen Ausdruck in Gleichung (2.12) einsetzen und erhalten Term 3

P (Zt−1 = i|yt−1
0 ) =

N∑
h=0

f(yt−1|Zt−1 = i, yt−2
0 )P (Zt−1 = i|Zt−2 = h)P (Zt−2 = h|yt−2

0 )

f(yt−1|yt−2
0 )

,

wobeif(yt−1|yt−2
0 ) im vorigen Schritt mit Gleichung (2.9) berechnet wurde.

Nachdem alle Komponentenf(yt|yt−1
0 ) für t = s, . . . , T ermittelt wurden, ergibt das Pro-

dukt die Likelihood-Funktion bzw. die summierten logarithmierten Komponenten die Log-
Likelihood-Funktion, welche bezüglich der unbekannten Parameterθ zu maximieren ist, d.h.

l(θ̂) = max
θ∈Θ

T∑
t=s

log(f(yt|yt−1
0 ; θ))

unter
N∑

i=0

λi = 1 und
N∑

j=0

pij = 1 ∀i = 0, . . . , N .

Die Eigenschaften dieser Schätzer wurden in [15] in einer allgemeineren Umgebung und für
allgemeinere Modelle der Form

Yt = f(Yt−1, . . . , Yt−s, Zt) + εt,

wobeiεt
iid∼ F (ε) untersucht. Sie beweisen die Konsistenz und asymptotische Normalverteilung

der Scḧatzer, d.h. die Informationsmatrix skaliert mitT−1 konvergiert zu einer positiv definiten
Matrix IA(θ),

1

T
I(θ)

T→∞−→ IA(θ)

und θ̂ ist asymptotisch normalverteilt mit
√

T(θ̂ − θ)
a.s.∼ N(0, IA(θ)−1).
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2.3 Lineare Zustandsraummodelle mit Regime-Switching

Nun gehen wir einen Schritt weiter. In unserer Strommarktmodellierung werden die stationären
SARIMA-Zeitreihen mit einer Periode von7, die als spezielle Zustandsraummodelle angesehen
werden k̈onnen, großen Anklang finden (siehe Kapitel 5). Wenn wir jetzt nun auch den Zustand
des Marktes in das Modell aufnehmen und somit das Verhalten des Marktes je nach Zustand,
den wir mit einer Markovkette modellieren werden, unterscheiden möchten, f̈uhrt uns dies zur
Klasse der linearenZustandsraummodelle mit Markov-Switching, die folgende Form besitzen

αt = φt(Zt)αt−1 + Γt(Zt)xt + Gt(Zt)ηt(Zt) (2.13)

Yt = Ht(Zt)αt + At(Zt)xt + Dt(Zt)εt(Zt),

wobei αt ∈ Rm, φt(Zt) ∈ Rm×m, xt ∈ Rk, Γt(Zt) ∈ Rm×k, Gt(Zt) ∈ Rm×l, Ht(Zt) ∈
Rn×m, At(Zt) ∈ Rn×k, Dt(Zt) ∈ Rn×s, ηt(Zt) ∈ Rl und εt(Zt) ∈ Rs undZt eine homogene
Markovkette mit ZustandsraumZt ∈ {0, . . . , N}, ÜbergangsmatrixP , dessen Eintr̈agepij =
P (Zt = j|Zt = i) sind, und mit einer stationären Verteilungπ. Die Variablext beschreibt
wieder die exogenen Einflüsse, wogegenηt(Zt) mit E[ηt|Zt] = 0 und Cov(ηt|Zt) = Qt(Zt)
und εt mit E[εt|Zt] = 0 undCov(εt|Zt) = Rt(Zt) die stochastischen Störungen sind, die hier
von ZustandZt, auch Regime genannt, abhängen. Zur vollsẗandigen Spezifizierung von (2.13)
ben̈otigen wir noch folgende Annahmen

E[α0|Z0] = a0(Zt) Cov(α0|Z0) = P0(Z0) (2.14)

E[ηtη
′
s|Zt, Zs] = 0 E[εtε

′
s|Zt, Zs] = 0 E[ηtε

′
s|Zt, Zs] = 0 ∀ t, s, Zt, Zs

E[α0η
′
s|Z0, Zs] = 0 E[α0ε

′
s|Z0, Zs] = 0 ∀ s, Z0, Zt.

In dieser Klasse k̈onnen sich sowohl diëUbergangsgleichung als auch die Beobachtungsglei-
chung durch den Schalter, der durch die VariableZt beschrieben wird, verändern. Wir haben
hier zwei unbeobachtbare Komponenten und zwar dieÜbergangsgleichung und den Zustand
des Systems. Durch diese Verallgemeinerung des linearen Zustandsraummodells kann eine
große Bandbreite von Modellen eingebettet werden, wie z.B. das Modell von Hamilton (sie-
he Gleichung (2.7)), jedoch stößt man bei der Schätzung der Parameter durch die Maximum-
Likelihood an die Grenzen dieser Methode. In den meisten Fällen ist keine exakte Berechnung
mehr m̈oglich, auch wenn die Störgrößenηt(Zt) undεt(Zt) sowieα0(Zt) multivariate Normal-
verteilung besitzen. Daher sind Approximationen bei der Berechnung der Likelihood-Funktion
nötig. Auf der Suche nach einer geeigneten Annäherung sind wir auf den Ansatz von Kim (siehe
[31] und [32]) gestoßen. Dieser kombiniert die Kalmanfiltertechnik mit der Idee von Hamilton
(siehe [23], [24] und [25]) und es zeigt sich, dass man mit diesem Algorithmus plausible Ergeb-
nisse erzielen kann (siehe Kapitel 5).

In den n̈achsten Schritten beschäftigen wir uns mit folgendem Zustandsraummodell mit Markov-
Switching

αt = φ(Zt)αt−1 + Γ(Zt)xt + G(Zt)ηt(Zt) (2.15)

Yt = H(Zt)αt + A(Zt)xt + D(Zt)εt(Zt), wobei(
ηt

εt

)
|Zt ∼ N

(
0,

(
Q(Zt) 0

0 R(Zt)

))
undα0|Z0 ∼ N (a0(Z0), P0(Z0)) .
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Die unbekannten Parameter

θ = (α0(i), P0(i), φ(i), Γ(i), G(i), Q(i), H(i), A(i), D(i), R(i), pij, i, j = 0, . . . , N)

hängen ebenfalls vom Zustand des Systems ab.

2.3.1 Maximum-Likelihood-Scḧatzung - Approximation von [31]

Zur Herleitung des Algorithmus von [31] werden wir zur Vereinfachung der Notation den Pa-
rametervektorθ nicht mitführen. Ausgangsbasis sind wieder die beobachteten WerteyT

0 =
(y0, . . . , yT ) einer Zeitreihe. Weiters nehmen wir an, sie stammt aus der Modellklasse (2.15).
Die Likelihood-Funktion ist gegeben durch

L(θ) = f(yT
0 ) =

T∏
t=1

f(yt|yt−1
0 )f(y0), (2.16)

wobei

f(y0) =
N∑

j=0

P (Z0 = j)f(y0|Z0 = j) =
N∑

j=0

πjf(y0|Z0 = j) (2.17)

mit

f(y0|Z0 = j) =
1

(2π)
n
2 |V (j)| 12

exp

(
−1

2
(v′0V (j)−1v0)

)
, (2.18)

wobeiv0(j) = y0 −H(j)a0(j)− A(j)x0 undV (j) = H(j)P0(j)H(j)′ + D(j)R(j)D(j)′. Die
konditionale Verteilung vony0 gegeben den ZustandZ0 ist multivariat normalverteilt, weilα0

undε0 gegeben den ZustandZ0 multivariat normalverteilt sind. Somit isty0 gemischt normal-
verteilt. Weiters gilt nach dem Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit

P (Z0 = j|y0) =
πjf(y0|Z0 = j)∑N
j=0 πjf(y0|Z0 = j)

. (2.19)

Für die Berechnung der Likelihood-Funktion ist wieder sukzessive die bedingte Dichtef(yt|yt−1
0 )

zu ermitteln. Es wird sich jedoch zeigen, dass die Bestimmung sehr komplex ist. Beginnen wir
zun̈achst mit der bedingten Dichte vony1, gegeben die Information bis zum Zeitpunkt0, d.h.
f(y1|y0), und betrachten ihre Zusammensetzung. Anschließend werden wirf(y2|y1

0) im Detail
betrachten und abschließend den allgemeinen Fallf(yt|yt−1

0 ). Wir werden die Approximati-
on von [31] vorstellen und am Ende die Berechnungen der approximierten Log-Likelihood-
Funktion schematisch darstellen.
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Die Bestimmung der Dichtef(y1|y0)

Im ersten Schritt gehen wir analog zu (2.9) vor.

f(y1|y0) =
N∑

j=0

f(y1, Z1 = j|y0) (2.20)

=
N∑

j=0

f(y1|Z1 = j, y0)P (Z1 = j|y0)

=
N∑

j=0

N∑
i=0

f(y1|Z1 = j, Z0 = i, y0)P (Z1 = j, Z0 = i|y0)

=
N∑

j=0

N∑
i=0

f(y1|Z1 = j, Z0 = i, y0)P (Z1 = j|Z0 = i)P (Z0 = i|y0).

Zur Berechnung vonf(y1|Z1 = j, Z0 = i, y0) sind wieder drei Terme wesentlich:

1. f(y1|Z1 = j, Z0 = i, y0), der im n̈achsten Schritt zu berechnen ist,

2. P (Z1 = j|Z0 = i) = pij und

3. P (Z0 = i|y0) siehe Gleichung (2.19).

Zur Berechnung vonf(y1|Z1 = j, Z0 = i, y0) gehen wir von der Verteilung von(Y0, Y1) gege-
ben der ZusẗandeZ1 = j undZ0 = i aus. Diese ist n̈amlich multivariat normalverteilt(

Y1

Y0

)
|(Z1 = j, Z0 = i) ∼ N

((
ȳ1(i, j)
ȳ0(i)

)
, Σ(i, j)

)
wobei

ȳ1(i, j) = H(j)(φ(j)a0(i) + Γ(j)x1) + A(j)x1, (2.21)

ȳ0(i) = H(i)a0(i) + A(i)x0

und

Σ(i, j) =

(
V1(i, j) H(j)φ(j)P0(i)H(i)′

H(i)P0(i)φ(j)′H(j)′ V0(i)

)
, (2.22)

mit

V0(i) = H(i)P0(i)H(i)′ + D(i)R(i)D(i)′, (2.23)

P1(i, j) = φ(j)P0(i)φ(j)′ + G(j)Q(j)G(j)′,

V1(i, j) = H(j)P1(i, j)H(j)′ + D(j)R(j)D(j)′.

Durch Anwendung von Lemma 2.1.1 gilt, dass

Y1|(Z1 = j, Z0 = i, Y0 = y0) ∼ N
(
y1|0(i, j), V1|0(i, j)

)
,

wobei
y1|0(i, j) = ȳ1(i, j) + H(j)φ(j)P0(i)H(j)′V0(i)

−1(y0 − ȳ0(i))
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und
V1|0(i, j) = V1(i, j)−H(j)φ(j)P0(i)H(j)′V0(i)

−1H(j)P0(i)φ(j)′H(j)′.

Daraus folgt, dass die bedingte Verteilung vonY1|Y0 = y0 nicht mehr normalverteilt, sondern
gemischt normalverteilt ist, d.h.

f(y1|y0) =
N∑

j=0

N∑
i=0

f(y1|Z1 = j, Z0 = i, y0)P (Z1 = j|Z0 = i)P (Z0 = i|y0), (2.24)

wobei

f(y1|Z1 = j, Z0 = i, y0) =
1

(2π)
n
2 |V1|0(i, j)|

1
2

exp

(
−1

2
y1|0(i, j)

′V1|0(i, j)
−1y1|0(i, j)

)
,

P (Z1 = j|Z0 = i) = pij undP (Z0 = i|y0) siehe Gleichung (2.19).

Für Bestimmung vonf(y2|y1
0) ist die Berechnung der gefilterten Wahrscheinlichkeit des Zu-

standesZ1 gegeben den Beobachtungen bis zum Zeitpunktt = 1 notwendig:

P (Z1 = j|y1
0) =

N∑
i=0

f(y1|Z1 = j, Z0 = i, y0)P (Z1 = j|Z0 = i)P (Z0 = i|y0)

f(y1|y0)
. (2.25)

Die Bestimmung vonf(y2|y1
0)

Denn es gilt analog zu (2.20)

f(y2|y1
0) =

N∑
j=0

f(y2, Z2 = j|y1
0) (2.26)

=
N∑

j=0

f(y2|Z2 = j, y1
0)P (Z2 = j|y1

0)

=
N∑

j=0

N∑
i=0

f(y2|Z2 = j, Z1 = i, y1
0)P (Z2 = j, Z1 = i|y1

0)

=
N∑

j=0

N∑
i=0

f(y2|Z2 = j, Z1 = i, y1
0)P (Z2 = j|Z1 = i)P (Z1 = i|y1

0).

Von den drei Termen, die den wesentlichen Bestandteil der bedingten Dichtef(y2|y1
0) ausma-

chen, sind bis auf die bedingte Dichtef(y2|Z2 = j, Z1 = i, y1
0) alle in diesem Schritt bekannt.

Zur Berechnung vonf(y2|Z2 = j, Z1 = i, y1
0) ist jedoch erforderlich, dass man dieÄnderungen

der Zusẗande bis zum Zeitpunktt = 0 ber̈ucksichtigt, d.h.

f(y2|Z2 = j, Z1 = i, y1
0) =

N∑
h=0

f(y2|Z2 = j, Z1 = i, Z0 = h, y1
0)P (Z0 = h|Z2 = j, Z1 = i, y1

0).

Hier geht man analog zur Berechnung vonf(y1|y0) vor und betrachtet die Verteilung von
(Y2, Y1, Y0) gegeben die ZuständeZ2 = j,Z1 = i,Z0 = h. Diese ist wiederum multivariat
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normalverteilt Y2

Y1

Y0

 |(Z2 = j, Z1 = i, Z0 = h) ∼ N

 ȳ2(h, i, j)
ȳ1(h, i)
ȳ0(h)

 , Σ2(h, i, j)

 ,

wobei

ȳ0(h) = H(h)a0(h) + A(h)x0,

ȳ1(h, i) = H(i)a1(h, i) + A(i)x1 mit a1(h, i) = φ(i)a0(i) + Γ(i)x1,

ȳ2(h, i, j) = H(j)a2(h, i, j) + A(j)x2 mit a2(h, i, j) = φ(j)a1(h, i) + Γ(j)x2

Σ2(h, i, j) =

(
V2(h, i, j) Ψ(h, i, j)
Ψ(h, i, j)′ Σ(h, i)

)
,

mit

V2(h, i, j) = H(j)P2(h, i, j)H(j)′ + D(j)R(j)D(j)′,

wobei

P2(h, i, j) = φ(j)P1(h, i)φ(j)′ + G(j)Q(j)G(j)′

und Σ(h, i), die Kovarianzmatrix der gemeinsamen Verteilung von(Y1, Y0) bedingt auf die
ZusẗandeZ0 = h, Z1 = i ist (siehe (2.22)) sowie

Ψ(h, i, j) = [H(j)φ(j)P1(h, i)H(i)′ H(j)φ(j)φ(i)P0(h)H(h)′].

Durch Anwenden des Lemmas 2.1.1 erhält man die Dichtef(y2|Z2 = j, Z1 = i, Z0 = h, y1
0),

die ebenfalls multivariat normalverteilt ist. Nach (2.26) istf(y2|y1
0) wieder gemischt normal-

verteilt.

Die Bestimmung vonf(yt|yt−1
0 )

Analog zu (2.26) gilt

f(yt|yt−1
0 ) =

N∑
j=0

f(yt, Zt = j|yt−1
0 ) (2.27)

=
N∑

j=0

f(yt|Zt = j, yt−1
0 )P (Zt = j|yt−1

0 )

=
N∑

j=0

N∑
i=0

f(yt|Zt = j, Zt−1 = i, yt−1
0 )P (Zt = j, Zt−1 = i|yt−1

0 )

=
N∑

j=0

N∑
i=0

f(yt|Zt = j, Zt−1 = i, yt−1
0 )P (Zt = j|Zt−1 = i)P (Zt−1 = i|yt−1

0 ).
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Allgemein sẗoßt man bei der Berechnung vonf(yt|yt−1
0 ) auf das Problem, dass man zur Bestim-

mung vonf(yt|Zt = j, Zt−1 = i, yt−1
0 ) den gesamten Zustandsverlauf(Z0, . . . , Zt) ber̈ucksichtigen

muss, d.h.

f(yt|Zt = j, Zt−1 = i, yt−1
0 ) =∑

Z0,...,Zt−2

f(yt|Zt = j, Zt−1 = i, Zt−2, . . . , Z0, y
t−1
0 )P (Zt−2, . . . , Z0|Zt = j, Zt−1 = i, yt−1

0 ).

Bei N = 1 und t = 10 sind für die Berechnung vonf(yt|Zt = j, Zt−1 = i, yt−1
0 ) bereits

210 = 1024 Summierungen durchzuführen. Mit steigendemN und t wird somit die explizi-
te Berechnung unm̈oglich. Die Approximation von Kim [31] setzt nun beim Termf(yt|Zt =
j, Zt−1 = i, yt−1

0 ) an.

Approximation von f(yt|Zt = j,Zt−1 = i,yt−1
0 ): Zunächst f̈uhren wir einige Abk̈urzungen

ein

at|t−1(i, j) = E[αt|Zt = j, Zt−1 = i, yt−1
0 ],

Pt|t−1(i, j) = E[(αt − at|t−1(i, j))(αt − at|t−1(i, j))
′|Zt = j, Zt−1 = i, yt−1

0 ],

at|t(i, j) = E[αt|Zt = j, Zt−1 = i, yt
0],

Pt|t(i, j) = E[(αt − at|t(i, j))(αt − at|t(i, j))
′|Zt = j, Zt−1 = i, yt

0],

wobei mityt−1
0 die Konstellation(Y0 = y0, . . . , Yt−1 = yt − 1) gemeint ist. Weiters sei

at|t(j) = E[αt|Zt = j, yt
0],

Pt|t(j) = E[(αt − at|t(j))(αt − at|t(j))
′|Zt = j, yt

0].

Unter der Annahme, dass

αt−1|(Zt−1 = i, yt−1
0 ) ∼ N

(
at−1|t−1(i), Pt−1|t−1(i)

)
, (2.28)

wäre

αt|(Zt = j, Zt−1 = i, yt−1
0 ) ∼ N

(
at|t−1(i, j), Pt|t−1(i, j)

)
, (2.29)

mit

at|t−1(i, j) = φ(j)at−1|t−1(i) + Γ(j)xt (2.30)

Pt|t−1(i, j) = φ(j)Pt−1|t−1(i))φ(j)′ + G(j)Q(j)G(j). (2.31)

und

Yt|(Zt = j, Zt−1 = i, yt−1
0 ) ∼ N

(
ȳt|t−1(i, j), Vt|t−1(i, j)

)
, (2.32)

wobei

ȳt|t−1(i, j) = H(j)at|t−1(i, j) + A(j)xt, (2.33)

Vt|t−1(i, j) = H(j)Pt|t−1(i, j)H(j)′ + D(j)R(j)D(j)′. (2.34)
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Mit Hilfe der Kalmanfiltertechnik ẅurde man

at|t(i, j) = at|t−1(i, j) + Pt|t−1(i, j)H(j)′Vt|t−1(i, j)
−1(yt − ȳt|t−1(i, j)) (2.35)

Pt|t(i, j) = Pt|t−1(i, j)− Pt|t−1(i, j)H(j)′Vt|t−1(i, j)
−1H(j)Pt|t−1(i, j) (2.36)

erhalten und ḧatte

αt|(Zt−1 = i, Zt = j, yt
0) ∼ N

(
at|t(i, j), Pt|t(i, j)

)
. (2.37)

Der springende Punkt ist die Annahme (2.28). Unter der Voraussetzung in (2.15), dass

α0|Z0 = i ∼ N (a0(i), P0(i)) ,

folgt nämlich, dassαt−1|Zt−1 = i, yt−1
0 gemischt-normalverteilt ist. Die Approximation von

Kim [31] ersetzt nun bei jedem Schrittt = 1, . . . , T die Verteilung vonαt|Zt = j, yt
0 durch eine

Normalverteilung (siehe (2.28)),

fαt|(Zt=j,Y t
0 ) ≈ fN(at|t(j),Pt|t(j)), (2.38)

wobei

at|t(j) = E[αt|Zt = j, yt
0], (2.39)

=
N∑

i=0

∆t(i, j)at|t(i, j)

mit

∆t(i, j) =
P (Zt = j, Zt−1 = i|yt

0)

P (Zt = j|yt
0)

und

Pt|t(j) = E[(αt − at|t(j))(αt − at|t(j))
′|Zt = j, yt

0], (2.40)

=
N∑

i=0

∆t(i, j){E[(αt − at|t(i, j) + at|t(i, j)− at|t(j))

(αt − at|t(i, j) + at|t(i, j)− at|t(j))
′|Zt = j, Zt−1 = i, yt

0]}

=
N∑

i=0

∆t(i, j){Pt|t(i, j) + (at|t(j)− at|t(i, j))(at|t(j)− at|t(i, j))
′}.

Daraus folgt, dassαt+1|Zt+1 = j, Zt = i, yt
0 ebenfalls durch eine Normalverteilung angenähert

wird (siehe (2.29)) und schließlichYt+1|Zt+1 = j, Zt = i, yt
0 (siehe (2.32)).

Durch diese Approximation kann die Kalmanfiltertechnik zur Bestimmung der multivariaten
Normalverteilung von

αt|(Zt−1 = i, Zt = j, yt−1
0 ),

Yt|(Zt−1 = i, Zt = j, yt−1
0 )

und
αt|(Zt−1 = i, Zt = j, yt

0)
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herangezogen werden. Zu jedem Zeitpunktt werden die(N +1)× (N +1) Posteriors (at|t(i, j)
und Pt|t(i, j)) auf (N + 1) × 1 Posteriors (at|t(j) und Pt|t(j)) reduziert. Durch die Norma-
lapproximation vonαt|(Zt = j, yt

0) kann man die Verteilung gegeben die Beobachtungen bis
zum Zeitpunktt für den n̈achsten Zeitpunkt annähern.

Nach Bestimmung vonf(yt|Zt = j, Zt−1 = i, yt−1
0 ) ist P (Zt = j|yt

0) zu berechnen, da dies
für die Approximation vonf(yt+1|yt

0) ben̈otigt wird.

P (Zt = j|yt
0) =

N∑
i=0

P (Zt = j, Zt−1 = i|yt
0), (2.41)

=
N∑

i=0

f(Zt = j, Zt−1 = i, yt|yt−1
0 )

f(yt|yt−1
0 )

,

=
N∑

i=0

f(yt|Zt = j, Zt−1 = i, yt−1
0 )P (Zt = j, Zt−1 = i|yt−1

0 )

f(yt|yt−1
0 )

,

=
N∑

i=0

f(yt|Zt = j, Zt−1 = i, yt−1
0 )P (Zt = j|Zt−1 = i)P (Zt−1 = i|yt−1

0 )

f(yt|yt−1
0 )

mit

f(yt|yt−1
0 ) = (2.42)

N∑
j=0

N∑
i=0

f(yt|Zt = j, Zt−1 = i, yt−1
0 )P (Zt = j|Zt−1 = i)P (Zt−1 = i|yt−1

0 ).

Fasst man die einzelnen Schritte zusammen so erhält man die approximative Likelihoodfunktion
wie folgt:

Berechnung der approximierten Likelihood-Funktion

0. Berechnef(y0) undP (Z0|y0) nach den Gleichungen (2.17) und (2.19) unda0|0(j) und
P0,0(j) für j = 1, . . . , N .

Für t = 1, . . . , T führe Schritte 1 bis 3 durch:

1. at|t−1(i, j),Pt|t−1(i, j),ȳt|t−1(i, j),Vt|t−1(i, j),at|t(i, j),Pt|t(i, j) mittels Kalmanfiltertechnik
(siehe Gleichungen (2.30) bis (2.35))

2. Nach Hamilton

P (Zt = j, Zt−1 = i|yt−1
0 ) = P (Zt = j|Zt−1 = i)P (Zt−1 = i|yt−1

0 ),

und nach (2.42)

f(yt|yt−1
0 ) =

N∑
j=0

N∑
i=0

f(yt|Zt = j, Zt−1 = i, yt−1
0 )P (Zt = j|Zt−1 = i)P (Zt−1 = i|yt−1

0 )

sowie nach (2.41)

P (Zt = j|yt
0) =

N∑
i=0

f(yt|Zt = j, Zt−1 = i, yt−1
0 )P (Zt = j|Zt−1 = i)P (Zt−1 = i|yt−1

0 )

f(yt|yt−1
0 )

20



Kapitel 2. Lineare Zustandsraummodelle mit Regime-Switching

3. Durchf̈uhrung der Normalapproximation und Berechnung vonat|t(j) und Pt|t(j) nach
(2.39) und (2.40):

at|t(j) =
N∑

i=0

∆t(i, j)at|t(i, j)

mit

∆t(i, j) =
P (Zt = j, Zt−1 = i|yt

0)

P (Zt = j|yt
0)

und

Pt|t(j) =
N∑

i=0

∆t{Pt|t(i, j) + (at|t(j)− at|t(i, j))(at|t(j)− at|t(i, j))
′}.

Am Ende erḧalt man

L(θ) = f(y0, . . . , yT ) =
T∏

t=1

f(yt|yt−1
0 )f(y0)

bzw.

l(θ) = log f(y0, . . . , yT ) =
T∑

t=1

log f(yt|yt−1
0 ) + log f(y0).
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Kapitel 3

Der EEX-Spotmarkt

In diesem Kapitel werden wir uns mit der Preisgestaltung des EEX-Spotmarktes (siehe [20])
bescḧaftigen. Die European Energy Exchange (EEX) mit Sitz in Leipzig ist die größte Stromb̈orse
Europas. Sie existiert seit Juni2000 und ist daher noch sehr jung.

Folgende zwei Bereiche sind auf dieser Börse angesiedelt:

• DerSpotmarkt, auchDay-Ahead-Markt genannt, umfasst das Handeln von Produkten,
die am darauf folgenden Tag geliefert werden. Das sind

– Einzelstunden oder

– Blocklieferungen wie z.B.

∗ Off Peak I (00:00-08:00)

∗ Night (00:00-06:00)

∗ Rush Hour (17:00-20:00)

∗ etc.

– ab2005 werden zus̈atzlich Spotkontrakte auf EU-Emissionsrechte angeboten.

• Der Terminmarkt handelt mit standardisierten Produkten, die Lieferungenüber einen
längeren Zeitraum vorsehen. Im konkreten Fall sind dies Futures auf Monats-, Quartals-
und Jahresbasis. Weiters sind seit kurzem Optionen europäischen Typs auf Futures am
Terminmarkt erḧaltlich.

Da die Charakterisierung und das Verstehen des Strompreises einer der wesentlichen Bestand-
teile der Marktanalyse und Grundlage für Bewertung von Produkten, die von diesen Preisen
abḧangen, ist, konzentrieren wir uns zunächst auf den Ablauf der Preisfestsetzung am EEX-
Spotmarkt.

3.1 Der Preismechanismus am EEX-Spotmarkt

Generell sind am EEX-Spotmarkt zwei unterschiedliche Handelsformen anzutreffen und zwar

• dergeschlossene Auktionshandelund

• derfortlaufende Handel.
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Für dengeschlossenen Auktionshandelwird das zweiseitige Auktionsprinzip (siehe [20]) ver-
wendet. Darunter versteht man die Preisfestsetzung nach Sammlung aller Gebote sowohl von
der Angebots- als auch von der Nachfrageseite. Da die abgegebenen Gebote für die anderen
Marktteilnehmer nicht bekannt sind, spricht man hier von einem geschlossenen Auktionshan-
del. Diese Handelsform wird für Stunden- und Blockverträge angewandt.

Der fortlaufende Handeltritt in Verbindung mit Baseload- (Lieferungenüber den ganzen Tag)
und Peakload-Kontrakten (Lieferung zwischen8.00 Uhr und20.00 Uhr) auf. Im Gegensatz zum
geschlossenen Handel werden die eintreffenden Aufträge sofort auf Ausf̈uhrbarkeitüberpr̈uft
und die Preisgrenze, sowie die je Preisgrenze kumulierten Kauf- bzw. Verkaufsmengen für alle
Teilnehmer angezeigt.

3.1.1 Die Preisermittlung beim geschlossenen Auktionshandel

Die Preisermittlung erfolgẗuber die Nachfrage- und Angebotssituation. Es werden zunächst f̈ur
jedes Gut (in unserem Fall sind das die Stunden) alle Gebote aufgenommen, die dann zu ei-
nem bestimmten Zeitpunkt zur Preisfestlegung herangezogen werden. Die abgegebenen Gebo-
te eines Mitbieters sind dabei den anderen Marktteilnehmern nicht bekannt. Man unterscheidet
zwischen

• preisabḧangigenund

• preisunabḧangigenGeboten.

Bei preisabḧangigen Geboten werden die Preis-Mengen Kombinationen angegeben, bei denen
man kaufen bzw. verkaufen m̈ochte. Wogegen preisunabhängige Gebote ihre Menge stets zu
Marktpreisen erhalten, d.h. unabhängig davon welchen Preis das Gut erzielt, möchte man die
gewünschte Menge kaufen bzw. verkaufen. Generell werden die Kauf- und Verkaufsorder, al-
so die Gebote mit Preis- und Mengenangaben, für jede einzelne Stunde zu einer Nachfrage-
bzw. Angebotskurve aggregiert und durch lineare Interpolation zu einer stetigen Angebots- bzw.
Nachfragekurve umgewandelt, die anschließend für die Bestimmung des Preises herangezogen
wird. Der Schnittpunkt beider Kurven ergibt den marktklärenden Preis und das marktklärende
Volumen. Zu diesem Preis werden alle Kaufgebote, die einen höheren Preis f̈ur das Gut bezah-
len wollten, und alle Verkaufsangebote, die einen niedrigeren Preis verlangten, zu diesem Preis
abgenommen (siehe Abbildung 3.1).

Die Gebote f̈ur die Blockvertr̈age werden in die Stundenauktion integriert. Zuvor werden sie
zu preisunabḧangigen Geboten für die betreffenden Stunden umgewandelt. Die von den Markt-
teilnehmern f̈ur die Blockkontrakte festgesetzten Preisgrenzen werden im ersten Schritt ver-
nachl̈assigt. Danach wird der durchschnittliche Stundenpreis für den betroffenen Block mit den
von den Teilnehmern geforderten Preisgrenzen verglichen. Ist dieser durchschnittliche Preis
größer oder gleich dem Preislimit der entsprechenden Verkaufsgebotsblöcke bzw. niedriger oder
gleich dem der Kaufgebotsblöcke, dann wird das entsprechende Gebot erfüllt. Wenn nicht alle
Gebote abgedeckt werden können, werden Prioritäten gesetzt. Z.B. haben jene Verkaufsgebote
mit den niedrigsten Preisen und jene Kaufgebote mit den höchsten Preisen gegenüber anderen
Geboten Vorrang. Besitzen zwei oder mehr Blockgebote den gleichen Preis, wird jenes Gebot
mit dem gr̈oßten Volumen zur Abdeckung vorgezogen. Ansonsten, wenn Preis und Auftrags-
menge bei zwei oder mehr Geboten, die im ersten Kalkulationsschritt nicht akzeptiert wurden,
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Abbildung 3.1: Ermittlung des Gleichgewichtspreises

gleich sind, erḧalt jene Order, die als erstes aufgenommen wurde, die oberste Priorität.

Abschließend wird noch kurz auf die flexiblen Stundengebote eingegangen. Das sind Verkaufs-
gebote, die in der teuersten Stunde zur Ausführung kommen, sofern die Preisgrenze zulässig
ist. Die teuerste Stunde ist der höchste Preis jener Stunde, der nach der Preisfestsetzung unter
Berücksichtigung aller Stunden- und Blockgebote und vor Einbindung der flexiblen Stundenge-
bote erreicht wird. Somit kann sich die teuerste Stunde vor Ausführung des flexiblen Stundenge-
bots von der teuersten nach Ausführung unterscheiden. Weiters werden Blockgebote gegenüber
diesem Gebotstyp vorrangig behandelt. Bei derÜberpr̈ufung auf Ausf̈uhrbarkeit werden Gebote
dieser Art mit niedrigerem Limit, sowie bei identischem Preis jene, die früher geordert wurden,
vorgezogen. Weiters ist hier das maximale Volumen zur Zeit auf250 MW beschr̈ankt.

Der exakte Ablauf der Preisermittlung am EEX-Spotmarkt erfolgt in drei Schritten. Zunächst
werden die gesamte Nachfrage und das gesamte Angebot aggregiert und anschließend der
Gleichgewichtspreis (marktklärende Preis) sowie -volumen (marktklärende Menge) wie oben
beschrieben bestimmt. Im zweiten Schritt wird diese Prozedur in den einzelnen Gebotsgebieten
durchgef̈uhrt. Da sich naẗurlich die Nachfrage- und Angebotsstruktur unterscheiden kann, erhält
man f̈ur jedes Gebiet einen marktklärenden Gebietspreis und ein marktklärendes Gebietsvolu-
men. Anschließend werden diese Preisunterschiede folgendermaßen verringert. Liegt der Ge-
bietspreis̈uber dem Gleichgewichtspreis werden preisunabhängige Angebote ansonsten preisu-
nabḧangige Nachfragen in dieses Gebiet, sofern keine Engpasssituation imÜbertragungsnetz
vorliegt, transferiert. Begonnen wird hier mit Gebietspreisen, die die größte Abweichung in
beiden Richtungen zum Gleichgewichtspreis besitzen. Dann setzt man diesen Vorgang für alle
Gebiete fort. Sofern diëUbertragungskapazitäten bei diesen Transaktionen nicht erreicht wer-
den und keine Engp̈asse vorliegen, erhalten alle Gebiete den gleichen Gleichgewichtspreis, der
im ersten Schritt ermittelt wurde.

Liegen Kapaziẗatsengp̈asse in den entsprechenden Gebotsgebieten vor, so kann keine vollstän-
dige Preisanpassung durchgeführt werden. Entweder wird die zur Verfügung stehende Kapazität
vollständig ausgen̈utzt, d.h. die Angebots- bzw. Nachfragekurve werden parallel um die noch
vorhandene Kapazität verschoben und der daraus resultierende Preis ist dann verbindlich für
dieses Gebiet oder die Kapazität wird Null gesetzt und es erfolgt keine Preisanpassung.
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Abschließend ist noch der Fall zu erwähnen, wenn bei der Preisermittlung kein Gleichgewichts-
preis bestimmt werden kann. Hier ermöglicht die B̈orse eine zweite Auktion. Kann noch immer
kein Schnittpunkt ermittelt werden, so werden die Blockgebote, die die betroffenen Stunden
enthalten, nicht berücksichtigt, das zu einer Neuberechnung führt. War dieser Vorgang eben-
falls erfolglos, wird eine pro Rata Zuteilung festgelegt (siehe Details in [20]).

3.1.2 Der fortlaufende Handel

Beim fortlaufenden Handel stehen auf der EEX folgende Kontrakte zur Verfügung (i) Baseload
(Lieferung eines ganzen Tages), (ii) Peakload (Lieferung zwischen08.00 und20.00 eines Tages
zwischen Montag und Freitag), (iii) Weekend Baseload (Lieferung für Samstag und Sonntag).

Den Handelsablauf kann man in vier Phasen, deren Zeitplan von der EEX-Börse vorgegeben
ist, unterteilen.

1. Vorhandel

2. Haupthandel

(a) Er̈offnungsauktion

(b) Fortlaufender Handel

(c) Schlussauktion

3. Nachhandel

4. Tagesendverarbeitung

In der Vorhandelsphase werden die Kauf- und Verkaufsangebote von den Teilnehmern eingege-
ben, gel̈oscht oder ver̈andert. Es erfolgen noch keine Geschäftsabschl̈usse.

Die Haupthandelsphase beginnt mit der Eröffnungsauktion. Zun̈achst erfolgt eine ganz kurze
Aufrufphase, in der die Mitbieter Aufträge eingeben,̈andern oder l̈oschen k̈onnen. Die aktuel-
le Ordersituation wird dabei veröffentlicht. Wenn sich ausführbare Auftr̈age gegen̈uberstehen,
wird der indikative Auktionspreis, der Preis, der sich für die Auktion ergeben ẅurde, wenn die
Phase der Preisermittlung bereits vorbei wäre, angezeigt. Kann dieser nicht berechnet werden,
wird der beste Kaufpreis oder der beste Verkaufspreis angegeben.

Anschließend nach Ende dieser Phase wird die Preisermittlung nach dem Meistausführungs-
prinzip durchgef̈uhrt. Der Preis wird aus allen gültigen Auftr̈agen ermittelt. Es ist jener Preis,
bei dem die gr̈oßtm̈ogliche Menge mit gleichzeitig minimalstem̈Uberhang ausgeführt werden
kann, wobei sich die Kauf- und Verkaufsaufträge als ausführungsf̈ahig bez̈uglich Preis und Auf-
tragsart erweisen m̈ussen. Die folgenden zwei Auftragsarten sind die wesentlichsten:

• Unlimitierte Auftr̈age(Market Order) sind Auftr̈age ohne Preisgrenzen.

• Limitierte Auftr̈age(Limit Order) besitzen Preisbeschränkungen.
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Nach der Preisermittlung tritt man in die Marktausgleichsphase ein. Hier werden die nicht
ausf̈uhrbaren Auftr̈age f̈ur einen bestimmten Zeitraum zum Auktionspreis angeboten. EineÄnde-
rung bzw. L̈oschung des Auftrages ist nicht möglich. Während dieser Phase werden die Ge-
scḧaftsabschl̈usse allen Teilnehmern angezeigt. Am Ende der Auktion werden alle nicht aus-
geführten bzw. nur teilweise ausgeführten Auftr̈age in die n̈achste Phase, dem fortlaufenden
Handel, mitgenommen.

Im fortlaufenden Handel ist das Orderbuch offen, es werden die Preisgrenzen und die je Preis-
grenze kumulierten Auftragsmengen angezeigt. Jeder neu eintreffende Auftrag wird sofort auf
Ausführbarkeit mit den im Orderbuch befindlichen Aufträgenüberpr̈uft, die dann auch bei
positiver Bescheinigung teilweise oder ganz ausgeführt werden. Die nicht ausgeführten Auf-
träge werden nach Preis- und Zeitpräferenzen im Orderbuch sortiert, falls keine anderen Be-
schr̈ankungen vorliegen. Diese Prioritäten bewirken, dass Kaufaufträge mit ḧoherer Preisgren-
ze solchen mit niedrigeren vorgezogen werden, sowie umgekehrt für Verkaufsauftr̈age jene
mit niedrigerer Preisgrenze vorrangig zu behandeln sind. Falls zwei oder mehrere Aufträge
gleiche Konstellationen vorweisen, wird die zeitliche Reihenfolge der eingegebenen Aufträge
ber̈ucksichtigt. Unlimitierte Auftr̈age haben Vorrang gegenüber limitierten.

Nach Abschluss des fortlaufenden Handels erfolgt die Schlussauktion, in der analog zur Eröff-
nungsauktion eine Aufrufs-, Preisermittlungs- und Marktausgleichsphase stattfindet. Dafür ist
eine sehr kurze Zeitdauer angesetzt. Hier ist das Orderbuch teilweise geschlossen. Prinzipiell
werden alle Auftr̈age, sowohl die aus dem fortlaufenden Handel noch offenen als auch jene,
die auf diese Auktion beschränkt sind, zusammengeführt. Bei nicht Ausf̈uhrbarkeit wird kein
Auktionspreis ermittelt und der beste Kauf- bzw. Verkaufspreis wird veröffentlicht. Am Ende
des Handelstages werden dann offene Positionen endgültig gelöscht. In der Nachhandelsphase
werden die abgeschlossenen Geschäfte bearbeitet (weitere Details siehe in [20]).

Durch diesen Ablauf ergibt sich für den Preis am EEX-Spotmarkt eine typische Charakterisie-
rung, wobei die Nachfrage und die Angebotsseite zwei ganz wesentliche Parameter in der Preis-
ermittlung der gehandelten Güter sind. Wie die Eigenschaften des Spotpreises nun tatsächlich
aussehen, werden wir im nächsten Abschnitt erläutern.

3.2 Die Charakteristika des Spotpreises

Der Spotmarkt unterscheidet sich von herkömmlichen M̈arkten neben der Speicherunfähigkeit
des Stromes dadurch, dass der Preis einen Tag vor Lieferung bereits feststeht. Wie zuvor be-
schrieben erfolgt die Preisfestsetzungüber die Nachfrage- und Angebotssituation. Diese wie-
derum kann von anderen Faktoren wie Jahreszeit, Temperatur oder Kapazitätsengp̈assen abḧan-
gig sein.

Betrachtet man die Preisentwicklung des Spotmarktes von Beginn an, so stellt man fest, dass der
Preis neben saisonalen Einflüssen auch anderen starken Schwankungen unterlegen ist. Weiters
kehrt der Preis nach einer gewissen Zeit wieder auf ein mittleres Niveau zurück (im Englischen
Mean Reversion) und man kann rasante Preisanstiege mit sofortiger Rückkehr auf das mittlere
Niveau beobachten. Dieser Effekt, den wir im weiteren Verlauf alsPreisspikebezeichnen wer-
den, ist unter anderem auf Kapazitätsengp̈asse zur̈uckzuf̈uhren.
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In Abbildung 3.2 sehen wir den Preisverlauf am EEX-Spotmarkt für das Gut Strom im Zeitraum
vom16.06.2000 bis30.04.2003 auf Stundenbasis (links ist der Preisbereich auf 200 EUR/MWh
beschr̈ankt und rechts wird der gesamte Bereich dargestellt). Der Preis kehrt stets auf ein mittle-
res Niveau zur̈uck, wobei extreme Preisanstiege mit einer sofortigen Rückkehr gekoppelt sind.
In Abbildung 3.3 ist der Preisspike in der Stunde19 (zwischen18 : 00 Uhr und19 : 00 Uhr)
vom07.01.2003 dargestellt. Diese Stunde erzielte einen Preis von EUR1719, 72. Am nächsten
Tag betrug der Preis für diese Stunde nur mehr EUR23, 24. Dieses Pḧanomen ist ganz typisch
für den Strommarkt.

Abbildung 3.2: Der EEX-Spotmarkt vom 16.06.2001 bis 30.04.2003, links: Preis auf 200
EUR/MWh beschr̈ankt und rechts: gesamte Skala

Abbildung 3.3: Preisspike am07.01.2003

Weitere Untersuchungen ergeben, dass der Preis saisonalen Schwankungen unterworfen ist.
In Abbildung 3.4 und 3.5 ist der Spotpreis (Zeitraum: 16.06.2001 bis 30.04.2003) in die vier
Jahreszeiten

• Frühling: März, April, Mai
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• Sommer: Juni, Juli, August

• Herbst: September, Oktober, November

• Winter: Dezember, J̈anner, Februar

und in Arbeits- bzw. Nichtarbeitstage (Wochenende, Feiertag und Fenstertag) unterteilt. Der
Preis an Nichtarbeitstagen unterliegt geringeren Schwankungen als an Arbeitstagen, und das
extreme Spikeverhalten scheint hier nicht vorhanden zu sein. An Arbeitstagen erkennt man sehr
wohl viele Spr̈unge, diëuberwiegend im Sommer und Winter zu verzeichnen sind. Der Frühling
hingegen scheinẗuberhaupt nicht anfällig für Preisspikes zu sein. Betrachtet man die Jahre 2000
bis 2003, zeigt sich, dass im Sommer 2002 ein stärkeres Spikeverhalten vorlag, im Winter war
das Jahr 2001 heftiger von solchen Sprüngen betroffen. Der Herbst war im Vergleich zu den
Jahreszeiten Sommer und Winter weitaus seltener mit rasanten Preisanstiegen konfrontiert. Im
Jahr 2001̈uberschritt der Preis einmal die 200 Euro-Grenze. Weiters erhält man auch den Ein-
druck, wenn man die Jahreszeiten an Arbeitstagen vergleicht, dass der Sommer im Gegensatz
zum Fr̈uhling volatiler ist.

Abbildung 3.4: Die Spotpreise vom 16.06.2000 bis 30.04.2003 unterteilt nach Jahreszeiten für
Arbeitstage: Fr̈uhling (162 Tage), Sommer (176 Tage), Herbst (188 Tage) und Winter (176
Tage)
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Abbildung 3.5: Die Spotpreise vom 16.06.2000 bis 30.04.2003 unterteilt nach Jahreszeiten für
Nichtarbeitstage: Frühling (83 Tage), Sommer (85 Tage), Herbst (85 Tage) und Winter (94 Tage)

In Abbildung 3.6 und 3.7 ist die Abḧangigkeitsstruktur der Stunden in Form von empirischen
Korrelationskoeffizienten, unterteilt in Jahreszeiten und Arbeits- bzw. Nichtarbeitstag darge-
stellt. Generell kann man feststellen, dass die Preise der Stunden hoch korreliert sind. Bei
Nichtarbeitstagen besitzen die Stunden eine stärkere Interaktion. Bei den Arbeitstagen sind eher
Gruppierungen anzutreffen. Zum Beispiel könnte man den Winter in folgende Cluster (Korre-
lationskoeffizient> 0, 7) einteilen

• Stunde1 bis7

• Stunde10 bis20

• Stunde21 bis24.

Mit Hilfe der empirischen Autorkorrelationsfunktion (siehe Abbildung 3.8 links) lassen sich die
Abhängigkeiten innerhalb des Tages ebenfalls bestätigen. Weiters stellen wir auch Wochenef-
fekte fest (siehe Abbildung 3.8 rechts).

Wie man sieht, ist die Struktur des Spotpreises hoch komplex. Sie hängt von vielen Fakto-
ren und deren Interaktionen ab, die man nicht vernachlässigen soll. Da sich der Preis aus der
Nachfrage-Angebotskonstellation ergibt, sollten wir diese beiden Seiten genauer durchleuchten
und uns die wesentlichen Faktoren extrahieren.
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Abbildung 3.6: Korrelationskoeffizienten zur Illustration der Abhängigkeit der Stunden für Ar-
beitstage: Beobachtungen pro Zelle - Frühling 162, Sommer 176, Herbst188 und Winter 176

Abbildung 3.7: Korrelationskoeffizienten zur Illustration der Abhängigkeit der Stunden für
Nichtarbeitstage: Beobachtungen pro Zelle - Frühling 83, Sommer 85, Herbst 85 und Winter
94
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Abbildung 3.8: Die empirische Autokorrelationsfunktion des EEX-Spotpreises auf Stundenba-
sis für 3 Tage (links) und f̈ur mehr als 3 Wochen (rechts)

3.2.1 Die Nachfrage

Zur Beschreibung der Nachfrage bewährt sich der Begriff der Preiselastizität. Dieser beschreibt
die Auswirkung einer Preisänderung auf die Nachfragemenge des entsprechenden Gutes. Dieser
Index setzt sich zusammen aus

eN =
(V N

1 − V N
2 )/V N

1

(PN
1 − PN

2 )/PN
1

,

wobeiV N
1 die Nachfragemenge zum PreisPN

1 undV N
2 die Nachfragemenge zum PreisPN

2 ist.
Ist diese Kenngr̈oße

• |eN | > 1, dann spricht man von einerelastischenNachfrage, d.h. eine Preisveränderung
um eine Einheit bewirkt eine Mengenveränderung um mehr als eine Einheit.

• |eN | = 1, dann bezeichnet man die Nachfrage alsisoelastisch, d.h. steigt oder f̈allt der
Preis um eine Einheit, so erfolgt eine entsprechende Veränderung der Nachfragemenge
genau um eine Einheit.

• |eN | < 1, dann ist die Nachfrageunelastisch, die Nachfrage reagiert bei einer Preis-
ver̈anderung um eine Einheit mit einer Mengenveränderung um weniger als eine Einheit.

Eine völlig unelastischeNachfrage liegt vor, wenn der IndexeN = 0 ist. Damit kommt zum
Ausdruck, dass die Nachfrageüberhaupt nicht auf Preisänderungen reagiert.

Da die Liberalisierung des Stromes noch kaum Spuren bei den Endverbrauchern hinterlassen
hat und die Deregulierung des Strommarktes immer noch im Fluss ist, kann man in unserem
Fall die Nachfrage als v̈ollig unelastisch betrachten. Das wiederum bedeutet, dass die Nachfra-
ge unabḧangig vom Marktpreis (siehe Abbildung 3.9) ist und folglich direkt mit dem Bedarf
gleichgesetzt werden kann.

Das f̈uhrt uns schließlich zur Analyse des Bedarfs. Dazu ziehen wir die Netzübergabewerte für
den Großraum Graz heran. Zunächst m̈ussen wir untersuchen, ob ein Zusammenhang zwischen
diesen Bedarfsdaten und den deutschen Spotpreisen besteht. In Abbildung 3.10 sind unsere Be-
darfsdaten den Spotpreisen in Form eines Scatterplots gegenübergestellt. Dabei lässt sich ein
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Abbildung 3.9: V̈ollig unelastische Nachfrage

positiver Zusammenhang erkennen. In Abbildung 3.11 werden die beiden Zeitreihen für eine
Woche im August 2001 gegenübergestellt. Das typische Verhalten des Spotpreises kann mit
dem Bedarf erkl̈art werden. Deshalb wird diese Komponente in der Modellierung der Spotprei-
se auch ber̈ucksichtigt.

Abbildung 3.10: Der Zusammenhang zwischen den Spotpreisen und den Netzübergabewerten
für den Großraum Graz vom 16.06.2000 bis 30.04.2003

Im nächsten Schritt unterziehen wir die Bedarfsdaten einer genaueren Analyse. In Abbildung
3.12 ist der Verlauf der Netzübergabewerte für den Großraum Graz vom16.06.2000 bis30.04.2003
dargestellt. Hier erkennt man eindeutig die jahreszeitlichen Schwankungen. Im Sommer und
Winter ist der Bedarf ḧoher als im Fr̈uhling und Herbst.

Betrachten wir den Zeitausschnitt aus Abbildung 3.11, so sehen wir ein typisches Wochen-
verhalten. Innerhalb eines Arbeitstages sinkt der Bedarf bis ca.5 Uhr steigt bis zu Mittag an,
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Abbildung 3.11: Spotpreis und Bedarf (skaliert) vom06.08.2001 bis13.08.2001

Abbildung 3.12: Der Bedarf f̈ur den Großraum Graz vom16.06.2000 bis30.04.2003
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sinkt dann wieder bis20 Uhr, steigt danach wieder kurz an und fällt wiederum ab. An Nichtar-
beitstagen verläuft der Bedarf etwas anders. Wir erhalten somit drei Saisonalitätszyklen:

• den Jahreszyklus

• den Wochenzyklus und

• den Tageszyklus.

Dass hier ebenfalls starke Abhängigkeiten anzutreffen sind, zeigen uns die Abbildungen 3.13
und 3.14, wo die empirischen Korrelationen der24 Stunden aufgeteilt nach den Jahreszeiten
und Arbeits- bzw. Nichtarbeitstag grafisch dargestellt sind. An Arbeitstagen ist die Interaktion
zwischen den einzelnen Stunden sehr stark, wobei sie im Herbst am stärksten anzutreffen ist.
An Nichtarbeitstagen fällt sie hingegen geringer aus. Hier könnte man entsprechende Cluster
bilden.

Abbildung 3.13: Korrelationskoeffizienten des Bedarfs für Arbeitstage: Beobachtungen pro Zel-
le - Frühling 162, Sommer 176, Herbst188 und Winter 176
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Abbildung 3.14: Korrelationskoeffizienten des Bedarfs für Nichtarbeitstage: Beobachtungen
pro Zelle - Fr̈uhling 83, Sommer 85, Herbst 85 und Winter 94

3.2.2 Das Angebot

Im Gegensatz zur Nachfrage besitzt die Angebotsseite preiselastische Züge und reagiert in ge-
wissen Preisregionen sofort aufÄnderungen. Daher wird der marktklärende Preis von der Ange-
botsseite wesentlich beeinflusst. Daher hängt die Angebotskurve von ihren Vertretern ab. Diese
sind Stromproduzenten, Zwischenhändler sowie Spekulanten. Bei Stromerzeugern wiederum
ist die Art der Stromgewinnung ausschlaggebend für ihre Preis-Mengen Gebote. In Tabelle 3.1
ist die Zusammensetzung der Energieträger f̈ur die Stromerzeugung in Deutschland (Quelle:
[48]) dargestellt.

Die Kernenergie deckt fast ein Drittel der Stromerzeugung ab. Am stärksten sind die Kohle-

Energietr̈ager %
Kernenergie 29,0
Braunkohle 27,0
Steinkohle 23,0

Erdgas 9,0
Wasser 5,0
Wind 3,0

Sonstige 3,0
Heizöl 1,0

Tabelle 3.1: Anteil der Energieträger in Deutschland2002
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kraftwerke vertreten, wogegen der Anteil der Wasserkraftwerke sehr gering ist. In [48] wird
auch bekannt gegeben, dass die Grundleistung hauptsächlich durch Braunkohle, Kernenergie
und Laufwasser (43%) abgedeckt wird, Mittel- und Spitzenleistung durch die restlichen Ener-
gietr̈ager. Weiters erḧalt man in [16] den Einblick in die Vielfalt des deutschen Strommarktes.
Anfang2003 waren ca.1100 Unternehmen auf dem Strommarkt aktiv (ohne Berücksichtigung
privater Betreiber von Windanlagen und kleineren Wasserkraftwerken). Davon sind

• 700 Unternehmen reine Stromerzeuger (63, 63%)

• 100 überregionale Verbundunternehmen (9, 10%)

• 150 regionale Versorger (13, 63%)

• die restlichen150 (13, 63%) sind gr̈oßere, mittlere und kleinere Stadtwerke, kleine private
Versorger, Ḧandler undÖkostromanbieter.

Der überwiegende Anteil der Angebotsseite besteht somit aus Stromproduzenten.

Daher l̈asst sich die Annahme rechtfertigen, dass der Preis am Spotmarkt abhängig von der
Art der Stromerzeugung und deren Flexibilität ist. Da Kernkraftwerke eine längere Anlaufzeit
besitzen, scheiden sie zur Deckung von Spitzenleistungen aus. Deshalb kommen sie nur für die
Grundleistung in Frage. Wogegen Gaskraftwerke, Pump- und Speicherwasserkraftwerke eher
nach Bedarf eingesetzt werden können.

Ein weiterer wesentlicher Einflussfaktor auf der Angebotsseite ist auch die Verfügbarkeit der
entsprechenden Kraftwerke. Auf Wartungsarbeiten kann der Markt noch eher reagieren, da die-
se sicherlich einige Zeit zuvor bekannt gegeben werden. Unerwartete Ausfälle jedoch f̈uhren
dazu, dass der Markt kurzfristig in einem Ungleichgewicht ist, die die Angebotsseite beein-
flusst und somit folglich den Spotpreis in die Höhe treiben kann. Da aber diese Ausfälle so
schnell wie m̈oglich behoben werden, erfolgt auch eine rasche Normalisierung des Marktes.
Andererseits k̈onnen auch verfehlte Bedarfsabschätzungen von der Angebotsseite dazu führen,
dass eine Unausgewogenheit am Markt besteht.

Langfristige Einflussfaktoren, z.B. die Preisentwicklung von Rohstoffen, die in der Stromer-
zeugung verwendet werden, oder generell die wirtschaftliche Entwicklung des Landes, sowie
die Entwicklung des Bedarfs, sind in der Preisentwicklung des Spotmarktes auch nicht zu
vernachl̈assigen. Wenn man die gesamte Charakteristik des Spotpreises betrachtet, stellt man
fest, dass viele Komponenten sowohl auf der Angebots- als auch auf der Nachfrageseite eine
wichtige Rolle in der Preisfestsetzung spielen. In der Modellierung des Spotpreises sollte das
ber̈ucksichtigt werden. Auf der anderen Seite soll man jedoch versuchen, das Modell so einfach
wie möglich zu halten, da man darauf aufbauend Fragestellungen verschiedenster Art, z.B. in
unserem Fall Bewertung von Swing-Optionen, behandeln möchte.

Im nächsten Abschnitt werden wir einen kurzen Blick auf die Modellierungsarten des Spot-
marktes werfen. Weiters werden wir uns Gedankenüber die Bewertung von Verträgen, die vom
Spotmarkt abḧangen, machen. Die Nichtspeicherbarkeit des Stromes stellt uns vor eine große
Herausforderung. Klassische Instrumente der Finanzmathematik sind nicht direkt anwendbar.
Aber mit der Idee von [37] l̈asst sich ein Zugang̈uber den Marktpreis des Risikos motivieren,
der z.B. bereits in [7] umgesetzt wurde.
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Modellierung von Strommärkten und
Bewertung von Derivativen

4.1 Spotpreismodelle

Der Spotpreis hat ganz charakteristische Züge und unterliegt saisonalen Schwankungen, kehrt
stets auf ein mittleres Niveau zurück, entwickelt rasante Preisanstiege, die unmittelbar wieder
auf das mittlere Niveau zurückfallen (Preisspikes) und lässt langfristige Einfl̈usse wie Rohstoff-
kosten und wirtschaftliche Entwicklung erahnen.

Im Zuge der Liberalisierung der Strommärkte hat sich auch die Aufmerksamkeit auf die Mo-
dellierung der Spotpreise verstärkt. In diesem Abschnitt werden wir einige Modelle vorstellen
und die Einbindung der Eigenschaften des Preismodells diskutieren, da ja das Ziel dieser Arbeit
unter anderem das Aufstellen eines adäquaten Preismodells ist, dass einerseits die charakteri-
stischen Eigenschaften des Spotpreises aufweist und andererseits so einfach wie möglich für
andere Anwendungen wie z.B. für die Bewertung von Swing-Optionen gebaut ist.

Zunächst m̈ussen wir eine Grundsatzentscheidung bezüglich Behandlung des Gutes Strom tref-
fen. Am Spotmarkt werden die Preise für jede einzelne Stunde bestimmt. Somit ist es sehr nahe
liegend, die Stunden als eigene Güter, die sehr stark miteinander korrelieren (siehe Abbildung
3.7 und 3.6), anzusehen. Das wiederum bedeutet, wir müssen einen24-dimensionalen Preispro-
zess mit den oben genannten Eigenschaften sowie den Interaktionen innerhalb der Komponen-
ten modellieren. Das birgt sicherlich eine Herausforderung. Ein anderer Zugang, der z.B. in [7]
verwendet wird, ist die Annahme, man hat nur ein Gut (den Strom), dessen Preis auf Stunden-
basis erḧaltlich ist. Zwar entspricht dies weniger der Realität, aber f̈uhrt sicherlich zu einigen
Vereinfachungen und ist auch gängig in der Literatur, wobei anzumerken ist, dass sich bisher
nur einige Autoren mit der Modellierung von Spotpreisen auf Stundenbasis beschäftigt haben
(siehe [7], [40], [43] und [22]).

Im ersten Schritt betrachten wir die Modellierung der Saisonalität.

4.1.1 Modellierung der Saisonaliẗat

Zur Einbindung von saisonalen Komponenten gibt es eine Vielzahl von Vorschlägen. Bezeich-
nen wir mit(St)

T
t=0 unseren Preisprozess für den ZeitraumT = {0, . . . , T}, wobei die Frage der
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Mehrdimensionaliẗat zun̈achst außer Acht gelassen wird. Die Berücksichtigung der Saisonalität
kann dann z.B. in Form einer deterministischen Funktion erfolgen, d.h.

St = g(f(t), Xt),

wobei die Funktiong(., .) die Struktur des Preisprozesses bestimmt,f(t) die deterministische
Funktion undXt die stochastische Komponente beschreibt. Als deterministische Komponen-
te wird z.B. in [35], wo der mittlere Tagespreis betrachtet wird, eine Funktion mit Dummy-
Variablen vorgeschlagen

f(t) = α + β0Dt +
11∑

j=1

βjM
j
t ,

wobei

Dt der Indikator f̈ur Arbeitstag

M j
t der Indikator f̈ur Monatj, j = 1, . . . , 11 und

α das Ausgangsniveau für Nichtarbeitstag im Monat Dezember ist.

Natürlich kann diese Funktion auf den entsprechenden Preisprozess adaptiert werden, z.B.
durch Einbinden von Wochentagen, eines zeitlichen Trends, von expliziten Feiertagen, Fen-
stertagen, etc. Weiters findet man in [35] und [21] deterministische Funktionen mit Sinus und
Kosinus Komponenten für die Saisonaliẗat, z.B. schlugen die Autoren von [21] vor:

f(t) = α + β t + γ cos(ε + 2π t
260

) + δ cos(ζ + 4π t
260

),

wobei hier nur Preise auf Tagesbasis für die Wochentage (52× 5 pro Jahr) betrachtet werden.

Die Einbindung der Saisonalität in Form einer deterministischen Komponente lässt viele M̈og-
lichkeiten zu. Aber es wird sich zeigen, dass dadurch nicht die gesamte Saisonalität abgedeckt
wird, also eine gewisse regelmäßige stochastische Variation vorliegt. Diese kann man z.B. mit
entsprechenden SARIMA-Zeitreihen modellieren (siehe [7]).

4.1.2 Mean Reversion

Die Rückkehr auf ein mittleres Niveau, die eben sehr typisch für den Spotpreis ist, lässt sich
z.B. im eindimensionalen durch einen stationären autoregressiven Prozess erster Ordnung abbil-
den, dies ist die diskretisierte Form der stochastischen Differentialgleichung für den Ornstein-
Uhlenbeck Prozess (siehe [29], [35] und [39]). Die Autoren von [35] setzen als Preismodell
folgende Gleichung an:

St = exp(f(t) + Xt)

Xt = ρXt−1 + εt,

wobeiεt ∼ N(0, σ2) und|ρ| < 1. Im mehrdimensionalen kann man entsprechend agieren. Auch
mit SARMA-Prozessen kann die Berücksichtigung der Mean Reversion Eigenschaft erfolgen.
Die Autoren von [7] arbeiten mit SARMA-Prozessen mit Periode24.

Einen anderen Ansatz verfolgen die Autoren von [22], die den neuseeländischen Spotmarkt
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(New Zealand Electricity Market - NZEM), der den Strom sogar in halbstündlichen Einheiten
handelt, betrachten. Sie modellieren die Preise48-dimensional, zun̈achst mitPAR-Modellen
(periodischen autogregressiven Modellen), die – folgen wir der Nomenklatur von [22]– fol-
gende Struktur haben. Seipn,t der Preis der Halbstunden des Zeitpunktest, dann lautet das
Modell:

p1,t = β1,1p48,t−1 + β1,2p47,t−1 + · · ·+ β1,48p1,t−1 +
7∑

i=1

α1,idi,t +
23∑

j=1

γ1,jmj,t + u1,t

p2,t = β2,1p1,t + β2,2p48,t−1 + · · ·+ β2,48p2,t−1 +
7∑

i=1

α2,idi,t +
23∑

j=1

γ2,jmj,t + u2,t

... (4.1)

p47,t = β47,1p46,t + β47,2p45,t + · · ·+ β47,48p47,t−1 +
7∑

i=1

α47,idi,t +
23∑

j=1

γ47,jmj,t + u47,t

p48,t = β48,1p47,t + β48,2p46,t + · · ·+ β48,48p48,t−1 +
7∑

i=1

α48,idi,t +
23∑

j=1

γ48,jmj,t + u48,t,

wobei
ut ∼ N (0, Ω)

unddi,t Wochendummy- undmj,t Monatsdummyvariablen sind. Der Aufwand der Schätzung
der unbekannten Parameter dieses Modells verringert sich beträchtlich, wenn sich die Varianz-
Kovarianzstruktur der stochastischen Komponentenut auf eine Diagonalmatrix reduziert. Da-
durch ist es m̈oglich, die Preisepn,t separat zu scḧatzen (siehe auch [36]).

Die Anzahl der gescḧatzten Parameter ist sehr groß und bestimmte Charakteristiken des Preispro-
zesses (Preisspikeeffekte, zeitabhängige Volatiliẗat, jahreszeitliche Saisonalitäten) sind nicht
ber̈ucksichtigt. Bei vollsẗandigem Ausscḧopfen des Modells (4.1) beträgt die Anzahl der Pa-
rameter2832. Dies stellt bei kurzen Zeitreihen ein Problem dar, wie dies bei deregulierten
Stromm̈arkten meist der Fall ist. Natürlich kann man nach eingehender Analyse gewisse Ab-
hängigkeitsannahmen straffen, z.B. dass der Preis von Halbstunden zum Zeitpunktt nur von
den G̈uternn − 1 undn − 2, sowie von einigen G̈utern am Vortag abḧangt. Dadurch k̈onnen
andere fehlende Komponenten modellmäßig eingebaut werden. Doch die Kalibrierung wird da-
durch nicht einfacher.

Durch dieses Problem motiviert schlagen die Autoren von [22] ein spezielles Zustandsraum-
modell vor, dass die G̈uter eines Tages in spezielle Untermärkte einteilt, die mit Interaktionen
untereinander verbunden sind:

pn,t = δn +
6∑

i=1

αidi,t +
11∑

j=1

γjmj,t + skn,t + θn,t, wobeiθn,t ∼ N
(
0, φ2

n

)
, (4.2)

undkn angibt, zu welcher Marktgruppe das Gutn geḧort, undskn,t das Modell f̈ur die entspre-
chende Marktgruppe ist.

Der Preispn,t des Gutesn zum Zeitpunktt setzt sich also aus dem Grundpreisδn, der bez̈uglich
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der wöchentlichenαidi,t und monatlichenγjmj,t Effekte variiert, dem Preisverhaltenskn,t der
Marktgruppekn und einer zus̈atzlichen Sẗorgrößeθn,t zusammen, wobei in [22] die Halbstun-
den zu folgenden vier Marktgruppen zusammengefasst werden:

kn =


1 falls n = 1, . . . , 14,
2 falls n = 15, . . . , 18,
3 falls n = 19, . . . , 33, 38, . . . , 48,
4 falls n = 34, . . . , 37,

und

s1,t = β1,1s4,t−1 + β1,2s3,t−1 + β1,3s2,t−1 + β1,4s1,t−1 + ε1,t,

s2,t = β2,1s1,t + β2,2s4,t−1 + β2,3s3,t−1 + β2,4s2,t−1 + ε2,t,

s3,t = β3,1s2,t + β3,2s1,t + β3,3s4,t−1 + β3,4s3,t−1 + ε3,t,

s4,t = β4,1s3,t + β4,2s2,t + β4,3s1,t + β4,4s4,t−1 + ε4,t,

εk,t ∼ N
(
0, σ2

k

)
.

Zur Scḧatzung der Parameter,138 an der Zahl, wird die Likelihood-Maximierung mittels Kal-
manfiltertechnik (siehe [26]) verwendet.

Die Anzahl der Parameter ist jedoch noch immer groß und es fehlen charakteristische Eigen-
schaften des Spotmarktes (zeitabhängige Volatiliẗat, Preisspikeeffekte). Die Idee der Zustands-
raummodelle hat bei uns dennoch großen Anklang gefunden, da man bei dieser Form von Mo-
dellen eben spezielle Abhängigkeitsstrukturen berücksichtigen kann. Doch die Schätzung der
Parameter stellt eine unüberwindbare Ḧurde dar, wenn man alle wesentlichen Komponenten des
Preisprozesses berücksichtigen und mit klassischer Schätztheorie arbeiten m̈ochte.

4.1.3 Zeitabḧangige Volatilität

Die Fluktuationen der Spotpreise zeigen zeitabhängige Strukturen. Im Sommer und Winter
scheinen sie volatiler als im Frühling und Herbst zu sein. Durch eine GARCH-Komponente
im Preisprozess kann eine zeitabhängige Volatiliẗat mitber̈ucksichtigt werden. In [17] wird als
Modell ein AR(1)-GARCH(1,1)-Prozess herangezogen:

St = f(t) + Xt

Xt = ρXt−1 + σtηt

σ2
t = ω + α(Xt−1 − ρXt−2)

2 + βσ2
t−1,

wobei ηt
iid∼ N(0, 1). Der Nachteil von GARCH-Prozessen ist, dass sie zu jedem Zeitpunkt

eine andere Volatiliẗat, die vom Verlauf der Vergangenheit abhängt, erzeugen, wogegen der
Spotpreis nur saisonale Volatilitäten aufweist. Eine entsprechende Alternative wären allgemeine
Zustandsmodelle der Form

St = exp(f(t) + Xt)

Xt = Htαt + Atxt + Dtεt,

αt = φtαt−1 + Γtxt + Gtηt
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wobeiαt, φt, xt, Γt, Gt, Ht, At, Dt, und die stochastischen Störgrößenηt undεt entsprechende
zeitabḧangige Strukturen aufweisen. Hier kann man durch entsprechendes Setzen der Parame-
ter die Volatiliẗat gezielt einbringen.

Auf der Suche nach alternativen Ansätzen stießen wir auf die Arbeit [43], in der mit Hilfe der
Hauptkomponentenmethode eine Dimensionsreduktion durchgeführt wird. Dabei wird zun̈achst
von der tats̈achlichen Preisentstehung ausgegangen und die Nachfrage und Angebotsseite unter
der Annahme, dass die Nachfrage vollkommen unelastisch ist, modelliert. Dadurch kann man
den Bedarf gleich der Nachfrage setzen. Weiters nimmt man an, dass die aggregierte Ange-
botskurve f̈ur die einzelnen Stunden von exponentieller Gestalt ist, wobei die Steigung für alle
Stunden gleich bleibt und nur das Anfangsniveau variiert. Somit ist das Modell des Spotpreises
zur Stundeh am Tagt durch

St(h) = exp(aLt(h) + Bt(h)) (4.3)

gegeben, wobei

• Lt(h) der Bedarf zur Stundeh

• a der Gestaltparameter der Angebotskurve und

• Bt(h) das Anfangsniveau des Angebotes zur Stundeh ist.

In der Modellierung wird der PreisprozessSt 24-dimensional betrachtet, wobei dieh-te Kom-
ponente des PreisprozessesSt durch (4.3) beschrieben wird. Zusammengefasst sind der Bedarf
Lt ∈ R24 und das AnfangsniveauBt ∈ R24 die wesentlichen Komponenten, die im weiteren
Schritt stochastisch modelliert werden. Zunächst wird mit Hilfe der Hauptkomponentenanalyse
die Dimension des Problems reduziert, sowohl auf der Nachfrageseite (Lt) als auch auf der An-
gebotsseite (Bt), wobei die Varianz-Kovarianzstruktur der24 Stunden monatlich und nur unter
Berücksichtigung der Wochentage Montag bis Freitag betrachtet und in latente Faktoren zerlegt
wird. Anschließend werden die entsprechenden erstenk Hauptkomponenten – wir bezeichnen
sie nach [43] hier allgemein mitwi

t – mit einem Zwei-Faktorenmodell der Form

ei
t+1 − ei

t = −αei
t + σi

tε
i
t

δi
t+1 − δi

t = κi + σi
δη

i
t

und

wi
t = ei

t + δi
t für i = 1, . . . , k (4.4)

stochastisch modelliert. Die Autoren in [43] sprechen von einemBid-based Stochastic Model.

Bei diesem Ansatz wird die Idee der zeitabhängigen Volatiliẗat durch die Analyse der monatlich
aufgesplitterten Varianz-Kovarianzstrukturen eingebunden. Durch die Hauptkomponentenme-
thode wird das hoch dimensionale Problem auf einige wenige Faktoren reduziert, welche die
Eigenschaften des Modells noch gut abbilden können. Im Gegensatz zu Zustandsraummodel-
len werden die latenten Faktoren, das sind die ermittelten Hauptkomponenten, als beobachtete
Realisationen angenommen und durch ein entsprechendes Modell (siehe (4.4)) kalibriert.

Aus Sicht der praktischen Anwendung ist diese Modellierungsart schnell umsetzbar, da die
hoch dimensionale Parameterschätzung vermieden und dadurch die Aufstellung des Modells
erleichtert wird. Daher werden wir diesen Ansatz in Kapitel 5 weiterverfolgen und ihn für unser
Problem entsprechend modifizieren.
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4.1.4 Modellierung von Preisspikes

Die bisherigen Modelle haben die Sprungkomponente, besonders die auf Strommärkten ver-
treten ist, noch nicht berücksichtigt. Zu deren Einbindung gibt es ebenfalls Modellierungsvor-
schl̈age. In [1] wird ein nichtlinearer Zusammenhang des Preises zwischen Nachfrage und An-
gebot angenommen

St =

{
fα(Xt) 1 + αXt > ε0

ε
1/α
0 1 + αXt ≤ ε0

dXt = −λ(Xt − a)dt + σdWt

wobei

fα(x) = (1 + αx)1/α für α 6= 0

f0(x) = exp(x) sonst.

Xt ist ein Ornstein-Uhlenbeck Prozess, wenn man sich in einer stetigen Zeitumgebung befindet
undε0 ist die untere Preisschranke. Dieser nichtlineare Zusammenhang bewirkt für kleineα ein
sẗarkeres Preisspikeverhalten. Der Nachteil dieses Modells liegt in der Berechnung der Momen-
te. Eine geschlossene Form für ein allgemeinesα ist nämlich nicht mehr m̈oglich.

Andere Autoren ([17] und [21]) verwenden spezielle Sprungprozesse mit konstanter (siehe [17])
oder mit zeitabḧangiger Sprungintensität (siehe [17] und [21]). Die Autoren von [21] verwenden
folgendes Modell, betrachtet in stetiger Zeit und kalibriert in diskreter Zeit:

St = exp(Xt),

dXt =
∂f(t)

∂t
dt + θ(f(t)−X−

t )dt + σdWt + h−t dJt,

wobeif(t) die saisonale Komponente,Wt die Brownsche Bewegung,Jt die Sprungkomponente
(zusammengesetzter Poissonprozess mit zeitabhängiger Intensiẗat) undh−t die Sprungrichtung
ist. Die Sprungḧohe wird hier mit einer abgeschnittenen exponentialverteilten Zufallsgröße mo-
delliert.

In [17] werden einige Modellvarianten vorgestellt, einerseits mit einer Sprungkomponente, de-
ren Sprungḧohe mit einer normalverteilten Zufallsvariable modelliert wird, andererseits oh-
ne. Weiters gibt es auch die Kombination AR(1)-GARCH(1,1) mit Sprungkomponente und
zeitabḧangiger Sprungintensität:

St = f(t) + Xt,

Xt =

{
ρXt−1 + σtηt mit Wahrscheinlichkeit1− λt,

ρXt−1 + σtηt + µJ + σJεt mit Wahrscheinlichkeitλt,

σ2
t = ω + α(Xt−1 − ρXt−2)

2 + βσ2
t−1,

wobeiηt undεt
iid∼ N(0, 1).

Eine attraktive Alternative zum Sprungprozess ist dasMarkov-Regime-Switching(siehe [24],
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[27], [29] und [32]). Hier geht man davon aus, dass der Preisprozess sich in verschiedenen
Zusẗanden befinden kann. In [29] gibt es den Normal- und den Spikezustand, dessen Verhalten
durch ein spezielles Modell beschrieben wird. Die Zuteilung des Zustandes wird mit Hilfe einer
Markovkette modelliert, die jedoch nicht beobachtbar ist. In Abbildung 4.1 ist eine mögliche
Interaktion dargestellt.

Dieser Modellierungsansatz ist sehr intuitiv. Preisspikes entstehen durch unerwartete Ausfälle
von Generatoren, Erhöhung von Rohstoffpreisen oder durch unerwartet hohe Temperaturen etc.
Meist sind diese Informationen für den Kunden nicht erḧaltlich oder lassen sich nur erahnen.
Sie sind jedoch maßgeblich bei der Preisfestsetzung. Nun können wir mit Hilfe eines Schalters
oder Indikators diese Information in unser Modell einfließen lassen. Falls sich der Schalter in
einem bestimmten Zustand befindet, verhält sich der Preis nach bestimmten Vorgaben, die wir
modellieren. Man spricht vonHidden MarkovModellen, da dieser Schalter (i) nicht beobacht-
bar ist und (ii) mit einer Markovkette, meist homogen, abgebildet wird.

Mit Regime-Switching hat sich unter anderem Hamilton (siehe [23], [24] und [25]) beschäftigt.
Er führte dasMarkov-SwitchingAutoregressionsmodell ein

Xt =

p∑
i=1

ai(Zt)Xt−i + σ(Zt)εt,

wobeiZt eine homogene Markovkette, undεt ∼ N(0, 1) ist. In [32] wird die Verallgemeinerung
auf Zustandsraummodelle mit Markov-Switching beschrieben.

Abbildung 4.1: Beispiel eines Regime-Switching

4.1.5 Langfristige Schwankungen

Abschließend m̈ochten wir noch eine Komponente ins Spiel bringen, die uns die langfristigen
Entwicklungen bei der Preismodellierung beschreibt. Da wir Aspekte wie wirtschaftliche Ent-
wicklung, Rohstoffverf̈ugbarkeit, langfristige Bedarfsfragen und Forschungsfortschritte nicht
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konkret modellieren k̈onnen, weil diesbez̈uglich keine Informationen vorhanden sind, werden
sie geẅohnlich in Form eines stochastischen nichtstationären Prozesses abgebildet. Nichtsta-
tionär deswegen, weil sich die Unsicherheiten der oben genannten Entwicklungen in den For-
wardpreisen widerspiegeln und gleichzeitig ein natürlicher Bezug zu den Spotpreisen hergestellt
werden soll. Der Forwardpreis setzt sich zwar zum Zeitpunktt für einen Lieferzeitraum[T1, T2)
(bei diskreter Zeitbetrachtung) aus

Ft,T1,T2 = EQ

[
1

T2 − T1

T2−1∑
T=T1

ST |Ft

]

zusammen, wobeiFt die Information bis zum Zeitpunktt undEQ[.] die Erwartung unter dem
risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmaß ist. Deshalb wird in [39] ein Modell der Form

dSt = −λ(St − At)dt + σ1StdW
(1)
t ,

dAt = µAtdt + σ2AtdW
(2)
t ,

wobeiW (1)
t undW

(2)
t unkorrelierte Brownsche Bewegungen sind, vorgeschlagen. Einenähnli-

chen Ansatz findet man in [41].

Auch die Autoren von [7] stellen̈uber die langfristigen Schwankungen einen Zusammenhang
zu den Forwardpreisen her. Gleichzeitig führen sie ein risikoneutrales Maßüber den Marktpreis
des Risikos (im engl.market price of risk) ein. Da wir diesen Ansatz sehr interessant finden
und ihn auf unser Modell späterübertragen k̈onnen, gehen wir hier auf diese Vorgehensweise
im nächsten Abschnitt n̈aher ein und diskutieren die Bewertung von Stromderivaten.

4.2 Die Bewertung von Stromderivaten

Produkte in der Finanzwelt lassen sich im Allgemeinen in zwei Kategorien einteilen und zwar
(i) in die zugrunde liegenden G̈uter (z.B. Aktien, Wechselkurse, Rohstoffe etc.), die selbst han-
delbar (z.B. Aktien) sein k̈onnen und (ii) ihre Derivate, Verträge, die aufgrund des zugrunde
liegenden Gutes Auszahlungen in bestimmter Form regeln.

Auf vielen Märkten ist das Handeln des zugrunde liegenden Gutes und deren Derivate sehr
gängig, im Gegensatz zu den Strommärkten. Im Zuge der Liberalisierung rücken jedoch wirt-
schaftliche Aspekte in Energiedienstleistungsunternehmen immer stärker in den Vordergrund.
So haben die Großhandelspreise (Wholesale-Market) bereits einen zentralen Stellenwert für
die Profitabiliẗat gewonnen. Die Beschäftigung mit rein physikalischen Aspekten geht deutlich
zurück. Neue Produkte am Großhandelsmarkt entstehen. Nicht nur der Spothandel (Handel mit
kurzfristigen Energielieferungen), sondern auch der Forwardhandel (Handel mit langfristigen
Produkten bis 3 Kalenderjahre in die Zukunft) haben an Bedeutung gewonnen. Seit 1. Jänner
2005 werden auf dem EEX-Markt nicht nur Forwardprodukte sondern auch europäische Optio-
nen auf Forwards gehandelt.

Auch flexible Produkte wie die Swing-Option gewinnen für die Risikominimierung an Bedeu-
tung. Eine Swing-Option ist ein Vertrag, der dem Kunden erlaubt unter gewissen Restriktionen
auszuẅahlen, wann er die elektrische Energie abrufen möchte. Die Standardrestriktionen sol-
cher Produkte k̈onnen die maximale Energiemenge, der Anmeldezeitpunkt für den geẅunschten
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Energiebezug (normalerweise bis ein Tag davor), die maximale Leistung, und die Leistungs-
schritte sein. Zusatzrestriktionen wie eine Vorgabe der minimalen abzunehmenden Energie-
mengen, eine minimal abzunehmende Leistung, oder sogar spezielle Zeitfunktionen als obere
und untere Grenzen, innerhalb derer die Leistung abgerufen werden kann, können in Betracht
gezogen werden.

Der Strommarkt und seine darauf aufbauenden Produkte verhalten sichähnlich wie Finanz-
oder andere Rohstoffm̈arkte. Nur ein wesentlicher Unterschied liegt zwischen diesen beiden
Bereichen. Strom ist nicht lagerbar, d.h. bezieht man Strom, so muss dieser sofort verbraucht
werden.

Dies stellt nun ein Problem in der Preisfestsetzung von Derivativen, das sind Produkte, die auf
den Strompreis basieren, dar. In der klassischen Finanzmathematik spricht man bei der Preis-
festsetzung f̈ur ein Derivat von einem fairen Preis, der gleich dem Anfangswert eines selbst-
finanzierenden Portfolios – bestehend aus dem zugrunde liegenden Gut und einer risikolosen
Anleihe (siehe [3], [13] und [42]) – sein muss. Am Ende der Laufzeit liefert dieses Portfolio
den Ertrag des Derivats. Mit diesem Preis kann keine Arbitrage (risikoloser Gewinn) erzeugt
werden. Weiters spricht man auch von einer risikoneutralen Bewertung. Risikoneutral deswe-
gen, weil man eben durch entsprechendes Kaufen und Verkaufen des zugrunde liegenden Gutes
ohne Geld von außen zuzufügen bzw. abzuzweigen, risikolos den Wert der Auszahlung des Ver-
trages erwirtschaftet.

Nun sieht man schon das Problem bei Strommärkten. Da Strom nicht lagerbar ist, kann die-
ser nicht gekauft und später wieder verkauft werden. Strom als direktes Gut einzusetzen ist
somit nicht m̈oglich.

Dennoch hat sich in diesem Forschungsbereich sehr viel getan. Dabei haben sich zwei Zu-
gangsm̈oglichkeiten bei der Modellierung, die stochastisch erfolgt, heraus kristallisiert. Anstatt
den Strommarkt direkt zu modellieren und davon den Forwardpreis abzuleiten, wird der For-
wardpreis direkt modelliert. Diese Idee geht zurück auf [6]. Dabei wird die Zinstheorie verwen-
det (z.B. Heath-Jarrow-Morton Modell), um die gesamte Forwardkurve zu modellieren (siehe
[9] oder [10]). Da Forwards handelbar sind, kann man die Standardmethoden der risikoneutra-
len Preisfestsetzung anwenden. Weiters wird oft ein vollständiger Markt angenommen, bei dem
es einen einzigen fairen Preis gibt. Die Bestimmung des fairen Preises ist gleichbedeutend mit
der Bestimmung eines̈aquivalenten Martingalmaßes, unter dem der diskontierte Preisprozess
ein Martingal ist. Der faire Preis ist dann nichts anderes als der Erwartungswert der diskon-
tierten Auszahlungsfunktion unter diesem Maß. Von einem vollständigen Markt spricht man,
wenn es genau ein einziges Martingalmaß gibt (siehe dazu u.a. [3], [13], [38] und [42]). Der
Nachteil dieser Modelle liegt in der geringen Liquidität der Forwards. Es werden nur bestimm-
te Lieferzeitr̈aume gehandelt. Zum Beispiel werden auf dem EEX-Markt Forwards mit einem
Lieferumfang von einem Monat, einem Quartal und einem Jahr bis zu drei Jahren in der Zu-
kunft gehandelt. Diese Modelle geben keinen Aufschluss auf das Preisverhalten auf Tages- bzw.
Stundenbasis, dies aber wäre bei vielen Produkten wie z.B. bei der Swing-Option von Nöten.

Das andere Konzept geht von der Modellierung des Spotpreises aus und stellt die arbitragefreie
Beziehung zwischen Spotpreis und Forwardpreisüber eine zus̈atzliche Annahme des Modells
durch Einbinden eines Marktpreises des Risikos her (siehe [7]). Dieser Ansatz erweist sich
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als sehr praktikabel. Normalerweise ist die Vorgehensweise für die Preisberechnung (i) Auf-
stellen eines stochastischen Marktmodells, (ii) Bestimmen desäquivalenten Martingalmaßes
und (iii) Bewertung des Derivates bezüglich dieses Maßes, d.h. es ist der Erwartungswert der
Auszahlungsfunktion (diskontiert) bezüglich dieses Maßes zu berechnen. Wir gehen nun aber
umgekehrt vor. Wir betrachten am Markt befindliche Derivate, in unserem Fall sind dies nur
die Forwards, haben ein Modell für den PreisprozessSt und bestimmen nun das̈aquivalente
Martingalmaß impliziẗuber die Beziehung

Ft,T = EQ[ST |Ft],

indem wir es mit Hilfe der Forwardpreise kalibrieren. Dazu müssen wir aber eine zusätzliche
Annahmeüber das Marktmodell bezüglich desäquivalenten Martingalmaßes treffen, da in un-
serem Modell mehrere Risikoquellen vorhanden sind. Haben wir ein solches Maß bestimmt,
können wir dieses auf andere Derivate anwenden. Somit wird zwar ein arbitragefreier Preis
ermittelt, dieser ist aber nicht eindeutig, da der Markt aufgrund der Modellannahmen nicht
vollständig ist.

Die meisten Modelle f̈ur den Spotmarkt enthalten mehrere Risikofaktoren, die einerseits die
kurzfristigen Schwankungen abdecken, die durch Nachfrage und Bedarf entstehen, und ande-
rerseits die langfristigen Schwankungen, die wie bereits erwähnt Wirtschaftwachstum etc. bein-
halten und meist auf Futuremärkten beobachtet werden können. Da es aber für die kurzfristigen
Schwankungen keine liquiden Produkte zum Handeln gibt, ist es sehr schwer dafür den Markt-
preis des Risikos zu ermitteln. Daher wird es einer weiteren Annahme bedürfen. Die meisten
Konzepte ẅahlen einen Marktpreis des Risikos von Null für gewisse (nicht handelbare) Fak-
toren wie z.B. Sprungkomponenten (siehe [37]). Auch wir werden diesen Zugang wählen und
unsere kurzfristigen Schwankungen mit einem Marktpreis des Risikos von Null ansetzen. Für
die langfristige Komponente werden wir den Marktpreisüber die Forwardpreise kalibrieren.
Dazu werden wir den Ansatz aus [7]übernehmen und auf unser Modell adaptieren.

Zunächst stellen wir das Modell von [7], das den Strom als ein Gut, das auf Stundenbasis be-
trachtet wird, vor. Es besteht aus drei stochastischen Komponenten

• dem BedarfLt,

• den kurzfristigen SchwankungenXt und

• der langfristigen SchwankungYt,

die in diskreter Zeit auf Stundenbasis verlaufen und den Preis wesentlich gestalten, wobei der
BedarfLt über einen nichtlinearen Zusammenhangf(·/vt, t) in den Preisprozess eingeht. Die
Größevt spiegelt die relative Verfügbarkeit von Stromgeneratoren, die im Sommer, weil hier
die meisten Wartungen stattfinden, geringer als im Winter ist. Diese Information wird in Form
einer deterministischen Funktion berücksichtigt. Der nichtlinearëUbergang wird mittels eines
kubischen Splines ermittelt.
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Das Modell f̈ur den Preisprozess lautet

St = ef(Lt/vt)+Xt+Yt, Lt = l(t) + L′
t, (4.5)

L′
t = φ1L

′
t−1 + φ24L

′
t−24 − φ1φ24L

′
t−25 + εt − θ1εt−1 − θ24εt−24 + θ1θ24εt−25,

Xt = φ̃1Xt−1 + φ̃24Xt−24 − φ̃1φ̃24Xt−25 + ε̃t − θ̃1ε̃t−1 − θ̃24ε̃t−24 + θ̃1θ̃24ε̃t−25,

Yt = Yt−1 + (µt − 1
2
σ2

Y ) + σY ε̂t,

wobei ε ∼ N(0, σ), ε̃ ∼ N(0, σ̃) und ε̂ ∼ N(0, 1)-verteilt und unkorreliert sind. Die Funktion
l(t) stellt die deterministische Komponente des Bedarfs dar. Die drei stochastischen Komponen-
tenLt, Xt undYt werden unabḧangig von einander betrachtet. Auf die Schätzung der Parameter
gehen wir hier nicht n̈aher ein. Wir verweisen auf [7].

Im nächsten Schritt wird der Zusammenhang zu den Forwardpreisen hergestellt und somit das
äquivalente Martingalmaß bestimmt. Da wir in dieser Arbeit ebenfalls deterministische Zinsra-
ten annehmen werden, brauchen wir in Zukunft keine Unterscheidung zwischen Forwards und
Futures machen. Wie bereits erwähnt, werden diese Verträge auf den EEX-Terminmarkt auf
Monats-, Quartals- und Jahresbasis für ganzẗagige Lieferungen oder für Peak-Zeiten gehandelt.
Stromlieferungen f̈ur einzelne Stunden werden nur auf dem Spotmarkt, einen Tag im Voraus,
angeboten. Da der Strom aber nicht lagerbar ist, können Produkte des Spotmarktes nicht fürs
Hedgen herangezogen werden. Der Markt ist unvollständig und illiquid. Daher wird die Idee des
Marktpreisrisikos mit zus̈atzlichen Annahmen aufgegriffen. Jeder Risikofaktor wird geschätzt.
Anschließend wird das entsprechende risikoneutrale Martingalmaß derart bestimmt, dass die
Beziehung

Ft,T = EQ[ST |Ft] (4.6)

gilt. Der Preisprozess (4.5) wird von drei stochastischen Einflüssen gepr̈agt, wobei wir dies in
(i) kurzfristige (Lt und Xt) und (ii) langfristige Risikofaktoren (Yt) einteilen k̈onnen, wobei
der langfristige Aspekt durch die Forwardpreise beobachtbar ist, wogegen sich die kurzfristi-
gen Einfl̈usse durch Derivative nicht beschreiben lassen. Diese Art von Problemen ist wohlbe-
kannt (siehe [35] und [41]). Deshalb werden noch weitere Annahmen benötigt, wie z.B. dass
der Marktpreis des Risikos für nicht hedgebare Risken gleich Null (siehe auch [14] und [29])
gesetzt wird, wie dies in [7] erfolgt ist. Der Marktpreis des Risikos für die langfristigen Schwan-
kungen wird implizitüber die Forwardpreise ermittelt.

Auf diese Weise wird ein Maß so gewählt, dass alle handelbaren Produkte, das sind Forwards
und neuerdings europäische Optionen auf Forwards, Martingale sind und die Preise dieser Pro-
dukte gleich den Marktpreisen sind. Andererseits haben illiquide Stromverträge einen arbitra-
gefreien Preis, aber dieser ist nicht eindeutig.

Sehen wir uns nun die Vorgehensweise von [7] näher an. Beginnen wir mit den langfristigen
Schwankungen

Yt+1 = Yt + (µt − 1
2
σ2

Y ) + σY ε̂t+1,

wobei ε̂t+1 ∼ N (0, 1) und unkorreliert ist. Auch wir werden bei der Herleitung zunächstYt im
stetigen Fall betrachten, weil dadurch die Notation um einiges leichter ist. Also in stetiger Zeit
wird der Prozess durch die stochastische Differentialgleichung

dYt = (µt − 1
2
σ2

Y )dt + σY dWt
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beschrieben, wobeiWt ein Brownscher Prozess ist. Im nächsten Schritt gehen wir in die risiko-
neutrale Welẗuber, indem wir das Marktpreisrisiko für die kurzfristigen Risikofaktoren (Bedarf
und kurzfristige Schwankungen) gleich Null setzen, d.h. das beobachtete Maß ist gleich dem
risikolosen Maß, und der langfristige Prozess die risikolose Form

dYt = (µ∗t −
1

2
σ2

Y )dt + σY dWt

besitzt, wobeiµ∗t = µt−λt der um den Marktpreis des Risikos reduzierte Drift ist. Unter diesem
Maß gilt (4.6)

Ft,T = EQ[ST |Ft]

= EQ[ef(LT /vT ,t)+XT +YT |Ft]

= E[ef(LT /vT ,t)+XT |Ft]EQ[eYT |Ft]

= E[ef(LT /vT ,t)+XT |Ft]e
Yt+

∫ T
t µ∗s ds

Da für Future-Vertr̈age, deren Lieferungen weit in der Zukunft liegen, die DifferenzT − t sehr
groß ist, kann die bedingte Verteilung der SARIMA-ProzesseL′

t undXt durch ihre station̈are
Verteilung approximiert werden und es gilt

EQ[ef(LT /vT ,t)|Ft] ≈ EQ[ef(LT /vT ,t)],

EQ[eXT |Ft] ≈ EQ[eXT ] = exp(Var[Xt/2]).

Somit erhalten wir

Ft,T ≈ E[ef(LT /vT ,t)+XT |Ft]e
Yt+

∫ T
t µ∗s ds, (4.7)

≈ ŜT eYt+
∫ T

t µ∗s ds,

wobei ŜT = EQ[ef(LT /vT ,t)] exp(Var[Xt/2]). Man sieht, dass der ForwardpreisFt,T für eine
Lieferung zum ZeitpunktT von t abḧangt und einer geometrisch Brownschen Bewegung folgt

dFt,T

Ft,T

= σY dWt.

In diskreter Umgebung ist das Integral in (4.7) durch die Summe
∑T−1

s=t µ∗s zu ersetzen und der
Forward folgt einer geometrischen Irrfahrt (Diskretisierung nach Euler)

log Ft+1,T = log Ft,T −
1

2
σ2

Y + σY ε̂t.

Den Forwardpreisprozess für Lieferungen̈uber einen Zeitraum[T1, T2) erḧalt man auf̈ahnliche
Weise

Ft,T1,T2 ≈ ŜT1,T2e
Yt+

∫ T
t µ∗s ds,

wobei

ŜT1,T2 =
1

T2 − T1

T2−1∑
T=T1

ŜT e
∫ T

T1
µ∗s ds

und ŜT ist wie oben definiert. Es zeigt sich wieder, dassFt,T1,T2 eine geometrisch Brownsche
Bewegung ist

dFt,T1,T2

Ft,T1,T2

= σY dWt.

Die diskrete Form erḧalt man wie zuvor.
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Kapitel 5

Modellierung des EEX-Spotpreises f̈ur die
Preisfestsetzung von Stromderivaten

In diesem Kapitel werden wir den EEX-Spotpreis modellieren. Dazu sind wie bereits erwähnt
folgende Eigenschaften zu berücksichtigen:

• Saisonaliẗat

– jahreszeitlich

– wöchentlich

– täglich

• Mean Reversion

• zeitabḧangige Volatiliẗat

• Preisspikeeffekt

• Langfristige Schwankungen (Rohstoffkosten, wirtschaftliche Entwicklung, etc.).

Ziel dieser Arbeit ist ein Modell derart aufzustellen, dass einerseits die oben genannten Eigen-
schaften beinhaltet und andererseits so einfach ist, dass es für andere Anwendungen wie z.B.
für die Bewertung von Swing-Optionen verwendet werden kann.

Bisher haben sich nur wenige Autoren mit der Modellierung von Spotpreisen auf Stunden-
basis bescḧaftigt (siehe [7], [22], [40] und [43]). Die Herausforderung liegt sicherlich in der
zus̈atzlichen Ber̈ucksichtigung der starken Abhängigkeiten innerhalb eines Tages. Dies führt
zun̈achst zur folgenden Grundsatzentscheidung

• univariate Modellierung (wie in [7] und [40]) oder

• multivariate (wie in [22] und [43]) - jede Stunde bzw. halbe Stunde wie in [22] stellt ein
Gut dar. Somit werden24 bzw.48 Güter gleichzeitig gehandelt.

Die multivariate Darstellung des Preisprozesses ist unserer Meinung nach sehr nahe liegend,
da in der Phase der Preisfestsetzung alle Stunden als einzelne Güter behandelt werden (siehe
Kapitel 3).
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Aber hier gibt es bereits bei den einfachsten Modellen Probleme aufgrund der hohen Dimensio-
nen. Klassische Inferenzstatistik zu betreiben, stellt sich als ein sehr schwieriges Unterfangen
heraus. Man befindet sich in dem Dilemma, dass einerseits das Modell die typischen Charakte-
ristika des Spotmarktes so gut wie möglich widerspiegeln soll und andererseits die Kalibrierung
des Modells sehr praktikabel sein soll.

Für uns ist es wichtig ein Modell aufzustellen, dass für die Bewertung von speziellen Verträgen
z.B. Swing-Optionen herangezogen werden kann. Solche Verträge werden abgeschlossen, um
neben dem Preisrisiko auch das Volumenrisiko minimieren zu können. Swing-Optionen sind
wie bereits erẅahnt Vertr̈age, die einem Kunden ermöglichen, eine gewisse Menge an Strom
zu einem fixen Preis̈uber einen gewissen Zeitraum zu konsumieren, wobei der Kunde selbst
entscheiden darf, wann er wie viel unter gewissen Restriktionen abrufen will. Da der Vertrags-
anbieter davon ausgehen muss, dass der Kunde den Vertrag dann in Anspruch nimmt, wenn der
Strompreis am ḧochsten ist, ist es wichtig, die Charakteristik des Spotpreises abzubilden. Daher
war unser vorrangiges Ziel die oben genannten Eigenschaften so gut wie möglich in unserem
Modell zu ber̈ucksichtigen, so dass wir dieses Modell zur weiteren Berechnung heranziehen
können. Von Prognose im klassischen Sinn nehmen wir hier Abstand.

Wie bereits erẅahnt, finden wir die Modellierung der Spotpreise als24 Güter, die pro Tag
gehandelt werden, als sehr nahe liegend, da die Preisfestsetzung für jede Stunde separat erfolgt
(siehe Kapitel 3). Modellierungen dieser Art sind uns nur von [22] und [43] bekannt (siehe Ab-
schnitt 4.1).

Wir werden in unserer Modellierung̈ahnlich wie [43] vorgehen, indem wir

• den gleichen funktionalen Zusammenhang zwischen Nachfrage und Angebot aufstellen,

• unserem Preisprozess ebenfalls die Form (4.3) geben,

• im weiteren Schritt die Komponenten Bedarf (Lt) und Angebot (Bt) ebenfalls stocha-
stisch modellieren und

• zur Dimensionsreduktion die Hauptkomponentenanalyse heranziehen.

Aber im Gegensatz zu [43] sehen wir die Hauptkomponentenanalyse nicht nur als Instrument
der Dimensionsreduktion, sondern auch als Extraktion in jenelatente Einflussfaktoren, die für
die Preisfestsetzung wesentlich sind. Weiters werden wirandersals in [43]

• die Nichtarbeitstage in der Modellierung berücksichtigen (Wochenende und Feiertage),

• dem Gestaltparameter eine zeitabhängige Struktur verpassen,

• die latenten Faktoren statistisch analysieren und

• sie mit einem passenden Modell versehen, wobei wir auf der Angebotsseite Sprungkom-
ponenten mit Regime-Switching einbauen werden.

• Abschließend werden wir einen anderen Zusammenhang zu den Forwardpreisen erstellen.

Doch bevor wir unser Modell n̈aher vorstellen, werden wir einen kurzen Exkurs zur Hauptkom-
ponentenmethode machen.
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5.1 Die Hauptkomponentenmethode

Die Hauptkomponentenmethode ist eine Möglichkeit, hochdimensionale Beobachtungen durch
eine reduzierte Anzahl von Faktoren zu beschreiben. Zwar geht Information verloren, aber
durch eine intelligente Wahl der neuen Basisvariablen, die als Hauptkomponenten bezeichnet
werden, wird dieser Verlust minimiert.

Diese Methode ist eine explorative multivariate Technik, die von der Kovarianzmatrix eines
ZufallsvektorsX ausgeht und Zusammenhänge zwischen den einzelnen Komponenten unter-
sucht. F̈ur eine allgemeine Einführung sei auf [28] verwiesen.

Die Hauptkomponentenmethode basiert auf einer speziellen Linearkombination vonn Zufalls-
variablen derart, dass ein neues Koordinatensystem entsteht. Vorteil dieser Methode ist, dass sie
mit geringen Annahmen auskommt.

Betrachten wir den ZufallsvektorX = (X1, . . . , Xn)′, der die KovarianzΣ mit den Eigen-
wertenλ1 ≥ . . . ≥ λn ≥ 0 besitzt. Wenn wir nun die Linearkombinationen

Y1 = c′1X =
n∑

i=1

ci1Xi

Y2 = c′2X =
n∑

i=1

ci2Xi

... (5.1)

Yn = c′nX =
n∑

i=1

cinXi

bilden, erhalten wir f̈ur die ZufallsvariablenYi

Var(Yi) = c′iΣci für i = 1, . . . , n (5.2)

Cov(Yi, Yj) = c′iΣcj für i, j = 1, . . . , n. (5.3)

Die Hauptkomponenten sind nun jene unkorrelierten LinearkombinationenY1, . . . , Yn, deren
Varianzen (5.2) so groß wie m̈oglich werden.

Man spricht von der ersten HauptkomponenteY1, wenn deren VarianzVar(Y1) = c′1Xc1 am
größten ist. Aber ohne eine weitere Einschränkung k̈onnte man diese Varianzen durch eine ent-
sprechende Wahl vonc1 beliebig vergr̈oßern, deshalb muss eine weitere Annahme getroffen
werden. Diese ist die folgende Normierung

c′1c1 = 1.

Die erste Hauptkomponenteist nun jene LinearkombinationY1 = c′1X, deren VarianzVar(Yi)
unterc′1c1 = 1 am gr̈oßten wird. Diezweite Hauptkomponenteist jene, deren VarianzVar(Y2)
unterc′2c2 = 1 undCov(Y1, Y2) = 0 maximal wird. Allgemein gilt f̈ur diej-the Hauptkompo-
nente

max Var(Yj)
unterc′jcj = 1 undCov(Yj, Yk) = 0 für k < j.

Als Lösung erḧalt man
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Satz 5.1.1 (siehe [28]).SeiΣ die Kovarianzmatrix des ZufallsvektorsX = (X1, . . . , Xn)′ mit
den Eigenwerten und dazugehörigen Eigenvektoren(λ1, e1), . . . , (λn, en), wobeiλ1 ≥ . . . ≥
λn ≥ 0. Dann ist diei-te Hauptkomponente

Yi = e′iX = e1iX1 + . . . + eniXn, i = 1, . . . , n.

Mit dieser Wahl ist

Var(Yi) = e′iΣei = λi, i = 1, . . . , n,

Cov(Yi, Yk) = e′iΣek = 0, j 6= i.

Beweis.Siehe [28].

Weiters erhalten wir

Satz 5.1.2 (siehe [28]).SeiΣ die Kovarianzmatrix des ZufallsvektorsX = (X1, . . . , Xn)′ mit
den Eigenwerten und dazugehörigen Eigenvektoren(λ1, e1), . . . , (λn, en) , wobeiλ1 ≥ . . . ≥
λn ≥ 0. Weiters seienY1 = e′1X, Y2 = e′2X, . . . , Yn = e′nX die Hauptkomponenten. Dann gilt
für die Gesamtvarianz

n∑
i=1

Var(Xi) =
n∑

i=1

λi =
n∑

i=1

Var(Yi)

und f̈ur die Korrelation vonYi mit Xk

ρYi,Xk
=

eki

√
λi√

Var(Xk)
i, k = 1, . . . , n.

Beweis.Siehe ebenfalls [28].

Da die Gesamtvarianz
∑n

i=1 Var(Xi) =
∑n

i=1 λi betr̈agt, kann man den Beitrag derk-ten
Hauptkomponente an der Gesamtvarianz durch

λk∑n
i=1 λi

k = 1, . . . , n (5.4)

ausdr̈ucken. Sind die Beitr̈age der ersten Hauptkomponenten zur Gesamtvarianz hoch, dann
können diese die originalen Variablen ohne viel Informationsverlust ersetzen. Diese Eigenschaft
wird in der Modellierung von [43] ausgenutzt. Weiters geben die Komponenten der Eigenvek-
toren an, welche Bedeutung diek-te Komponente des ZufallsvektorsX für diei-te Hauptkom-
ponente,i = 1, . . . , n hat. Diese ist proportional zum KorrelationskoeffizientenρYi,Xk

von Yi

undXk.

Nun wollen wir den hochdimensionalen Vektor durch einige wenige Faktoren beschreiben. Dies
erhalten wir, indem wir wie folgt r̈ucktransformieren

X1 =
n∑

i=1

d1,iYi ≈
k∑

i=1

d1,iYi k < n

X2 =
n∑

i=1

d2,iYi ≈
k∑

i=1

d2,iYi

...

Xn =
n∑

i=1

dn,iYi ≈
k∑

i=1

dn,iYi,
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wobeiD = (di,j)i,j=1,...,n = C−1 = (e1, . . . , en), daC = (e1, . . . , en)′.

Zur Berechnung der Hauptkomponenten gehen wir von denp Beobachtungen des Zufalls-
vektorsX aus (x = {x1, ..., xp}, xi ∈ Rn), berechnen die empirische KovarianzmatrixS

und ermitteln die dazugehörigen Eigenwerte und Eigenvektoren(λ̂1, ê1), . . . , (λ̂n, ên), wobei
λ̂1 ≥ . . . ≥ λ̂n ≥ 0, und erhalten f̈ur die gescḧatztei-te Hauptkomponente derk-ten Beobach-
tung vonX

ŷi,k = ê′ixk = ê1,ix1,k + . . . + ên,ixn,k. (5.5)

Für die empirische Varianz deri-ten Hauptkomponente gilt

s2
ŷi

=
1

p− 1

p∑
m=1

(ŷi,m − ¯̂yi)
2 = λ̂i, i = 1, . . . , n.

sowie f̈ur die empirische Kovarianz

Sŷi,ŷj
=

1

p− 1

p∑
k=1

p∑
m=1

(ŷi,k − ¯̂yi)(ŷi,m − ¯̂yj) = 0, i 6= j.

Weiters kann die Beobachtungxj ∈ x folgendermaßen dargestellt werden

xj = D̂ŷj =
n∑

i=1

D̂iŷi,j, (5.6)

wobei D̂ = (D̂j) = (d̂i,j)i,j=1,...,n = Ĉ−1 = (ê1, . . . , ên), da Ĉ = (ê1, . . . , ên)′. Im nächsten
Schritt kann man zur Reduzierung des hochdimensionalen Problems, die Beobachtung durch
die erstenk Hauptkomponenten

xj ≈
k∑

i=1

D̂iŷi,j (5.7)

approximieren.

Durch die Analyse der Hauptkomponenten können anschließend Aussagenüber die urspr̈ung-
lichen Beobachtungen getroffen werden. Als Maß für den Informationsverlust, den man durch
die Approximation erḧalt, kann der Varianzanteil (5.4) herangezogen werden, d.h. es werden
jene erstenk Komponenten geẅahlt, sodass der Anteil an der Gesamtvarianz sehr groß wird.
Dazu gibt es eine Reihe von Vorschlägen. Die Wahl ḧangt auch von der Fragestellung der Ana-
lyse ab (siehe [28]).

5.2 Das allgemeine Modell

Der Ausgangspunkt unserer Modellierung istähnlich der Gleichung (4.3)

St(h) = exp(atLt(h) + Bt(h)).
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Im Gegensatz zu [43] werden wir den Gestaltparameterat der Angebotskurve auch zeitabhängig
modellieren, weil die Preise des EEX-Spotmarktes keinen ausgeprägten Zusammenhang mit
unseren Bedarfsdaten aus dem Großraum Graz an Wochenenden, Feiertagen und Fenstertagen
zeigen. Die Samstage und Fenstertage stellen eine besondere Herausforderung dar, weil sie sich
nicht leicht in eine Kategorie einteilen lassen. Sie verhalten sich nicht wie Arbeitstage aber auch
nicht wie Sonn- und Feiertage. Diese als eigene Kategorie zu führen, dazu mangelt es am Da-
tenmaterial, da der EEX-Spotmarkt ein junger Markt ist und die Zeitreihen noch sehr kurz sind
(Beginn am16.06.2000). Wir ber̈ucksichtigen diese Besonderheit aber bei der Modellierung der
stochastischen Einflussgrößen.

Wir versuchen̈ahnlich zu [43] den Preis durch den Marktmechanismus abzubilden, d.h. wir
modellieren die Nachfrage, den wir durch den BedarfLt ∈ R24 mit der Annahme, der Markt ist
bez̈uglich der Nachfrage unelastisch, beschreiben, und die Angebotsseite, wobei wir annehmen,
dass (i) die Angebotskurve für jede Stunde am Tagt den gleichen Gestaltsparameterat hat, dass
aber (ii) das Niveau, bei dem die Kurve beginnt, Schwankungen unterliegt, die durchbt ∈ R24

charakterisiert werden.

Im ersten Schritt modellieren wir den Bedarf. Als Daten verwenden wir die Netzübergabewerte
für den Großraum Graz vom16.06.2000 bis 30.04.2003 (siehe Kapitel 3). In Abbildung 3.12
auf Seite 34 ist diese Zeitreihe dargestellt. Auf dem ersten Blick sieht man, dass der Bedarf
saisonalen Charakter hat. Die Abbildungen 3.10 auf Seite 33 und 3.11 auf Seite 34 zeigen, dass
es einen Zusammenhang zum EEX-Spotmarkt gibt.

Im zweiten Schritt werden wir den Gestaltparameter der Angebotskurven ermitteln und hier
auf die Problematik mit den Fenster- und Samstagen eingehen.

Abschließendwerden wir die SchwankungenBt auf der Angebotsseite modellieren, nachdem
wir diese aus den Spotpreisdaten und den BedarfsdatenLt und dem Gestaltsparameter bestimmt
haben. Auch hier betrachten wir den Zeitraum vom16.06.2000 bis30.04.2003.

5.3 Die Modellierung des Bedarfs

Zum Zeitpunktt sei der Bedarf durch

Lt = µL
t + CL

t RL
t + εL

t (5.8)

gegeben, wobei

• µL
t die deterministische Komponente des Bedarfs und

• CL
t ∈ R24×Rm - das Ausmaß der Abweichungen bedingt durch die stochastische Größe

RL
t ∈ Rm (die zeitabḧangige Volatiliẗat) beschreibt. Wir nehmen an, dass die Komponen-

ten inRL
t unabḧangig sind.

• Die GrößeεL
t ∈ R24 sei noch eine zusätzliche Sẗorgröße, die auf die entsprechende Stunde

zurückzuf̈uhren ist.
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Die stochastische KomponenteRL
t ∈ Rm, die wir im weiteren Verlauf durch entsprechende

Zeitreihen modellieren werden, bezeichnen wir als latente Faktoren, die maßgeblich für die Va-
riationen im Bedarf sind. Sie bewirken die starken Preisabhängigkeiten innerhalb des Tages,
deren Auswirkung durch die MatrixCL

t beschrieben wird.

Bei der Modellierung der deterministischen KomponenteµL
t unterscheiden wir nach Monat

und nach Arbeits- bzw. Nichtarbeitstag wie folgt

µL
t = µL

Mt,Dt
,

wobei

Mt = {m| wennt in Monat m = 1, . . . , 12 ist.} und Dt =

{
1 , falls t ein Arbeitstag,
0 , sonst.

Somit erhalten wir einen monatlichen Durchschnittsverbrauch für einen Arbeits- bzw. Nichtar-
beitstag und eine jahreszeitlich abhängige Saisonalität (im Fr̈uhling und Herbst wird weniger
Strom ben̈otigt als im Sommer und Winter). Analog werden wir die GewichtsmatrixCt, die die
Sẗarke der Tagesabhängigkeiten beschreibt, nach Monat und Arbeits- bzw. Nichtarbeitstag

CL
t = CL

Mt,Dt

unterscheiden. Dadurch generieren wir eine zeitabhängige Volatiliẗat. Im Sommer und Winter
liegen sẗarkere Fluktuationen vor als im Frühling und Herbst. Auch hier unterscheidet sich das
Verhalten an Arbeitstagen und an Nichtarbeitstagen.

Die Nichtarbeitstage umfassen (i) Wochenenden, (ii) Feiertage und (iii) Fenstertage (Montag
oder Freitag), wobei wir folgende Feiertage berücksichtigen

• Neujahr, Hl. drei K̈onige,

• Karfreitag, Ostermontag,

• 1. Mai,

• Christi Himmelfahrt, Pfingstmontag, Fronleichnam,

• Tag der Deutschen Einheit,

• Allerheiligen,

• Christtag und Stefanitag.

Zur Bestimmung der Parameter werden wir zunächst die Bedarfszeitreihel = (l1, . . . , lT ), T =
1049 nach Monatm = 1, . . . , 12 und Arbeits- bzw. Nichtarbeitstagat aufteilen, wobei

at =

{
1 , falls t ein Arbeitstag
0 sonst,

d.h. lm,at = {lt|Mt = m undDt = at}. Anschließend ẅahlen wir f̈ur die deterministische
KomponenteµL

Mt,Dt
den durchschnittlichen Bedarf (arithmetisches Mittel) des Monatsm und

Arbeits- bzw. Nichtarbeitstagat, d.h.

µ̂L
Mt,Dt

= l̄m,at1{Mt=m, Dt=at}(t).
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Die GewichtsmatrixCMt,Dt ermitteln wir mit Hilfe der Hauptkomponentenanalyse. Dazu wird
für jeden Monatm = 1, . . . , 12 und Arbeits- bzw. Nichtarbeitstagat ∈ {0, 1} die empirische
KovarianzSm,at berechnet, die Eigenwertêλm,at

1 ≥ . . . ≥ λ̂m,at
24 und die dazu geḧorigen Ei-

genvektoren(êm,at
1 , . . . , êm,at

24 ) ermittelt und anschließend die empirischen Hauptkomponenten
nach (5.5) berechnet, wobei wir bei den Nichtarbeitstagen (at = 0) die Monate J̈anner und
Februar wegen der geringen Datenmenge von Februar (24 Beobachtungen) als eine Einheit
zusammenfassen. Aus diesem Grund haben wir die deterministische Komponenteµ̂L

Mt,Dt
für

at = 0, m = 1 undm = 2 ebenfalls zusammengefasst, d.h.

µ̂L
1,0 = µ̂L

2,0 = l̄{1,2},0.

Im nächsten Schritt ist die Wahl der erstenk-Hauptkomponenten zu treffen, die wir zur weiteren
Modellierung verwenden, um das hoch dimensionale Problem auf ein niedrig dimensionales zu
reduzieren. Dazu betrachten wir die Varianzaufklärung (5.4). In den Tabellen A.1 und A.2 im
Anhang sind die Anteile der ersten10 Hauptkomponenten an der Gesamtvarianz, sowie die Ku-
mulation angegeben. Mit den ersten drei Komponenten können an den Arbeitstagen mindestens
93% (außer Mai hier sind es82%) und bei den Nichtarbeitstagen sogar94% der Gesamtvarianz
erklärt werden.

Da das Modell nicht allzu komplex gestaltet werden soll, weil es als Input für die Derivatsbe-
rechnungen eingeht, wurden die ersten drei Hauptkomponenten gewählt und die Beobachtungen
lt ∈ R24, t = 1, . . . , T für den BedarfLt in

lt = µ̂L
Mt,Dt

+ ĈL
Mt,Dt

rL
t + ε̂L

t (5.9)

zerlegt, wobei

• rL
t = (ΛL

Mt,Dt
)−1ŷL

t ∈ R3 die ersten drei empirischen Hauptkomponenten reziprok ska-

liert wurden und zwar mit den Eigenwertenλ̂m,at,L
1 , λ̂m,at,L

2 , λ̂m,at,L
3 , falls t aus dem Monat

m und Arbeits-bzw. Nichtarbeitstagat stammt, d.h.

ΛL
Mt,Dt

=


√

λ̂m,at,L
1 0 0

0

√
λ̂m,at,L

2 0

0 0

√
λ̂m,at,L

3

 ,

• ĈL
Mt,Dt

= C̃L
Mt,Dt

ΛL
Mt,Dt

∈ R24×3 die ersten drei Spalten der Rücktransformationsmatrix

sind, d.h.C̃L
Mt,Dt

= (êm,at,L
1 , êm,at,L

2 , êm,at,L
3 ), diesmal skaliert mit den Eigenwerten und

• ε̂L
t = lt − µ̂L

Mt,Dt
− ĈL

Mt,Dt
rL
t als Sẗorgröße mitgef̈uhrt wird.

Die Resultate sind im Anhang in den Tabellen A.5 bis A.10 aufgelistet.

Bemerkung 2. Wir f ühren die Skalierung deshalb durch, damit die Werte der ZeitreiherL
t die

gleiche Gr̈oßenordnung haben und somit abrupte Niveauveränderungen ausgeglichen werden.
Dies dient zur Vereinfachung der Modellierung.
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Bemerkung 3. Die stochastischen KomponentenrL
t interpretieren wir alslatente Faktoren, die

maßgeblich f̈ur die Fluktuationen des Bedarfs verantwortlich sind. Zwar sind diese nicht ex-
plizit beobachtbar, aber durch die Hauptkomponentenmethode machen wir sie

”
sichtbar “und

betrachten sie im weiteren Schritt als tatsächliche Beobachtungen. Bei der Berechnung dieser
Komponenten wurde durch die Hauptkomponentenmethode eine spezielle Wahl getroffen und
zwar wurden Faktoren gewählt, die unkorreliert sind. Diese Eigenschaft fließt in die Modellie-
rung vonRL

t ein. F̈ur die drei generierten ZeitreihenrL
t (i), i = 1, 2, 3 werden separat passende

Modelle ohne Interaktion gesucht.

Im nächsten Schritt werden wir auf die Analyse der stochastischen KomponenterL
t näher ein-

gehen und sie mit einem passenden Modell versehen. Weiters wird die Störgrößeε̂L
t ebenfalls

stochastisch modelliert.

5.3.1 Die stochastischen KomponentenRL
t und εLt

In Abbildung 5.1 sind die drei stochastischen KomponentenrL
t (i), i = 1, 2, 3 des BedarfsLt

für den betrachteten Zeitraum (16.06.2000 bis30.04.2003) abgebildet. Bei den ersten zwei Fak-
toren scheint ein zeitlicher Trend vorzuliegen, wogegen beim dritten Faktor die Fluktuationen
um Null herum sind.

Im ersten Schritt berechnen wir für die drei Komponenten die empirische Autokorrelationsfunk-
tion um gewisse Abḧangigkeitsstrukturen zu finden. In Abbildung 5.2 sehen wir, dass im Zyklus
von sieben Tagen die Autokorrelation immer höher wird. Es scheinen also stochastische Wo-
chensaisonalitäten vorzuliegen. Zur Modellierung wählen wir SARIMA-Modelle (siehe [26])
mit der Periode7. Konkret zeigt sich, dass stationäreSARIMAX(1, 0, 1)(1, 0, 1)7-Modelle für
die ersten zwei Komponenten geeignet sind, wobei die Zeitt der exogene Regressor ist; für die
dritte Komponente reicht ein stationäresSARIMA(1, 0, 1)(1, 0, 1)7-Modell. Die Modelle lauten
wie folgt

RL
t (i) = βi

0 + βi
1t + ui

t, (5.10)

wobei für die3. Komponente gilt

β3
1 = 0. (5.11)

Die Sẗorgrößeui
t hat folgende Form

ui
t = φi

1u
i
t−1 + φi

7u
i
t−7 − φi

1φ
i
7u

i
t−8 +

εi
t − θi

1ε
i
t−1 − θi

7ε
i
t−7 + θi

1θ
i
7ε

i
t−8, für i = 1, 2, 3,

wobei

εt
iid∼ N

(
0, σ2

i

)
.

Die Scḧatzung der Parameter erfolgtüber die Maximierung der Maximum-Likelihood-Funktion,
die mittels Kalmanfiltertechnik erstellt wird, daSARIMA-Modelle spezielle Zustandsraummo-
delle (siehe Kapitel 2) sind. In Tabelle 5.1 sind die geschätzten Parameter angegeben.
Zur Modellvalidierung wurden die entsprechenden Residuen

v̂i
t = ri

t − E[RL
t (i)|H i

t−1],
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Abbildung 5.1: Die stochastischen KomponentenrL
t (i), i = 1, 2, 3

Faktoren φ̂1 φ̂7 θ̂1 θ̂7 β̂1 β̂0 σ̂
1 0.8371 0.9973 0.3247 0.9499 0.0008 -0.5564 0.4197
2 0.4246 0.8220 0.1263 0.4817 0.0006 -0.3123 0.6775
3 0.1192 0.3672 - 0.1395 - 0.0012 0.9182

Tabelle 5.1: Die geschätzten Parameter der stochastischen KomponentenRL
t (i), i = 1, 2, 3
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Abbildung 5.2: Die empirische Autokorrelationsfunktion der drei stochastischen Komponenten
rL
t (i), i = 1, 2, 3
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Abbildung 5.3: Residuen der stochastischen KomponentenrL
t (i), i = 1, 2, 3
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Abbildung 5.4: Standardisierte Residuen der stochastischen KomponentenrL
t (i), i = 1, 2, 3
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Abbildung 5.5: Die empirische Autokorrelationsfunktion der Residuen der drei stochastischen
KomponentenrL

t (i), i = 1, 2, 3
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wobeiH i
t−1 = (rL

t−1(i), . . . , r
L
1 (i)) die Information bis zum Zeitpunktt − 1 für i = 1, 2, 3 ist,

analysiert. Die Residuen aufgetragen gegen die Zeit verhalten sich wie weißes Rauschen (siehe
Abbildung 5.3). Auch standardisiert (siehe Abbildung 5.4) zeigen die Residuen ein gutes Er-
gebnis. Weiters zeigt die empirische Autokorrelationsfunktion (siehe Abbildung 5.5), dass eine
sehr schwache Korreliertheit vorliegt.

Abschließend bestimmen wir die Parameter der StörgrößeεL
t . Dazu nehmen wir an, dass

εL
t

iid∼ N (0, Σ) ,

wobei  0
...
0

 , Σ =


(σL

1 )2 0 · · · 0

0
. ..

...
...

... 0
0 · · · 0 (σL

24)
2

 .

Durch die{ε̂L
t |t = 1, . . . , T}, die wir aus der Zerteilung des Bedarfs in die entsprechenden

Komponenten erhielten, bestimmen wir die Parameter

(σ̂L
h )2 =

1

T − 1

T∑
t=1

(ε̂L
t )2 für h = 1, . . . , 24. (5.12)

In Tabelle 5.2 sind die geschätzten ParameterwertêσL
h bezogen auf̂σL

max = σ̂L
9 = 5680, 39

aufgelistet.

σ̂1 σ̂2 σ̂3 σ̂4 σ̂5 σ̂6

38,08% 41,41% 32,05% 30,02% 26,46% 36,08%
σ̂7 σ̂8 σ̂9 σ̂10 σ̂11 σ̂12

68,04% 91,47% 100,00% 98,37% 94,46% 92,23%
σ̂13 σ̂14 σ̂15 σ̂16 σ̂17 σ̂18

93,12% 95,02% 94,68% 89,97% 81,61% 72,27%
σ̂19 σ̂20 σ̂21 σ̂22 σ̂23 σ̂24

61,11% 54,30% 45,12% 43,53% 41,22% 43,88%

Tabelle 5.2: Die geschätzten Parameter̂σh der SẗorgrößeεL
t bezogen auf̂σL

max für h = 1, . . . , 24

Nun sind alle wesentlichen Einflussgrößen des Bedarfs bestimmt und mit entsprechenden sto-
chastischen Modellen versehen. Abschließend wird das Modell durch

l̂t = µ̂Mt,Dt + ĈMt,Dt r̂t,

wobei
r̂t = Ê[Rt|Ht−1].

mit der tats̈achlichen Realisation des Bedarfs verglichen (siehe Abbildungen 5.6 und 5.8). Man
sieht sehr scḧon, dass die Strukturen des Bedarfs sehr gut getroffen werden. Im nächsten Ab-
schnitt wenden wir uns der Angebotskurve zu.
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Abbildung 5.6: Der Vergleich des Modellŝlt mit den Beobachtungenlt vom 16.06.2000 bis
30.04.2003

Abbildung 5.7: Vergleich des Modells - Differenzplot,lt − l̂t vom16.06.2000 bis30.04.2003
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Abbildung 5.8: Der Vergleich des Modellŝlt mit den Beobachtungenlt vom 17.09.2001 bis
20.09.2001

5.4 Ermittlung des Gestaltparameters der Angebotskurve

Ähnlich zu [43] nehmen wir an, dass die Angebotskurve eine exponentielle Struktur besitzt.
Die Gestalt der Kurveat hat für alle Stunden die gleiche Form. Nur das Anfangsniveaubt(h)
variiert. Bei Analyse des Zusammenhangs des Bedarfs aus dem Großraum Graz und dem EEX-
Spotmarkt zeigt sich, dass es Unterschiede zwischen Arbeitstagen und Nichtarbeitstagen gibt
(siehe Abbildung 5.9).

Betrachtet man die logarithmische Skala so sieht man, dass an Arbeitstagen ein stärkerer li-
nearer Zusammenhang als an Nichtarbeitstagen vorzuliegen scheint. Der empirische Korrelati-
onskoeffizient zwischen Bedarf und dem logarithmierten Spotpreis ist

ρ̂L,log(S) =

{
0, 66 , falls at = 1
0, 46 , sonst.

Weiters stellen wir fest, dass die Preise an Fenster- und Samstagen ein anderes Verhalten als
an Sonn- und Feiertagen aufweisen (siehe Abbildung 5.10), aber auch nicht zu den typischen
Arbeitstagen zugeordnet werden können.

Wir werdenähnlich wie in [43] den Gestaltparameterat über die Relation

log(St(h)) = atLt(h) + Bt(h), (5.13)

wobeih die Stundeh des Tagest ist, ermitteln. Innerhalb eines Tages sei der Gestaltparameter
konstant.

In einer ersten Analyse haben wir analog zu [43] einen konstanten Parameterat ≡ a ange-
nommen. Jedoch zeigte sich in der weiteren Modellierung, als wir die stochastischen Schwan-
kungen bei der Angebotsseite analysierten, dass der Unterschied zwischen Arbeitstagen und
Nichtarbeitstagen nicht sehr gut wiedergegeben wurde. In einer Simulationsstudie erzeugte das
Modell an Nichtarbeitstagen ungewöhnlich hohe Preise in einer Häufigkeit, die nicht tolerierbar
war, sodass wir von einem konstantenÜbergang Abstand nehmen mussten. Es ist nahe liegend
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Abbildung 5.9: Der Vergleich des Bedarfs mit dem Spotpreis (logarithmiert)

Abbildung 5.10: Der Vergleich des Spotpreises (logarithmiert) zwischen Arbeitstagen, Samsta-
gen/Fenstertagen und Sonn-/Feiertagen
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den Gestaltparameter durch eine komplexe Funktion, die die Saisonalität, Arbeitstag, Sonn-
tag/Feiertag sowie Samstage/Fenstertage unterscheidet, zu beschreiben. Dies führte aber auch
nicht zu besonderen Verbesserungen. Der Grund dafür ist, dass die Andersartigkeit auch in sto-
chastischer Form vorliegt. Das Preisverhalten ist an Nichtarbeitstagen grundlegend anders als
an Arbeitstagen und die Bedarfsmodellierung scheint für Nichtarbeitstage nicht ausreichend zu
sein, um den Preis den ausschlaggebenden Charakter zu verleihen. Daher führten wir folgende
Annahmen ein, an Arbeitstagen ist der Gestaltparameter konstantat = a und an Nichtarbeits-
tagenat = 0, also es gibt keinen Zusammenhang zu den Bedarfsdaten, d.h.

at =

{
a , falls at = 1
0 sonst.

Zur Bestimmung des Gestaltparameters wenden wir den Kleinste- Quadrate-Schätzer auf die
Gleichung

log(st(h)) = alt(h) + b

an, wobei die logarithmierten Spotpreiselog(st(h)) und der Bedarflt(h) nur an Arbeitstagen
betrachtet werden. Die Schwankungen auf der Angebotsseite werden anschließend berechnet
durch

bt(h) = log(st(h))− âtlt(h), (5.14)

wobei

ât =

{
1, 2919× 10−5 , falls at = 1

0 sonst.

5.5 Die Modellierung des Angebotes

Nachdem die Schwankungen auf der Angebotsseite nach (5.14) berechnet wurden, gehen wir
analog zur Modellierung des Bedarfs vor, d.h. wir betrachten diese Variable auch24-dimensional
und nehmen als Modellansatz

Bt = µB
t + CB

t RB
t + 124Yt + εB

t , (5.15)

wobei

• µB
t ∈ R24 das mittlere Angebotsniveau,

• RB
t ∈ Rm die kurzfristigen stochastischen Schwankungen auf der Angebotsseite,

• CB
t ∈ R24×m die Auswirkungen dieser Schwankungen auf die einzelnen Stunden,

• Yt ∈ R die langfristigen Schwankungen und

• εB
t ∈ R24 zus̈atzliche Schwankungen der einzelnen Stunden sind.

Zur Bestimmung der Parameter des ProzessesBt ziehen wir die nach (5.14) berechneten Größen
(b1, . . . , bT ) heran und werden diese zunächst nach Monat und Arbeitstag bzw. Nichtarbeitstag
aufteilen. Das mittlere Angebotsniveau wird analog zum Bedarf durch

µ̂B
t = µ̂B

Mt,Dt
= b̄m,at1{Mt=m,Dt=at}(t) (5.16)
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festgesetzt, sowie für die jeweilige Kombination die zeitabhängigen GewichteCB
t = CB

Mt,Dt

über die Hauptkomponentenanalyse. In den Tabellen A.3 und A.4 im Anhang werden die Antei-
le der ersten10 Hauptkomponenten an der Gesamtvarianz nach Monat und Arbeits- bzw. Nicht-
arbeitstag aufgelistet, wobei die Monate Jänner und Februar für Nichtarbeitstage aufgrund der
geringen Daten von Februar zusammengefasst wurden. Mit der ersten Hauptkomponente wird
bereits mehr als die Ḧalfte der Gesamtvarianz erklärt. Mit den ersten drei Hauptkomponen-
ten werden mindestens78, 84% (Monat September, Arbeitstag) der Gesamtvarianz erklärt. Im
Vergleich zum Bedarf sind die Anteile der ersten drei Hauptkomponenten geringer. Um einen
Anteil über90% bei allen Monaten und Arbeits- bzw. Nichtarbeitstagen zu erreichen, müsste
man die ersten sechs Hauptkomponenten extrahieren. In Summe, mit Berücksichtigung des Be-
darfs und der langfristigen Schwankung, hätten wir damit 10 Zeitreihen, die im Hintergrund
laufen. Dies war unserer Meinung nach zu komplex. Daher entschieden wir uns, die ersten drei
Komponenten zu ẅahlen, mit dem Bewusstsein, dass der Anteil der Gesamtvarianz geringer als
im Vergleich zum Bedarf ist.

Nach Bestimmung der Anzahl der Hauptkomponenten, die wir zur Approximation vonBt her-
anziehen, unterteilen wir nun die berechneten Größenbt in der Form

bt = µ̂B
Mt,Dt

+ ĈB
Mt,Dt

rB
t + xt, (5.17)

wobei

• rB
t = (ΛB

m,Dt
)−1ŷB

t ∈ R3 die ersten drei empirischen Hauptkomponenten reziprok ska-

liert werden und zwar mit den Eigenwertenλ̂m,at,B
1 , λ̂m,at,B

2 , λ̂m,at,B
3 , falls t aus dem Monat

m und Arbeits-bzw. Nichtarbeitstagat stammt, d.h.

ΛB
Mt,Dt

=


√

λ̂m,at,B
1 0 0

0

√
λ̂m,at,B

2 0

0 0

√
λ̂m,at,B

3

 ,

• ĈB
Mt,Dt

= C̃B
Mt,Dt

ΛB
Mt,Dt

∈ R24×3 die ersten drei Spalten der Rücktransformationsmatrix

sind, d.h.C̃B
m,at = (êm,at,B

1 , êm,at,B
2 , êm,at,B

3 ), diesmal skaliert mit den Eigenwerten und

• xt = bt − µ̂B
Mt,Dt

− ĈB
Mt,Dt

rB
t als Realisation von124Yt + εB

t , der langfristigen Schwan-
kungen plus einer Störgröße auf der Angebotsseite, angesehen wird.

Bemerkung 4. Auch hier f̈uhrten wir eine Skalierung durch, damit die Werte der berechneten
ZeitreiherB

t zur Vermeidung von abrupten Niveauveränderungen die gleiche Größenordnung
besitzen.

Bemerkung 5. Im gleichen Sinne wie zuvor werden die stochastischen KomponentenRB
t als

latente Faktoren, die maßgeblich f̈ur die Fluktuationen des Angebots verantwortlich sind, inter-
pretiert. Durch die Hauptkomponentenmethode werden siesichtbargemacht und im weiteren
werden dierB

t als beobachtete Zeitreihen behandelt und die Komponenten werden wie zuvor
unabḧangig modelliert.
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5.5.1 Die stochastischen KomponentenRB
t , Yt und εBt

Wie bereits erẅahnt zeigte sich, dass es innerhalb der Nichtarbeitstage wesentliche Unterschie-
de zwischen Samstag/Fenstertage und Sonn-/Feiertage gibt (siehe Abbildung 5.10). Zunächst
ließen wir diesen Sachverhalt außer Acht und berechneten die empirischen Autokorrelations-
funktionen vonrB

t (i) für i = 1, 2, 3, um saisonalen stochastischen Effekten auf die Spur zu
kommen (siehe Abbildung 5.13) und zwar speziell die der Wocheneffekte. Im ersten Versuch
modellierten wir daher die stochastischen KomponentenRB

t (i), i = 1, 2, 3 durch station̈are
SARIMA-Prozesse mit Periode7 und scḧatzten die Parameter mitrB

t (siehe Abbildung 5.11).

Nach einigen Varianten erschien uns folgendes Modell für alle drei KomponentenRB
t (i), i =

1, 2, 3 als geeignet und zwar

(1− φ1B)(1− φ7B
7)Rt = (1− θ1)(1− θ7)εt, (5.18)

wobeiεt
iid∼ N (0, σ2). Doch es zeigte sich, dass der Preisprozess unrealistische Preise an Nicht-

arbeitstagen erzeugte.

Auch im n̈achsten Versuch, als wir keinen Zusammenhang zu den Bedarfsdaten des Großraums
Graz zuließen und darauf aufbauend die Schwankungen der AngebotsseiteRt durch das Mo-
dell (5.18) ermittelten, zeigten die Preissimulationen kaum Verbesserungen der Situation. Es
war nicht ausreichend, die GewichtsmatrizenCm,at nach Arbeits- bzw. Nichtarbeitstagen zu
unterteilen und den ProzessRB

t als eine SARIMA-Zeitreihe zu modellieren. In Abbildung 5.12
sind die Zeitreihen nach Arbeits-bzw. Nichtarbeitstag aufgegliedert. Man kann erkennen, dass
ein sprungartiges Verhalten vorliegt. Bei Faktor eins ist diese Charakteristik besonders ausge-
prägt. An Arbeitstagen gibt es positive Sprünge und an Nichtarbeitstagen eher negative Sprünge.

Zur Ber̈ucksichtigung der Sprünge wenden wir nun dasRegime-Switchingan. Wir vermu-
ten, dass es zwei Zustände gibt, den Normalzustand, wo der Preisprozess natürlichen Schwan-
kungen unterworfen ist, und den Spikezustand, wo aufgrund von Engpässen oder unerwarteter
Nachfrage ein Ungleichgewicht, das den Preis in die Höhe schnellen oder in die Tiefe purzeln
lässt, entsteht. Diesen intuitiven Ansatzübertragen wir auf unsere Faktoren, die die Auswirkung
auf die Stundeh durch das GewichtCm,at(h, j), j = 1, 2, 3 bewirken; z.B. sind die Gewichte
Cm,at(h, j) positiv undRt mit hohen Werten belegt, so ist das Anfangsniveau der Angebotskur-
ve sehr hoch und es lässt sich vermuten, dass ein Engpass vorliegt.

Da sich das Verhalten an Arbeitstagen von Nichtarbeitstagen wesentlich unterscheidet, wer-
den die beiden Tagestypen in der Modellierung als unabhängige Prozesse behandelt (siehe
Abbildung 5.14), d.h. an Arbeitstagen stammtRB

t (i), i = 1, 2, 3 aus einem anderen Prozess
(bezeichnen wir ihn mitAt(i), i = 1, 2, 3) als an Nichtarbeitstagen (Nt(i), i = 1, 2, 3) und

RB
t (i) = DtAt(i) + (1−Dt)Nt(i).

Im nächsten Schritt haben wir die ProzesseAt und Bt zu modellieren. Da wir Wocheneffek-
te für alle drei Faktoren (siehe Abbildung 5.13) feststellten, die man sehr gut mit SARIMA-
Prozessen modellieren kann, sowie ein Sprungverhalten konstatierten, werden wir das Konzept
des Regime-Switching anwenden (siehe [32]),

At(i) = E1
t (i)A

1
t (i) + (1− E1

t (i))A
0
t (i), (5.19)

Nt(i) = E0
t (i)N

1
t (i) + (1− E0

t (i))N
0
t (i), (5.20)
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Abbildung 5.11: Die stochastischen KomponentenrB
t (i), i = 1, 2, 3
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Abbildung 5.12: Die stochastischen KomponentenrB
t (i) nach Arbeits-bzw. Nichtarbeitstag,i =

1, 2, 3
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Abbildung 5.13: Die empirische Autokorrelationsfunktion vonrB
t (i), i = 1, 2, 3
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Abbildung 5.14: Modell der stochastischen KomponentenRB
t für Arbeits- bzw. Nichtarbeitsta-

ge

wobei

• E0
t (i) ∈ {0, 1} undE1

t (i) ∈ {0, 1} für i = 1, 2, 3 sind die entsprechenden Schalter, ob der
Prozess im Normal- (Eat

t (i) = 0) oder im außernatürlichen Zustand (Eat
t (i) = 1) ist. Wir

modellieren diese zwei Schalter durch homogene Markovketten mitÜbergangsmatrix

P i,at =

(
1− qi

at qi
at

pi
at 1− pi

at

)
für i = 1, 2, 3 undat = 0, 1.

• Die KomponentenA1
t (i) undN1

t (i) beschreiben das Verhalten im Spikezustand (Eat
t (i) =

1, für i = 1, 2, 3, at = 0, 1) an Arbeitstagen und Nichtarbeitstagen und werden mit

A1
t (i)

iid∼ N
(
µ1(i), σ

2
1(i)
)

N1
t (i)

iid∼ N
(
µ0(i), σ

2
0(i)
)

modelliert.

• Für den Normalzustand modellieren wir den Arbeitstagsprozess (at = 1) durch

(1− φ1
1(i)B)(1− φ1

7(i)B
7)A0

t (i) = (1− θ1
1(i)B)(1− θ1

7(i)B
7)εA

t (i),

wobei εA
t (i) ∼ N (0, η2

1(i)) unkorreliert ist, und den Nichtarbeitstagsprozess (at = 0)
durch

(1− φ0
1(i)B)(1− φ0

7(i)B
7)(N0

t (i)− c0
t (i)) = (1− θ1

0(i)B)(1− θ0
7(i)B

7)εN
t (i),
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wobeiεN
t (i) ∼ N (0, η2

0(i)) unkorreliert ist und

c0
t (i) = c0(i) + c1(i)1So(t) + c2(i)1Ft(t)

für i = 1, 2, 3. Beim Nichtarbeitstagsprozess berücksichtigen wir das unterschiedliche
Verhalten von Samstagen/Fenstertagen (c0(i)), das sich umc1(i)1So(t) Einheiten an Sonn-
tagen und umc2(i)1Ft(t) Einheiten an Feiertagen für i = 1, 2, 3 ver̈andert.

Im nächsten Schritt sollen wir die Parameter schätzen, doch wir sind noch mit einem weiteren
Problem konfrontiert. Da wir annehmen, dass es zwei stochastische Prozesse, den Arbeitstags-
und Nichtarbeitstagsprozess, gibt, die je nachdem ob ein Arbeits- bzw. Nichtarbeitstag vorliegt,
beobachtbar sind, m̈ussen wir uns nocḧuberlegen, wie wir jene Zeitpunkte behandeln, an de-
nen der entsprechende Prozess nicht sichtbar ist, d.h. was passiert beim Arbeitstagsprozess an
Nichtarbeitstagen und umgekehrt. Eine Möglichkeit ẅare diese Zeitpunkte alsMissing Values
bei der Parameterschätzung zu ber̈ucksichtigen (siehe [26]).

Wir werden dieses Problem lösen, indem wir unser Modell in ein allgemeines zeitabhängiges
Zustandsraummodell einbetten. Der Vorteil dieser Vorgehensweise ist, dass wir die Parameter
beider ProzesseAt und Nt mit einer (approximativen) Maximum-Likelihood-Schätzung be-
stimmen k̈onnen (siehe Kapitel 2). Bei der weiteren Beschreibung werden wir einfachheitshal-
ber den Indexi für die Faktoren weglassen. Die folgenden Resultate gelten sinngemäß f̈ur alle
drei stochastischen KomponentenRB

t (i), i = 1, 2, 3.

Zunächst f̈uhren wir eine neue MarkovketteZt ein, die wir aus den beiden SchalternEat
t , at =

{0, 1} generieren

E0
t =

{
0 kein Sprung im Nichtarbeitstagsprozess
1 sonst.

E1
t =

{
0 kein Sprung im Arbeitstagsprozess
1 sonst.

Zt =


0 , falls (E0

t , E
1
t ) = (0, 0), beide Prozesse im Normalzustand

1 , falls (E0
t , E

1
t ) = (0, 1), Arbeitstagsprozess im Spikezustand

2 , falls (E0
t , E

1
t ) = (1, 0), Nichtarbeitstagsprozess im Spikezustand

3 , falls (E0
t , E

1
t ) = (1, 1), beide Prozesse im Spikezustand

An einem Arbeitstag k̈onnen wir den Arbeitstagprozess beobachten, jedoch wissen wir nicht ob
er im Spikezustand ist (E1

t ). Im Hintergrund l̈auft der Nichtarbeitstagprozess weiter, der sich
auch in zwei Zusẗanden befinden kann (E0

t ). Im nächsten Schritt modellieren wir die stochasti-
sche Komponente durch ein zeitabhängiges Zustandsraummodell mit Regime-Switching

αB
t = ΦαB

t−1 + Gηt (5.21)

RB
t = Ht(Zt)α

B
t + µt(Zt) + εt(Zt),

wobei

Φat =


φat

1 0 . . . φat
7 −φat

1 φat
7 0

1 0 · · · 0 0 0
0 1 · · · 0 0 0
... 0 · · · 0 0 0
0 0 · · · 0 1 0

 , Φ =

(
Φ0 0
0 Φ1

)
, G =


1 0
...

...
0 1
...

...
0 0

 ,
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Faktor ĉ0 ĉ1 ĉ2 φ̂0
1 φ̂0

7 θ̂0
1 θ̂0

7 η̂2
0

1 0, 6523 −1, 0038 −0, 4194 0, 6018 0, 8862 −0, 2458 0, 6083 0, 1265
2 0, 2833 −0, 3429 −0, 6809 0, 6212 0, 9094 0, 3779 0, 3801 0, 1812
3 −0, 1220 0, 3589 −0, 1479 0, 6465 0, 8013 0, 2750 0, 4435 0, 3563

Tabelle 5.3: Parameter des Nichtarbeitstagsprozesses - NormalzustandN0
t

Faktor µ̂0 σ̂2
0

1 −1, 8376 1, 0956
2 0, 3543 2, 3510
3 0, 2019 2, 8180

Tabelle 5.4: Parameter des Nichtarbeitstagsprozesses - SpikezustandN1
t

und

ηt ∼ N (0, Q) , wobeiQ =

(
η2

0 0
0 η2

1

)
,

Ht(Zt) =


(1,−θ0

1, 0 . . . 0,−θ0
7, θ

0
1θ

0
7, 0 . . . 0) falls Zt ∈ {0, 1} undt Nichtarbeitstag

(0 . . . 0, 1,−θ1
1, 0 . . . 0,−θ1

7, θ
1
1θ

1
7) falls Zt ∈ {0, 2} undt Arbeitstag

0 sonst,

µt(Zt) =


µ0 falls Zt ∈ {2, 3} undt Nichtarbeitstag,
µ1 falls Zt ∈ {1, 3} undt Arbeitstag,

c0 + c11So(t) + c21Ft(t) falls Nichtarbeitstag undZt ∈ {0, 1},
0 sonst,

σε(Zt) =


σ0 falls Zt ∈ {2, 3} und t Nichtarbeitstag,
σ1 falls Zt ∈ {1, 3} und t Arbeitstag,
0 sonst,

εt(Zt) ∼ N(0, σ2
ε (Zt)).

Nun können wir die Parameter für alle drei Komponenten mit Hilfe des Algorithmus von [32]
scḧatzen (siehe Kapitel 2) und erhalten

Faktor q̂0 p̂0

1 0, 0778 0, 7239
2 0, 1300 0, 4275
3 0, 1547 0, 9924

Tabelle 5.5: Parameter des SchaltersE0
t für den Nichtarbeitstagsprozess
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Faktor φ̂1
1 φ̂1

7 θ̂1
1 θ̂1

7 η̂2
1

1 0, 9002 0, 8186 0, 4508 0, 6701 0, 2903
2 0, 8339 0, 4552 0, 4211 0, 2031 0, 2769
3 0, 8994 0, 8506 0, 5002 0, 8657 0, 3764

Tabelle 5.6: Parameter des Arbeitstagsprozesses - NormalzustandA0
t

Faktor µ̂1 σ̂2
1

1 0, 5644 2, 1734
2 −0, 1248 2, 2492
3 0, 0229 2, 8612

Tabelle 5.7: Parameter des Arbeitstagsprozesses - SpikezustandA1
t

Die Parameterscḧatzung vonYt und εB
t und Bestimmung des risikoneutralen Driftes

Für die langfristigen Schwankungen gehen wir analog zu [7] vor und ziehen als Modell

Yt = Yt−1 + µY
t − 1

2
σ2

Y + σY εY
t (5.22)

heran, wobei

εY
t

iid∼ N (0, 1) .

Wir nehmen weiters an, dass der Marktpreis des Risikos für die kurzfristigen Komponenten
(RL

t , RB
t ∈ R3 und εL

t , εB
t ∈ R24) gleich Null ist. In der Herleitung der Preisdynamik des

Forwards gehen wir zur Vereinfachung der Notation in stetige Zeitüber. Somit lautet das stetige
Analogon zuYt

dYt = (µY
t − 1

2
σ2

Y )dt + σY dWt, (5.23)

wobeiWt eine Brownsche Bewegung ist. Für die KomponenteYt nehmen wir sehr wohl einen
Marktpreis des Risikos an. Dann ist der Prozess unter dem risikoneutralen Maß

dYt = (µ∗t − 1
2
σ2

Y )dt + σY dWt, (5.24)

wobei
µ∗t = µY

t − λt.

Die Variableλt bezeichnet den Marktpreis des Risikos vonYt. Unter diesem neuem Maß beträgt
der Futurepreis f̈ur die Stundeh bei F̈alligkeit T zur Zeitt

Ft,T,h = EQ[ST,h|Ft], (5.25)

Faktor q̂1 p̂1

1 0, 0453 0, 2998
2 0, 1162 0, 3018
3 0, 1645 0, 9999

Tabelle 5.8: Parameter des SchaltersE1
t für den Arbeitstagsprozess
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wobeiFt die Information bis zum Zeitpunktt ist. Nun betrachten wir -analog zu [7]- Future-
Verträge, deren F̈alligkeit weit in der Zukunft liegen, d.h.t << T :

Ft,T,h = EQ[ST,h|Ft], (5.26)

= EQ[eaT LT,h+µt(h)B+Ct(h)BRB
t +εB

t (h)+YT |Ft],

= E[eaT LT,h|Ft]E[eµt(h)B+Ct(h)BRB
t +εB

t (h)|Ft]EQ[eYT |Ft],

≈ E[eaT LT,h ]E[eµt(h)B+Ct(h)BRB
t +εB

t (h)]EQ[eYT |Ft].

Diese Approximation k̈onnen wir aufgrund der Stationärität der KomponentenRL
t in LT,h und

RB
t durchf̈uhren. Zur Berechnung vonE[eat,hLt,h ] undE[eµt(h)B+Ct(h)BRB

t +εB
t (h)] ziehen wir eben

diese station̈are Verteilung vonRL
t (i) undRB

t (i), i = 1, 2, 3 heran. Die stochastischen Kompo-
nenten des Bedarfs mit dem Trend bereinigt, d.h.UL

t = RL
t −β0−β1t (für alle drei Komponen-

ten erfolgt dies analog, daher wird der Index nicht mitgeführt) modellierten wir durch stationäre
SARIMA(1, 0, 1)(1, 0, 1)7-Zeitreihen, d.h.

UL
t = φL

1 UL
t−1 + φL

7 UL
t−7 − φL

1 φL
7 UL

t−8 + εL
t − θL

1 εL
t−1 − θL

7 εL
t−7 + θL

1 θL
7 εL

t−8, (5.27)

wobeiεL
t ∼ N(0, σ2

L) unkorreliert ist. Eine andere Darstellungsmöglichkeit dieses Prozesses ist
das Zustandsraummodell

αL
t = ΦLαL

t−1 + GLηL
t (5.28)

UL
t = HLαL

t ,

wobei

ΦL =


φL

1 0 . . . φL
7 −φL

1 φL
7 0

1 0 · · · 0 0 0
0 1 · · · 0 0 0
... 0 · · · 0 0 0
0 0 · · · 0 1 0


G = [ 1 0 . . . 0 ]′

ηt ∼ N(0, Q = σ2
L)

HL = [1,−θL
1 , 0 . . . 0,−θL

7 , θL
1 θL

7 ].

Die ZufallsvariableαL
t ist multivariat normalverteilt mit ErwartungswertE[αt] = 0 und Kova-

rianzmatrix P, die man durch folgende Beziehung (siehe [26] und Kapitel 2) ermitteln kann

PL = (ΦL)PL(ΦL)′ + (GL)QL(GL)′.

Wegen der Normalverteilung vonαt ist auchUL
t normalverteilt mit

E[UL
t ] = E[HLαL

t ] = 0 und

Var[UL
t ] = E[(HLαL

t )(HLαL
t )′] = (HL)PL(HL)′ = ν2.

Daraus folgt f̈ur die station̈are Verteilung vonRL
t , dass diese ebenfalls normalverteilt ist und

zwar mit

E[RL
t ] = β0 + β1t und Var[RL

t ] = ν2.

Weiters erḧalt man

E[exp(aT LT (h))] = E[exp(aT (µL
T (h) + CL

T (h)RL
T + εL

t (h)))]

= exp(aT µT )
3∏

i=1

E[exp(aT CL
T (h, i)RL

T (i))]E[exp(aT εt(h)L)]

= exp(aT δL
T )

3∏
i=1

exp(
1

2
a2

T (CL
T (h, i)2)ν2(i)) exp(a2

T

1

2
σ2

L(h)),
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wobei δL
T = µL

T +
∑3

i=1 CL
T (h, i)(βi

0 + βi
1T ). Für die stochastischen KomponentenRB

t (i),
i = 1, 2, 3 geht man vom Zustandsraummodell (5.21) aus. Zur Vereinfachung lassen wir den In-
dexi weg. Die ZufallsvariableαB

t ist wieder multivariat normalverteilt, dessen Erwartungswert
E[αB

t ] = 0 und KovarianzPB analog wie zuvor berechnet wird. Für RB
t , bedingt aufZt, gilt

RB
t |Zt ∼ N

µ(Zt), H
B
t (Zt)P

BHB
t (Zt)

′︸ ︷︷ ︸
ω2(Zt)

 (5.29)

und

E[exp(CRB
t )|Zt] = exp(Cµ(Zt) +

1

2
C2ω2(Zt))

sowie

E[exp(CRB
t )] =

3∑
j=0

exp(Cµ(Zt = j) +
1

2
C2ω2(Zt = j))P (Zt = j) ,

wobei sich die station̈are Verteilung vonZt aus den station̈aren Verteilungen vonEat
t , at = 0, 1

zusammensetzt:

P (Eat
t = 0) =

pat

qat + pat

P (Eat
t = 1) =

qat

qat + pat

und

P (Zt = 0) = P (E0
t = 0)P (E1

t = 0),

P (Zt = 1) = P (E0
t = 0)P (E1

t = 1),

P (Zt = 2) = P (E0
t = 1)P (E1

t = 0),

P (Zt = 3) = P (E0
t = 1)P (E1

t = 1).

Somit erhalten wir f̈ur exp(µB
T (h) + CT (h)BRB

T + εB
T (h))

E[eµB
T (h)+CT (h)BRB

T +εB
T (h)]

= eµB
T (h)E[eCB

T (h,1)RB
T (1)]E[eCB

T (h,2)RB
T (2)]E[eCB

T (h,3)RB
T (3)]E[eεB

T (h)]

= eµB
T (h)

3∏
i=1

(
3∑

j=0

E[eCB
T (h,i)RB

T (i)|Zi
T = j]P (Zi

T = j)

)
e

1
2
σ2

B(h)

= eµB
T (h)

3∏
i=1

(
3∑

j=0

eCB
T (h,i)µ(ZT =j)+ 1

2
CB

T (h,i)2ω2
i (ZT =j)P (Zi

T = j)

)
e

1
2
σ2

B(h).

Setzen wir in (5.26)̂ST,h = E[exp(aT LT,h)]E[exp(µB
T (h) + CT (h)BRB

T + εB
T (h))], so erhalten

wir

Ft,T,h ≈ ŜT,hEQ[eYT |Ft] = ŜT,he
Yt+

∫ T
t µ∗sds, (5.30)
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für alle Stundenh = 1, . . . , 24 mit Fälligkeit T . Weiters istFt,T,h eine geometrisch Brownsche
Bewegung:

dFt,T,h

Ft,T,h

= σY dWt. (5.31)

Für Futures (Baseload) mit einer beliebigen Lieferperiode[T1, T2] (in Tagen) kann man analog
zu (5.30) vorgehen

Ft,T1,T2 = EQ

[
1

24(T2 − T1)

T2−1∑
T=T1

24∑
h=1

ST,h

∣∣∣ Ft

]
≈ ŜT1,T2e

Yt+
∫ T1

t µ∗sds, (5.32)

wobei

ŜT1,T2 =
1

24(T2 − T1)

T2−1∑
T=T1

e
∫ T

T1
µ∗sds

24∑
h=1

ŜT,h.

Auch dieser Future-VertragFt,T1,T2 verläuft wie eine geometrisch Brown’sche Bewegung:

dFt,T1,T2

Ft,T1,T2

= σY dWt. (5.33)

In diskreter Zeit kann man dannFt,T1,T2 durch

log Ft+1,T1,T2 = log Ft,T1,T2 − 1
2
σ2

Y + σY εY
t (5.34)

beschreiben. Zur Bestimmung des Parametersσ2
Y wird diese Gleichung (5.34) herangezogen.

Als Daten verwenden wir hier Future-Werte des EEX-Terminmarktes. Den risikolosen Drift
Parameterµ∗T bestimmen wir mit Hilfe von (5.32) mit einer Lieferung in [T,T+1) (24-Stunden):

µ∗T =
∂

∂T

(
log

Ft,T,T+1

ŜT,T+1

)
. (5.35)

Da Futurepreise nicht täglich gehandelt werden, m̈ussen wir die fehlenden Werte berücksichtigen.
Daher erhalten wir aus Gleichung (5.34)

F̃t,ut,T1,T2 = log Ft,T1,T2 − log Ft−u,T1,T2 ∼ N(−ut

2
σ2

Y , utσ
2
Y ), (5.36)

wobei ut = u ≥ 1 die Anzahl der Tage seit dem letzten Handelstag angibt. Die Schätzung
für den Parameterσ2

Y erhalten wir aus der Loglikelihood-Maximierung. Dafür ben̈otigen wir
den Stichprobenvektor̃fT1,T2

n = (f̃1,u1,T1,T2 , . . . , f̃n,un,T1,T2) die Differenzen der beobachteten
logarithmierten Futurepreise der Lieferung[T1, T2), die wir mit yt = f̃t,ut,T1,T2 abk̈urzen. Die
Log-Likelihood-Funktion lautet

L
f̃

T1,T2
n

(σ2
Y ) = −n

2
log(2π)− 1

2

n∑
t=1

log(ut)−
n

2
log(σ2

Y )− (5.37)

n∑
t=1

1

2utσ2
Y

(yt +
ut

2
σ2

Y )2.
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Die Scḧatzung des Parametersσ2
Y wird durch L̈osen der Score-Gleichung von (5.37) ermittelt.

∂L
f̃

T1,T2
n

(σ2
Y )

∂σ2
Y

= − n

2σ2
Y

− 1

2σ4
Y

n∑
t=1

1

ut

(2(yt +
ut

2
σ2

Y )
ut

2
σ2

Y − (yt +
ut

2
σ2

Y )2) = 0
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Anschließend sind die ParameterµY
t undΣB zu kalibrieren, wobei wirµY

t konstant annehmen,
d.h.µY

t = µY . Dazu wird ein Zustandsraum für Xt aufgestellt

Xt = 124Yt + εB
t , (5.39)

wobei wir als Datenxt = bt − µ̂B
t − ĈB

t rB
t verwenden. Der ProzessXt ist ein Zustandsraum-

modell mitÜbergangsgleichung

Yt = Yt−1 + µY − 1
2
σ2

Y + σY εY
t , (5.40)

(5.41)

wobeiσ2
Y fixiert ist, εY

t ∼ N (0, 1), εB
t ∼ N

(
0, ΣB

)
, E[εY

t εB
s ] = 0 für alles, t mit
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0
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2

 .

Mit Hilfe der Kalmanfiltertechnik kann man die Log-Likelihood-Funktion aufstellen und bezüglich
den unbekannten ParameternµY undΣB optimieren. Abschließend kann der risikonetrale Drift
µ∗t gescḧatzt werden.
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Ergebnisse

Zur Scḧatzung vonσ2
Y werden Futurepreise vom EEX-Terminmarkt herangezogen. Dazu stehen

neben verschiedenen Lieferzeiträumen[T1, T2] (Monat, Quartal und Jahr) auch zwei verschie-
dene Lasttypen (siehe [19]) zur Verfügung:

1. Grundlast (Baseload), die Liefertage von Montag bis Sonntag für alle 24 Stunden des
Tages umfasst und

2. Spitzenlast (Peakload), die Liefertage von Montag bis Freitag (einschließlich Feiertage)
von08 : 00 Uhr bis20 : 00 Uhr umfasst,

wobei alle Lasttypen mit der Lieferperiode (Monat, Quartal und Jahr) kombinierbar sind. Kon-
trakte mit Monatslieferungen können bis zu6 Monate im Voraus gehandelt werden, Kontrakte
mit Quartalslieferungen bis zu7 Quartale im Voraus und Kontrakte mit Jahreslieferungen bis
zu drei Jahre im Voraus. Aus dieser Beschränkung ergibt sich eine begrenzte Zeitreihe für die
Preise des entsprechenden Future-Vertrages.

Zum Zeitpunkt der Modellerstellung stammten die letzt aktuellen Future-Daten aus dem Jahr
2003 (2.1. 2003 bis 30.12.2003). Zur Schätzung vonσ2

Y wurdenüberwiegend Quartals- und Jah-
resfutures, die in diesem Zeitraum gehandelt wurden, in Betracht gezogen. In Tabelle 5.9 sind
die Scḧatzungen des Parametersσ̂2

Y für verschiedene Lieferperioden und für die zwei Grund-
lasttypen angeführt. Wie man sieht, ergeben sichähnliche Resultate. F̈ur die weitere Vorgehens-
weise werden wir die Schätzung

σ̂2
Y = 9, 19× 10−6

aus den Daten des Futures mit Lieferperiode Quartal April 2004 Baseload verwenden.

Kontrakt σ2
y Kontrakt σ2

y

Q-Apr-04 Baseload 9,19059E-06 Q-Apr-04 Peakload 1,16945E-05
Q-Jul-04 Baseload 8,92883E-06 Q-Jul-04 Peakload 1,14366E-05
Q-Okt-04 Baseload 9,66754E-06 Q-Okt-04 Peakload 9,66754E-06
J-Jan-05 Baseload 9,09432E-06 J-Jan-05 Peakload 9,09432E-06
J-Jan-06 Baseload 5,00225E-06 J-Jan-06 Peakload 5,00225E-06

Tabelle 5.9: Scḧatzung des Parametersσ̂2
Y für verschiedene Lieferperioden (Q: Quartal, J: Jahr)

Nachdem die Volatiliẗat σ̂2
Y gescḧatzt wurde, k̈onnen die ParameterµY und Σ̂B kalibriert wer-

den und man erḧalt folgende Ergebnisse:

µ̂Y = 3, 09× 10−6 (5.42)

undΣ̂B siehe Tabelle 5.10.

Abschließend ist der risikoneutrale Driftµ∗t zu bestimmen. Dabei stellt man fest, dass ein
zeitabḧangiger Drift aufgrund der zur Verfügung stehenden Lieferperioden nicht leicht zu mo-
dellieren ist. Prinzipiell ist die aktuelle Forwardkurve notwendig. Da jedoch nur einige wenige
Future-Vertr̈age mit bestimmten Lieferzeiten (Monat, Quartal und Jahr) existieren, werden wir
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σ̂2
1 σ̂2

2 σ̂2
3 σ̂2

4 σ̂2
5 σ̂2

6

0,0111 0,0103 0,0075 0,0076 0,0077 0,0113
σ̂2

7 σ̂2
8 σ̂2

9 σ̂2
10 σ̂2

11 σ̂2
12

0,0171 0,0187 0,0108 0,0070 0,0072 0,0097
σ̂2

13 σ̂2
14 σ̂2

15 σ̂2
16 σ̂2

17 σ̂2
18

0,0068 0,0064 0,0064 0,0062 0,0068 0,0085
σ̂2

19 σ̂2
20 σ̂2

21 σ̂2
22 σ̂2

23 σ̂2
24

0,0084 0,0083 0,0093 0,0078 0,0084 0,0116

Tabelle 5.10: Die geschätzten Parameter̂σ2
h von εB

t , h = 1, . . . , 24

die Forwardkurve durch die vorhandenen Futurepreise mit den verschiedenen Fälligkeitszeit-
räumen approximieren (siehe Abbildung 5.15).

Zunächst tragen wir beginnend bei einem Ausgangszeitpunkt (2.1.2003) ausgeẅahlte gehan-
delte Future-Vertr̈age (Monat, Quartal, Jahr - Baseload) auf der Zeitachse auf und glätten die
erzeugte Treppenfunktion durch Interpolation, sodass wir für jeden F̈alligkeitstag einen Preis
erhalten, d.h. wir approximierenFt,T,T durch die Interpolation. Anschließend wirdµ∗T durch
die Lösung von Gleichung (5.35) diskret approximiert, d.h. sei

FCT = log

(
Ft,T,T+1

Ŝt,T,T+1

)

dann wirdµ∗T (siehe (5.35)) durch

µ∗T ≈ FCT − FCT−1 (5.43)

angen̈ahert, wobei aufgrund der Approximation vonFt,T (siehe (5.32)) die Forwardkurve erst
ab 1. Juli 2004 herangezogen wird. Abbildung 5.16 zeigt die interpolierte Forwardkurve für
den Zeitraum vom 1. Juli 2003 bis 31. Dezember 2004 zusammen mit den Erwartungswerten
Ŝt,T,T . Hier wird sehr scḧon verdeutlicht, dass die interpolierte Forwardkurve wesentliche Un-
terschiede bez̈uglich Nicht-/Arbeitstag aufgrund der geringen Informationen – man besitzt nur
die Futurepreise von Monats-, Quartals- und Jahresverträgen – nicht abbilden kann. Die Ergeb-
nisse f̈ur µ∗T unter Anwendung der diskreten Form (siehe (5.35)) sind in der Abbildung 5.17
illustriert. Zur Vereinfachung des Modells werden wir den zeitabhängigen Drift

µ∗T ≈ µ∗

durch eine Konstante annähern. Daf̈ur mitteln wir die Ergebnisse von (5.43)über die zwei Jahre
2003 und 2004 und erhalten

µ̂∗ = 7, 96× 10−5.

Das bedeutet, der Preis eines Future-Kontraktes für die Lieferperiode2004 ist um ca.3%(=
7.96× 10−5 × 365) höher als f̈ur das Jahr2005. In [7] wird ebenfalls ein konstanter risikoneu-
traler Drift angenommen.
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Abbildung 5.15: Interpolierte Forwardkurve vom 2.1.2003 der EEX Grundlast mit Fälligkeit
Jänner 2003 bis Dezember 2004

Abbildung 5.16: Forwardkurve vom 2.1.2003 der EEX Grundlast mit Fälligkeit Juli 2003 bis
Dezember 2004 im Vergleich zu den geschätzten Erwartungswerten̂ST,T
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Abbildung 5.17:µ∗T aus der EEX Grundlast mit Lieferzeit Juli 2003 bis Dezember 2004, aus-
gehend vom 2.1.2003

5.6 Die Performance des Preismodells - Eine Simulationsstu-
die

Da nun die Parameter des Modell vollkommen spezifiziert sind, wird zurÜberpr̈ufung der
Qualiẗat des Modells eine Simulationsstudie durchgeführt. Dazu betrachten wir den Zeitraum
01.05.2002 bis 30.04.2003. Zun̈achst wurden 1000 Preissimulationen generiert und auf Stun-
denbasis transferiert. In Abbildung 5.18 werden diese 1000 Preissimulationen dem tatsäch-
lichen Preisverlauf des EEX-Spotmarktes gegenübergestellt. Man sieht, dass unser Modell die
zeitabḧangige Volatiliẗat sehr gut abbildet. In den Sommer- und Wintermonaten (auf der Zeitach-
se zwischen 1000 und 3000 bzw. 4500 und 6500) ist der Preis stärkeren Schwankungen ausge-
setzt, als im Fr̈uhling und Herbst. Das Spikeverhalten wird ebenfalls widergespiegelt (siehe
Abbildung 5.18 oder Abbildung 5.19), d.h. durch das Regime-Switching kann man dieses für
den Strommarkt sehr typisches Phänomen sehr gut beschreiben.

Einen tieferen Einblick erḧalt man, wenn man eine Simulation mit dem EEX-Spotmarkt ver-
gleicht (siehe Abbildung 5.19 unten). Rasante Preisanstiege, die sofort auf ein mittleres Niveau
zurückkehren, treten verhältnism̈aßig selten auf, z.B. um Stunde1200 oder2700. Bei diesem
Simulationspfad treten aber auch im Winter solche Spitzen auf, aber nicht in dem Ausmaß. Im
oberen Teil der Abbildung sieht man, dass es sehr wohl Simulationen gibt, die Preishöhenüber
300 Euro generieren. In Abbildung 5.18 sind die Preisrealisationen nicht abgeschnitten darge-
stellt. Der ḧochste Simulationspreis liegt bei1800. Am EEX-Spotmarkt wurde am 7.1.2003
ein Höchstpreis von 1720 Euro (siehe Kapitel 3 Abbildung 3.3) erzielt. Im Sommer (Stunde
1000 bis 3000) und Winter (4500 bis 6500) sind die Preis volatiler als in den anderen Jah-
reszeiten. Dieses Verhalten lässt sich in den Abbildungen 5.27 bis 5.34 gut studieren, wo der
Median, das0, 025-Quantil und das0, 975-Quantil mit dem tats̈achlichen Preis verglichen wer-
den. Zus̈atzlich wird dies hinsichtlich Arbeits- bzw. Nichtarbeitstag getrennt.
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In Abbildung 5.20 sieht man wie ein Simulationspfad in logarithmischer Skala verläuft. Man
erkennt, dass auch negative Preisspikes (Preis ist sehr klein) in unserem Modell abgebildet wer-
den, da wir sowohl f̈ur Arbeitstag als auch Nichtarbeitstag ein Sprungverhaltenüber Regime-
Switching eingebaut haben. Bei Nichtarbeitstagen liegt die Sprungrichtung in negativer Rich-
tung vor, d.h. die Angebotsseite bietet unerwartet mehr Kapazitäten als der Bedarf benötigt,
daher rasselt der Preis in die Tiefe, wie man in den drei unteren Grafiken sehen kann. Hier
werden zus̈atzlich die entsprechenden Zustände der drei Hauptkomponenten von den Schwan-
kungen auf der Angebotsseite (Bt) dargestellt. Durch die Trennung der Prozesse in Arbeits-
und Nichtarbeitstag kann das Sprungverhalten (an Arbeitstagen Preisanstiege und an Nichtar-
beitstagen rasante Preissenkungen) besser modelliert werden. Wie bereits die Parameterwerte
zeigten, ist die Sprungkomponente im ersten Faktor die treibende Kraft. Das ist auch darauf
zurückzuf̈uhren, dass die erste Hauptkomponente bereits mehr als50% der Gesamtvarianz er-
klärt.

Die Entwicklung des Preises zu gewissen Zeiten ist ebenfalls von großem Interesse. In Ab-
bildung 5.21 und 5.22 werden die Preissimulationen – aufgeteilt nach Onpeak-Zeiten (08:00 -
20:00) und Offpeak-Zeiten (00:00-08:00 und 20:00 - 00:00), sowie nach Arbeits- und Nichtar-
beitstagen – mit dem tatsächlichen Preisverlauf verglichen. Weiters werden die Preise an Wo-
chenenden (Abbildung 5.23) und an Feier- und Fenstertagen (5.24) untersucht. Im Großen und
Ganzen wird das typische Preisverhalten widergespiegelt. Das größte Problem, mit dem wir
am Anfang zu k̈ampfen hatten, war die Preisentwicklung an Nichtarbeitstagen. In der ersten
Modellvariante, wo wir die drei Hauptkomponenten der Schwankungen auf der Angebotsseite
mit SARMA-Zeitreihen ohne Unterscheidung von Arbeits- und Nichtarbeitstagen kalibrierten,
wurden unrealistische Preise erzeugt (siehe Abbildung 5.21 und 5.22, erste Modellvariante).
Insbesondere in den Offpeak-Zeiten entstanden Preise, die vollkommen inakzeptabel waren.

Bei Arbeitstagen hatten wir nahezu keine Probleme. Da das Verhalten an Arbeits- und Nichtar-
beitstagen aber große Unterschiede mit sich bringt und insbesondere die Struktur der Fenster-
tage und Samstage keine eindeutige Zuordnung zu Arbeits- bzw. Nichtarbeitstagen ermöglicht,
ist eine gemeinsame Betrachtung nicht gut geeignet (siehe Abbildungen 5.21, 5.22). Durch die
Trennung in einen Arbeits- und Nichtarbeitstagsprozess konnten wir die Situation deutlich ver-
bessern, jedoch nicht komplett bereinigen.

In den Abbildungen 5.23 und 5.24 werden die Preissimulationen für die Wochenenden und
Feier-/Fenstertagen dargestellt. Hier zeigen sich deutliche Verbesserungen hinsichtlich der ho-
hen Preisentwicklungen, insbesondere bei den Feier-/Fenstertagen. Wie hoch der Anteil dieser
Preisentwicklungen ist, haben wir in Form von Histogrammen dargestellt, in denen wir die rela-
tive Häufigkeit der simulierten Preise mit den EEX-Spotpreisen bezüglich Arbeits- und Nicht-
arbeitstag berechneten (Abbildung 5.26 und 5.25). Die Preise der Arbeitstage nähern sich im
Modell mit Regime-Switching dem EEX-Spotpreisen im Bereich von20 bis 30 Euro sowie
auch bei Preisen von70 Euro und mehr. Zwar hat sich die Masse für die Preise120 Euro durch
das Einbinden von Sprungkomponenten gegenüber der ersten Variante leicht erhöht, ist aber
im Vergleich zum EEX-Spotmarkt noch immer gering. Bei den Preisen an Nichtarbeitstagen
konnten durch das Einbinden von Sprungkomponenten, sowie die Trennung der stochastischen
Komponenten auf der Angebotsseite in einen Arbeits- und Nichtarbeitstagsprozess doch bedeu-
tende Verbesserungen erzielt werden, insbesondere bei den Preisen30 Euro und mehr.
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Abschließend haben wir zur Evaluierung des Modells für jede Stunde des betrachteten Zeitrau-
mes, den Median, das empirische0, 025- und0, 975-Quantil von1000 Simulationen berechnet
und mit dem tats̈achlichen Preis verglichen (siehe die Abbildungen 5.27 bis 5.34), wobei wir
die Arbeits- und Nichtarbeitstage separat betrachten. Im Frühling erreicht das0, 975-Quantil
der Simulation bis̈uber80 Euro pro Megawattstunde. Zu Mittag, gegen Abend (20:00) und
zu gewissen Nachmittagsstunden sind die Preise höher als in der Fr̈uh und in der Nacht. Im
März sind die Preise zu Mittag und gegen Abend in der gleichen Größenordnung, wogegen im
April die Mittagstunde deutlich ḧohere Preise ausweist. Im Mai stechen die Mittagspreise ein-
deutig hervor. Der tats̈achliche Preis des EEX-Spotmarktes entspricht dem mittleren Preis der
Simulationen (Median). An Nichtarbeitstagen ist die Bandbreite der Preisentwicklung geringer.
Vergleicht man die Struktur des Preises, so sieht man, dass diese sich sehr wohl von der Struktur
am Arbeitstag unterscheidet.

Im Sommer sind die Preise volatiler, insbesondere an Arbeitstagen. Die empirischen0, 975-
Quantile erreichen dort sogarüber250 Euro (siehe z.B. 7. Juni 2003). Das betrifft vor allem die
Mittagszeit. Hier k̈onnen die Preise aufgrund der hohen Temperaturen, die im Sommer anzutref-
fen sind, in die Ḧohe schnellen. An Nichtarbeitstagen verläuft der Preis auf einem niedrigeren
Niveau, wobei im Monat August die empirischen0, 975-Quantile aufgrund unseres Modells in
den Morgenstunden̈uber70 Euro erreichen k̈onnen.

Die Preise im Herbst beruhigen sich wieder. Im September ist der Preis an Arbeitstagen zur
Mittagszeit noch am ḧochsten. Die empirischen0, 975-Quantile erreichen nocḧuber140 Euro
pro Megawattstunde. Im Oktober liegt die Schwankungsbreite an Arbeitstagen schon weit dar-
unter. Im November verändert sich die zeitliche Position des Spitzenpreises. Er verlagert sich
auf die Abendstunde (20:00 Uhr). Im Vergleich mit dem tatsächlichen Preisverlauf zeigt sich,
dass der Median in der gleichen Größenordnung liegt. Bei den Nichtarbeitstagen schwankt der
Preis zwischen nahezu0 und63 Euro. Klare Strukturen lassen sich hier nicht erkennen.

Abschließend k̈onnen wirüber die Wintermonate folgendes feststellen. In den Abendstunden
(20:00) k̈onnen sich hohe Preise entwickeln, besonders in den Monaten Dezember und Jänner.
Die empirischen0, 975-Quantile erreichen bis̈uber250 Euro (16. Dezember 2002). Im Monat
Februar beruhigt sich die Lage deutlich. An Nichtarbeitstagen ist der Preisverlauf wieder von
anderer Struktur und die Bandbreite ist deutlich geringer.

Im Großen und Ganzen zeigt sich jedoch, auch wenn an Nichtarbeitstagen in seltenen Fällen
unrealistische Preise entstehen, dass unser Modell die typischen Charakteristika des Preises
sehr gut abbildet. Neben den saisonalen Komponenten, liegen saisonale Schwankungen vor,
wie es die monatliche Betrachtung des Preises getrennt in Arbeits- und Nichtarbeitstagen im
Detail zeigt. Das sprungartige Verhalten wird durch das Regime-Switching in den stochasti-
schen Komponenten auf der Angebotsseite berücksichtigt. Durch Einbinden von stationären
SARIMA-Prozessen wird das Mean-Reversion Verhalten abgebildet. Die langfristigen Schwan-
kungen finden nur in den Forwards ihren Niederschlag und wirken sich kaum auf die Spotpreise
aus. Schlussendlich ist es uns gelungen durch das Trennen der stochastischen Komponenten auf
der Angebotsseite in einen Arbeits- und Nichtarbeitstagsprozess die Zahl der unrealistischen
Preise an Nichtarbeitstagen deutlich zu reduzieren.
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Abbildung 5.18: 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) vom1.5.2002 bis30.4.2003
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1000 Simulationen

1 Simulation

Abbildung 5.19: Preissimulationen (auf Stundenbasis) vom1.5.2002 bis30.4.2003
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1 Simulation

Zustandsverlauf der drei Faktoren RB
t (i), i = 1,2,3

Abbildung 5.20: 1 Preissimulation (auf Stundenbasis und logarithmischer Basis) und die
Zusẗande in den drei Hauptkomponenten vonBt (bei grauer Hinterlegung: Regime befindet
sich im außernatürlichen Zustand an Arbeitstagen, bei hellgrauer an Nichtarbeitstagen) vom
1.5.2002 bis30.4.2003
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Modell

Erste Modellvariante

Abbildung 5.21: 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) vom1.5.2002 bis30.4.2003 - Ver-
gleich Nicht-/Arbeitstag Onpeak (08:00 - 20:00) mit dem EEX-Spotmarkt und der ersten Mo-
dellvariante
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Modell

Erste Modellvariante

Abbildung 5.22: 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) vom1.5.2002 bis30.4.2003 - Ver-
gleich Nicht-/Arbeitstag Offpeak (00:00-08:00 und 20:00 - 00:00) mit dem EEX-Spotmarkt und
der ersten Variante
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Modell

Erste Modellvariante

Abbildung 5.23: 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) vom1.5.2002 bis30.4.2003 - Ver-
gleich Wochenende (Samstag und Sonntag) mit dem EEX-Spotmarkt und der ersten Modellva-
riante
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Modell

Erste Modellvariante

Abbildung 5.24: 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) vom1.5.2002 bis30.4.2003 - Ver-
gleich Feiertag bzw. Fenstertag mit dem EEX-Spotmarkt und der ersten Modellvariante
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Modell

Erste Modellvariante

Abbildung 5.25: 1000 Preissimulationen Arbeitstag (auf Stundenbasis) vom1.5.2002 bis
30.4.2003: Vergleich mit der ersten Modellvariante Histogramm
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Modell

Erste Modellvariante

Abbildung 5.26: 1000 Preissimulationen Nichtarbeitstag (auf Stundenbasis) vom1.5.2002 bis
30.4.2003: Vergleich mit der ersten Modellvariante Histogramm
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Frühling Arbeitstag

Abbildung 5.27: 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) der Monate März, April und Mai
2003, Arbeitstag
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Frühling Nichtarbeitstag

Abbildung 5.28: 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) der Monate März, April und Mai
2003, Nichtarbeitstag
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Sommer Arbeitstag

Abbildung 5.29: 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) der Monate Juni, Juli und August
2003, Arbeitstag
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Sommer Nichtarbeitstag

Abbildung 5.30: 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) der Monate Juni, Juli und August
2003, Nichtarbeitstag
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Herbst Arbeitstag

Abbildung 5.31: 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) der Monate September, Oktober
und November 2003, Arbeitstag
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Herbst Nichtarbeitstag

Abbildung 5.32: 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) der Monate September, Oktober
und November 2003, Nichtarbeitstag
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Winter Arbeitstag

Abbildung 5.33: 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) der Monate Dezember 2002, Jänner
und Februar 2003, Arbeitstag
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Kapitel 5. Modellierung des EEX-Spotpreises für die Preisfestsetzung von Stromderivaten

Winter Nichtarbeitstag

Abbildung 5.34: 1000 Preissimulationen (auf Stundenbasis) der Monate Dezember 2002, Jänner
und Februar 2003, Nichtarbeitstag
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Kapitel 6

Die Swing-Option

Flexible Vertr̈age im Bereich des Stromhandels gewinnen immer mehr an Attraktivität. Daher
sind Fragestellungen wie z.B. die Preisfestsetzung solcher Verträge von großer Bedeutung. In
diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit der Berechnung des Preises von einer mehrfach
aus̈ubbaren Option (im Engl.multi-exercise optionoder auch Swing-Option). Solche Verträge
ermöglichen eine bestimmte Anzahl an Ausübungsrechten̈uber einem vordefinierten Zeitraum,
bei denen man eine gewisse Menge an Strom zu einem fixen Preis beziehen kann. Der Kunde
darf unter bestimmten Restriktionen selbst entscheiden, wann er wie viel bezieht.

Da die Preisentwicklung des Stromes einer Zufälligkeit unterworfen ist, bewegen wir uns in
einer stochastischen Umgebung, die wir in der Berechnung berücksichtigen m̈ussen. In den letz-
ten Jahren entstanden zahlreiche Strompreismodelle (siehe Kapitel 4), die Vor- und Nachteile
besitzen. Auch wir haben ein Modell entwickelt, mit dem wir die wesentlichen Eigenschaften
des Strommarktes, die ja aufgrund der Besonderheit der Nichtspeicherbarkeit sehr spezifisch
sind, abzudecken versuchen (siehe Kapitel 5), wobei wir als primäres Ziel den Einsatz dieses
Modells bei der Preisfestsetzung von Stromderivaten, insbesondere von Swing-Optionen ver-
folgen. Dies scheint uns durchaus gelungen zu sein.

Die Preisfestsetzung von Swing-Optionen führt uns zu einem stochastischen dynamischen Opti-
mierungsproblem, das wir mit der Adaptierung der Ideen von [34] und [47] approximativ lösen
werden. Im ersten Schritt werden wir das Problem allgemein beschreiben.

6.1 Die mathematische Formulierung

Wir betrachten einen diskreten Zeitraum und nehmen einen vollständigen Wahrscheinlichkeits-
raum(Ω,A, P ) aufT = {0, . . . , T} an. Mit Xt : Ω → Rm für allet ∈ T beschreiben wir den
stochastischen Einfluss. Unser Preisprozess(St)t∈T liegt in Form von

St = h(Xt)

vor, wobeih : Rm → Rn
+ eine messbare Funktion ist. Weiters bezeichnen wir mitF = (Ft)t∈T

die aufsteigende Filtration, die durchFt = σ(Xu ∪ N )u≤t mit N die Menge aller Nullmengen
erzeugt wird. Der Prozess(Xt)t∈T sei bez̈uglich der FiltrationF adaptiert. Abschließend neh-
men wir an, dass wir uns in der risikoneutralen Welt (siehe Kapitel 4) befinden.
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Kapitel 6. Die Swing-Option

Die Swing-Option ist nun ein Vertrag, der, wie bereits erwähnt, dem Kunden eine gewisse
Menge an Strom garantiert, die er frei nach seinem Gutdünken unter Einhaltung bestimmter
Restriktionen zu einem vordefinierten Preis beziehen kann. Wenn der Verkäufer dieses Vertra-
ges wenig Informationen̈uber seinen Vertragspartner besitzt, muss er bei der Preisfestsetzung
davon ausgehen, dass der Kunde diesen Vertrag so einsetzen wird, dass dieser den Strom am
Spotmarkt mit Gewinn verkaufen wird. Der Kunde im Gegensatz dazu muss davon ausgehen,
dass dieses Kalk̈ul im Preis enthalten ist. Wegen der stochastischen Einflüsse kann man den
Preis einer Swing-Option folgendermaßen formulieren:

VSwing = sup
{Y (t0),...,Y (tN )}

EQ[
N∑

k=0

exp(−
∫ tk

0

rsds)Y (tk)
′(Stk −K)|F0] (6.1)

wobeiY (tk), die Aus̈ubungsmenge des Zeitpunktestk, gewissen Restriktionen unterliegen kann,
wie z.B.

Y (tk) ∈ [Y −
u (tk), Y

−
o (tk)] ∪ [Y +

u (tk), Y
+
o (tk)] ⊂ Rn ∀k ∈ {0, . . . , N} und

M−
min ≤

N∑
k=1

|Y (tk)|1′Y (tk)≤0 ≤ M−
max,

M+
min ≤

N∑
k=1

|Y (tk)|1′Y (tk)>0 ≤ M+
max und

0 ≤ 1Y (tk)≤0 + 1Y (tk)>0 ≤ 1n

wobei

N die Anzahl der Aus̈ubungsm̈oglichkeiten,

K der Aus̈ubungspreis,

rs die Zinsintensiẗat und

Y −
u (tk) < 0, Y −

o (tk) ≤ 0 die Restriktionen f̈ur den Verkauf von Strom,

Y +
u (tk) > 0, Y +

o (tk) > 0 die Restriktionen f̈ur dem Kauf von Strom und

M−
min, M−

max undM+
min, M+

max die Gesamtrestriktionen sind.

Unter dem Begriffmehrfach aus̈ubbare Optionist eine Bandbreite von Verträgen zu verstehen,
wie wir im Abschnitt 6.5 sehen werden. Eine Eigenschaft ist ihnen allen gemeinsam, und zwar
die Suche nach jener Strategie, ausgedrückt durch die FunktionY (tk), die den erwarteten Ertrag
bez̈uglich des risikoneutralen Maßes in (6.1) maximiert. Zur Lösung dieses Problems werden
Methoden der stochastischen dynamischen Optimierung benötigt.

Ohne Beschr̈ankung der Allgemeinheit werden wir für die n̈achsten Abschnitte annehmen, dass
an jedem Tag ausgeübt werden kann, d.h. wir vernachlässigen den Indexk bei der Zeit.

Zunächst formulieren wir das Problem (6.1) allgemeiner (siehe z. B. [2], [33] und [44]) und de-
finieren uns dazu den Verlauf der ZustandsgrößenvariableM = (Mt)t∈T mit Mt ∈ ME

t ⊆ Rd.
Diese beschreibt uns globale Restriktionen, wie z.B. die verbleibenden Ausübungsmengen oder
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Kapitel 6. Die Swing-Option

den Reservoirstand eines virtuellen Speicherkraftwerkes zum Zeitpunktt. Unsere Entschei-
dungen, die wir im Verlauf treffen werden, hängen von dieser Größe ab, man kann sie auch
als globale Restriktionen ansehen. Weiters bezeichnen wir mit(ME,ME) den entsprechenden
Messraum. Die VariableX = (Xt)t∈T sei unsere stochastische Einflussgröße, die bez̈uglich
der FiltrationF = (Ft)t∈T adaptiert ist. Mit(ZE,ZE) = (ME ×Rm×(T+1),ME ×Bm×(T+1))
bezeichnen wir den gemeinsamen Produktraum vonM und X, wobei mitBm×(T+1)) die σ-
Algebra derm × (T + 1)-dimensionalen Borelmengen bezeichnet wird. Weiters definieren
wir die Folge der Aus̈ubungsmengenY = (Yt)t∈T , die gewissen Restriktionen unterliegt,
d.h. Yt ∈ Y E

t ⊆ Rn und sei(Y E,YE) der entsprechende Messraum. Zusätzlich führen wir
eine Folge von mengenwertigen Funktionen (Korrespondenzen) ein, die uns die zulässigen
Ausübungsmengen zum Zeitpunktt beschreiben

Γt : ME
t × Rm×(t+1) → YE

t , ∀t ∈ T .

Wie bereits erẅahnt ḧangen diese Aus̈ubungsmengen von der ZustandsvariableMt, die z.B. die
zur Verfügung stehende Menge sein kann, und von der stochastischen GrößeXt, in unserem
Fall die stochastischen Komponenten unseres Preisprozesses, ab. Weiters sei

At = {
(
Mt, X

t, Yt) ∈ ME
t × (Rm×(t+1))× Y E

t : Yt ∈ Γt(Mt, X
t)
}

der Graph vonΓt, wobeiX t = (X0, . . . , Xt) ist. Abschließend ben̈otigen wir den Produktraum

(ZE
t ,ZE

t ) = (ME
t × Rm×(t+1),ME

t × Bm×(t+1)),

sowie
(SE

t ,SE
t ) = (ZE

t × Y E
t ,ZE

t × YE
t ).

Nun sei
ft : SE

t → R

eine Familie von Ertragsfunktionen für allet ∈ T , hinsichtlich dieser maximiert wird. In unse-
rem Fall hatft die Form

ft(Mt, X
t, Yt) = Y ′

t (St(X
t)−K), ∀t ∈ T , (6.2)

wobei gilt

Mt ∈ ME
t , X t ∈ Rm×(t+1), Yt ∈ Γt(Mt, X

t) ⊆ Rn.

Was uns noch fehlt, ist der Diskontierungsfaktor. Seiβt = e−
∫ t+1

t rudu der Diskontierungsfaktor
für eine Zeiteinheit. F̈ur unsere Anwendungen nehmen wirβt ≡ β konstant und deterministisch
an.

Zum Zeitpunktt befindet sich das System im ZustandMt und die stochastischen Komponenten
haben den VerlaufX t. Aufgrund dieser Informationen wird hinsichtlich des Ertrages eine Ent-
scheidung gef̈allt, d.h.Yt ∈ Γt(Mt, X

t) wird geẅahlt. Danach ver̈andert sich der ZustandMt

und geht inMt+1 über. Dieser Verlauf(Mt)t∈T muss beschrieben werden und zwar erfolgt dies
durch eine Familie von Funktionen

gt+1 : At × Rm×(t+1) → ME
t+1,

wobeiMt+1 = gt+1(Mt, Yt, X
t+1). Wir definieren nun folgende Strategie:
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Kapitel 6. Die Swing-Option

Definition 6.1.1 (siehe [44]).EineStrategie ist eine Folge vonFt-messbaren FunktionenY =
(Yt)t∈T mit Yt : Ω → Y E

t für alle t ∈ T . Eine Strategie beginnend mitZ0 = (M0, X0) heißt
zulässig, wenn

1. Y0(X0) ∈ Γ0(Z0)

2. Yt(X
t) ∈ Γt(M

Y
t (X t), X t) für alleX t undt = 1, . . . , T ,

wobei die FunktionenMY
t : Ω → ME

t für t = 1, . . . , T rekursiv durch

1. MY
1 (X1) = g1(M0, Y0(X0), X

1) für alleX1 und

2. MY
t (X t) = gt(M

Y
t−1(X

t−1), Yt−1(X
t−1), X t) für alleX t undt = 2, . . . , T

definiert werden. MitΥ(Z0) bezeichnen wir die Menge aller zulässigen StrategienY beginnend
mit Z0.

Weiters seiỸt,T = (Ỹt, . . . , ỸT ) die Strategie beginnend zum Zeitpunktt mit Zt = (Mt, X
t).

Wir bezeichnen diese Strategie zulässig, wenn

1. Ỹt(X
t) ∈ Γt(Zt)

2. Ỹk(X
t) ∈ Γt(M̃

Ỹ
k (Xk), Xk) für alleXk undk = t + 1, . . . , T ,

wobei die FunktionenM̃ Ỹ
k : Rm×(k+1) → ME

k für k = t + 1, . . . , T rekursiv durch

1. M̃ Ỹ
t+1(X

t+1) = gt+1(Mt, Ỹt(X
t), X t+1) für alleX t+1 und

2. M̃ Ỹ
k (Xk) = gk(M̃

Ỹ
k−1(X

k−1), Ỹk−1(X
k−1), Xk) für alleXk undk = t + 2, . . . , T

definiert werden. MitΥ(Zt) bezeichnen wir die Menge aller zulässigen StrategieñYt,T begin-
nend zum Zeitpunktt mit Zt = (Mt, X

t).

Bemerkung 6. WennY ∈ Υ(Z0), dann ist die StrategiẽY1,T = (Y1, . . . , YT ) ∈ Υ(Z1) be-
ginnend mitZ1 = (g1(M0, Y0(X0), X

1), X1) ebenfalls zul̈assig, sowiẽY2,T = (Y2, . . . , YT ) ∈
Υ(Z2) beginnend mitZ2 = (g2(M

Y
1 (X1), Y1(X

1), X2), X2) etc.

Bemerkung 7. Liegen die Ertragsfunktionen in Form von (6.2) und ein Markovscher Prozess
X vor, kannX t durchXt ersetzt werden.

Berechnen wir nun den erwarteten Ertrag zu einer beliebigen zulässigen StrategieY vonZ0

v0(Y, Z0) = EQ[
T∑

t=0

βtft(M
Y
t (X t), X t, Yt(X

t))|X0],

dann k̈onnen wir das Problem (6.1) folgendermaßen beschreiben

sup
Y ∈Υ(Z0)

v0(Y, Z0) (6.3)

unter

MY
t+1(X

t+1) = gt+1(M
Y
t (X t), Yt(X

t), X t+1), (6.4)

Yt(X
t) ∈ Γt(M

Y
t (X t), X t) und

(M0, X0) Z0-messbar.
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Kapitel 6. Die Swing-Option

6.2 Existenz einer optimalen L̈osung

Zur Existenzsicherung einer optimalen Lösung ben̈otigen wir Voraussetzungen, wann eine Stra-
tegie zul̈assig ist (siehe dazu auch [44]).

Lemma 6.2.1.Gegeben seien(ZE,ZZ), (Y E,YE), Γ = (Γt)t∈T , f = (ft)t∈T ,g = (gt)t∈T \{0}
undβ. Wenn f̈ur alle t = 0, . . . , T

1. die mengenwertigen FunktionenΓt nicht leer sind,

2. der Graph vonΓt, alsoAt, St-messbar ist,

3. es messbare Funktionenht : ZE
t → Y E

t gibt, sodassht(Zt) ∈ Γt(Zt) für alle Zt ∈ ZE
t

gilt, und

4. gt ebenfalls eineFt-messbare Funktion ist,

dann istΥ(Zt) 6= ∅ für alle Zt ∈ ZE
t undt ∈ T .

Beweis.Dadurch, dass es für allet = 0, . . . , T eine Folge von messbaren Funktionenht(Zt) ∈
Γt(Zt) für alleZt gibt, kann man f̈ur ein beliebigesZ0 = (M0, X0) ∈ ZE

0 definieren

Y0(X0) = h0(Z0)

Yt(X
t) = ht(M

Y
t (X t), X t).

Da h0 Z0-messbar ist, folgt f̈ur ein fixesM0 die F0-Messbarkeit vonY0(X0). Für t = 1 gilt
wegen derF1-Messbarkeit vong1, dass

Y1(X
1) = h1(g1(M0, Y0(X0), X

1), X1)

F1-messbar ist. Mit Hilfe der Induktion nacht folgt dieFt-Messbarkeit vonYt für alle t. Da
Z0 beliebig geẅahlt wurde, folgt die Behauptung. Analog geht man für Υ(Zt) 6= ∅ für alle
Zt ∈ ZE

t vor.

Unter

Annahme 6.2.2.Die Ertragsfunktionenft : SE
t → R sind f̈ur alle t = 0, . . . , T St-messbar

und integrierbar.

können wir die Funktionenfolgen(vk(Y, Zk))k∈T , beginnend mitZk = (Mk, X
k) ∈ ZE

k für
k = T, . . . , 0, definieren:

vT (ỸT,T , ZT ) = fT (MT , XT , ỸT (XT )) (6.5)

vk(Ỹk,T , Zk) = fk(Mk, X
k, Ỹk(X

k)) +
T∑

t=k+1

EQ[βt−kft(M
Ỹ
t (X t), X t, Ỹt(X

t))|Xk].

Ist die Menge der zulässigen StrategienΥ(Zk) 6= ∅ für alle k = T, . . . , 0 und Zk und gilt
zus̈atzlich die Annahme (6.2.2), dann ist die Funktionvk(., Zk) aufΥ(Zk) wohldefiniert und es
existiert

V ∗
k (Zk) = sup

Ỹk,T∈Υ(Zk)

vk(Ỹk,T , Zk) P-f.s. (6.6)
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derart, dass P-f.s. gilt

V ∗
k (Zk) ≥ vk(Ỹk,T , Zk) für alleỸk,T ∈ Υ(Zk)

V ∗
k (Zk) = lim

j→∞
vk(Ỹ

j
k,T , Zk) für eine Folge{Ỹ j

k,T}
∞
j=1 ∈ Υ(Zk).

Im nächsten Schritt betrachten wir folgenden funktionalen Zusammenhang für t = 0, . . . , T − 1:

Vt(Zt) = (6.7)

sup
Πt∈Γt(Zt)

{
ft(Mt, X

t, Πt) + βEQ[Vt+1(gt+1(Mt, Πt, X
t+1), X t+1)|X t]

}
∀Zt

und für t = T

VT (ZT ) = sup
ΠT∈ΓT (ZT )

fT (MT , XT , ΠT ), ∀ZT , (6.8)

und definieren

Gt(Zt) = (6.9)

{Πt ∈ Γ(Zt) : Vt(Zt) = ft(Mt, X
t, Πt) + βEQ[Vt+1(gt+1(Mt, Πt, X

t+1), X t+1)|X t]} ∀Zt

bzw.

GT (ZT ) = {ΠT ∈ Γ(ZT ) : VT (ZT ) = fT (MT , XT , ΠT )} ∀ZT (6.10)

undt ∈ T . Ist für allet ∈ T die MengeGt 6= ∅ und gibt es zumindest eine messbare Funktion
φt, sodassφt(Zt) ∈ Gt(Zt) für alleZt ∈ ZE

t , dann k̈onnen wir eine Strategie durch

Y0(X0) = φ0(Z0)

Yt(X
t) = φt(M

Y
t (X t), X t), ∀X t,

definieren. Diese erfüllt (1) und (2) von Definition (6.1.1) und ist somit zulässig. Analog k̈onnen
wir auch eine zul̈assige StrategiẽYt,T beginnend mitZt = (Mt, X

t) auf diese Weise definieren.

Folgende Bedingungen m̈ussen erf̈ullt sein, damit eine StrategieY ausG = (Gt)t∈T eine opti-
male L̈osung erzielt (siehe auch [44]).

Satz 6.2.3.Gegeben seien(ZE,ZZ), (Y E,YE), Γ = (Γt)t∈T , f = (ft)t∈T , g = (gt)t∈T undβ.
Es gelte Annahme (6.2.2) undΥ(Zt) 6= ∅ für alle t ∈ T undZt ∈ ZE

t . SeiV ∗ = (V ∗
t )t∈T durch

(6.6) definiert undV = (Vt)t∈T eine Folge vonFt-messbaren Funktionen, die die Gleichung
(6.7) erf̈ullt. SeiG = (Gt)t∈T für V = (Vt)t∈T (siehe (6.9)) gegeben. Wenn es eine Folge von
messbaren Funktionenφt(Zt) ∈ Gt(Zt) 6= ∅ für alle Zt ∈ ZE

t undt ∈ T gibt, dann gilt:

1. Vt(Zt) = V ∗
t (Zt) für alle t ∈ T undZt und

2. jede beliebige StrategiẽYt,T , die ausG = (Gk)k={t,...,T} stammt, erreicht das Supremum
in (6.6) f̈ur alle t ∈ T .

Der Satz besagt, wenn für alle t ∈ T wegenΥ(Zt) 6= ∅, Annahme (6.2.2) und den wohldefi-
niertenV ∗

t (Zt) für ein beliebigesZt ∈ ZE
t (d.h. es gibt eine optimale Lösung von (6.6)) f̈ur die

FunktionenfolgeV = (Vt)t∈T , die durch (6.7) definiert ist,
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1. Vt(Zt) ≥ vt(Ỹt,T , Zt) für alleỸt,T ∈ Υ(Zt)

2. Vt(Zt) = lim
j→∞

vt(Ỹ
j
t,T , Zt) für eine Folge{Ỹ j

t,T}∞j=1 ∈ Υ(Zt)

gilt, folgt

V ∗
t (Zt) = Vt(Zt).

Das ist leicht züuberpr̈ufen, da man f̈ur eine beliebige StrategiẽYt,T ausΥ(Zt) erḧalt

Vt(Zt) = sup
Πt∈Γt(Zt)

{
ft(Mt, X

t, Πt) + βEQ[Vt+1(gt+1(Mt, Πt, X
t+1), X t+1)|X t]

}
≥ ft(Mt, X

t, Ỹt) + βEQ[Vt+1(gt+1(Mt, Ỹt, X
t+1), X t+1)|X t]

= ft(Mt, X
t, Ỹt) + βEQ[ sup

Πt+1∈Γt+1(M Ỹ
t+1(Xt+1),Xt+1)

{
ft+1(M

Ỹ
t+1(X

t+1), X t+1, Πt+1)+

βEQ[Vt+2(gt+2(M
Ỹ
t+1(X

t+1), Πt+1, X
t+2), X t+2)|X t+1]

}
|X t+1]

≥ ft(Mt, X
t, Ỹt) + βEQ[ft+1(M

Ỹ
t+1(X

t+1), X t+1, Ỹt+1(X
t+1))|X t]

+βEQ[Vt+2(M
Ỹ
t+2(X

t+2), X t+2)|X t]

= ft(Mt, X
t, Ỹt) + βEQ[ft+1(M

Ỹ
t+1(X

t+1), X t+1, Ỹt+1(X
t+1))|X t] +

β2EQ[ sup
Πt+2∈Γt+2(M Ỹ

t+2(Xt+2),Xt+2)

{
ft+2(M

Ỹ
t+2(X

t+2), X t+2, Πt+2)+

βEQ[Vt+3(gt+3(M
Ỹ
t+2(X

t+2), Πt+2, X
t+3), X t+3)|X t+2]

}
|X t]

≥ ft(Mt, X
t, Ỹt) +

2∑
k=1

βk−tEQ[fk(M
Ỹ
k (Xk), Xk, Ỹk)|X t]

+β3EQ[Vt+3(gt+3(M
Ỹ
t+2(X

t+2), Ỹt+2(X
t+2), X t+3), X t+3|X t]

...

≥ vt(Ỹt,T , Zt)

Daraus folgtVt(Zt) ≥ vt(Ỹt,T , Zt) für alle Ỹt,T ∈ Υ(Zt). Zur Überpr̈ufung vonVt(Zt) =
lim
j→∞

vt(Ỹ
j
t,T , Zt) für eine beliebige Folge{Ỹ j

t,T}∞j=1 ∈ Υ(Zt) wählt man eine StrategiẽY ∗
t,T aus
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(G)T
k=t mit StartwertZt. Nach Voraussetzung gibt es zumindest eine Strategie, für die gilt

Vt(Zt) = sup
Πt∈Γt(Zt)

{
ft(Mt, X

t, Πt) + βEQ[Vt+1(gt+1(Mt, Πt, X
t+1), X t+1)|X t]

}
= ft(Mt, X

t, Ỹ ∗
t ) + βEQ[Vt+1(gt+1(Mt, Ỹ

∗
t , X t+1), X t+1)|X t]

= ft(Mt, X
t, Ỹ ∗

t ) + βEQ[ sup
Πt+1∈Γt+1(M Ỹ

t+1(Xt+1),Xt+1)

{
ft+1(M

Ỹ ∗

t+1(X
t+1), X t+1, Πt+1)+

βEQ[Vt+2(gt+2(M
Ỹ ∗

t+1(X
t+1), Πt+1, X

t+2), X t+2)|X t+1]
}
|X t]

= ft(Mt, X
t, Ỹ ∗

t ) + βEQ[ft+1(M
Ỹ ∗

t+1(X
t+1), X t+1, Ỹ ∗

t+1(X
t+1))|X t]

+βEQ[Vt+2(M
Ỹ ∗

t+2(X
t+2), X t+2)|X t]

...

= vt(Ỹ
∗
t,T , Zt).

Setzt mañY j
t,T = Ỹ ∗

t,T für allej ∈ N, dann haben wir eine Folge, für dieVt(Zt) = lim
j→∞

vt(Ỹ
j
t,T , Zt)

gilt, gefunden. Daraus folgt

Vt(Zt) = V ∗
t (Zt) ∀t ∈ T undZt.

Für die in (6.5) definierte Funktionenfolge gilt folgende Beziehung

Lemma 6.2.4.Gegeben seien(ZE,ZE), (Y E,YE), Γ = (Γt)t∈T , f = (ft)t∈T , g = (gt)t∈T und
β. Weiters gelte Annahme (6.2.2) undΥ(Zt) 6= ∅ für alle Zt ∈ ZE

t undt ∈ T . Seiv = (vk)k∈T
die in (6.5) definierte Funktionenfolge. Dann gilt für eine zul̈assige StrategiẽYt,T ∈ Υ(Zt):

vt(Ỹt,T , Zt) = ft(Mt, X
t, Ỹt) + βEQ[vt+1(Ỹt+1,T , Zt+1)|X0],

wobeiZt+1 = (M Ỹ
t+1(X

t+1), X t+1) undỸt+1,T = (Ỹt+1, . . . , ỸT ).

In Bemerkung 6 wurde angemerkt, dass für ein beliebigesZt ∈ ZE
t und zul̈assige Strategie

Ỹt,T ∈ Υ(Zt) gilt, dassỸt+1,T ∈ Υ(Zt+1) ebenfalls eine zulässige Strategie ist, wobei diesmal
Zt+1 = (gt+1(M

Ỹ
t (X t), Ỹt, X

t+1), X t+1). Unter Annahme (6.2.2) undΥ(Zt) 6= ∅ für alle t
undZt ∈ ZE

t ist die Funktionenfolgevt(Ỹt,T , Zt) wohldefiniert und man erḧalt für alle t ∈ T ,
Zt ∈ ZE

t und für Ỹt,T ∈ Υ(Zt) beliebig

vt(Ỹt,T , Zt) = ft(M
Ỹ
t (X t), X t, Ỹt(X

t)) +
T∑

k=t+1

EQ[βk−tfk(M
Ỹ
k (Xk), Xk, Ỹk(X

k))|X t]

= ft(M
Ỹ
t (X t), X t, Ỹt(X

t)) + βEQ[ft+1(M
Ỹ
t+1(X

t+1), X t+1, Ỹt+1(X
t+1)) +

EQ[
T∑

k=t+2

βk−t+1fk(M
Ỹ
k (Xk), Xk, Ỹk(X

k))|X t+1]|X t]

= ft(M
Ỹ
t (X t), X t, Ỹt(X

t)) + βEQ[vt+1(Ỹt+1,T , Zt+1)|X t],
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wobeiZt+1 = (gt+1(M
Ỹ
t (X t), Ỹt, X

t+1), X t+1) undỸt+1,T = (Ỹt+1, . . . , ỸT ).

Nun können wirüber die Existenz einer optimalen Lösung folgende Aussage treffen.

Satz 6.2.5.Gegeben seien(ZE,ZE), (Y E,YE), Γ = (Γt)t∈T , f = (ft)t∈T , g = (gt)t∈T undβ.
Weiters gelte Annahme (6.2.2) undΥ(Zt) 6= ∅ für alle Zt ∈ ZE

t . SeiV ∗
0 durch (6.6) definiert,

messbar und erfülle Gleichung (6.7) f̈ur alle t ∈ T . SeiY ∗ die optimale Strategie beginnend
mit Z0, die (6.6) erreicht undG = (Gt)

T
t=0 sei durch (6.9) definiert. Wenn es eine Folge von

messbaren Funktionenφt ∈ Gt 6= ∅ für alle t ∈ T gibt, dann existiert eine Strategie ausG
beginnend mitZ0, sodass

Y G
0 = Y ∗

0 (X0) (6.11)

Y G
t (X t) = Y ∗

t (X t) P-f.s∀t = 1, . . . , T .

Wenn man f̈ur die optimale StrategieY ∗, dieV ∗
0 (siehe (6.6)) erreicht, folgenden funktionalen

Zusammenhang aufstellen kann

V ∗
0 (Z0) = f0(M0, X0, Y

∗
0 ) + βEQ[V ∗

1 (g1(M
Y ∗

0 (X0), Y
∗
0 (X0), X

1), X1︸ ︷︷ ︸
=:MY ∗

1 (X1)

)|X0]

und

V ∗
t (MY ∗

t (X t), X t) = ft(M
Y ∗

t (X t), Y ∗
t (X t), X t) +

βEQ[V ∗
t+1(gt+1(M

Y ∗

t (X t), Y ∗
t (X t), X t+1), X t+1)|X t],

wobeiV ∗
t in (6.6) definiert ist, dann lässt sich die optimale Strategie durch die Funktionenfolge

φt ∈ Gt beschreiben.

Wegen
V ∗

0 (Z0) = v0(Y
∗, Z0) ≥ v0(Y, Z0) ∀ Y = (Y1, . . . , YT ) ∈ Υ(Z0)

und Lemma 6.2.4 gilt

f0(M0, X0, Y
∗
0 ) + βEQ[v1(Ỹ

∗
1,T , Z1)|X0]

≥ f0(M0, X0, Y0) + βEQ[v1(Ỹ1,T , Z1)|X0] ∀Y ∈ Υ(Z0),

wobei Ỹ1,T = (Y1, . . . , YT ) mit Z1 = (MY
1 (X1), X1) und Ỹ ∗

1,T = (Y ∗
1 , . . . , Y ∗

T ) mit Z1 =

(MY ∗
1 (X1), X1). Diese Ungleichung gilt also auch für eine beliebige StrategieY ∈ Υ(Z0) mit

Y0 = Y ∗
0 . Wir wählen nun eine Folge von messbaren Funktionφt mit φt(Zt) ∈ Gt(Zt) für alle

t = 1, . . . , T undZt und definieren folgende zulässige StrategieY G

Y G
0 (X0) = Y ∗

0 (X0)

Y G
t (X t) = φt(M

Y G

t (X t), X t) ∀X t.

Für Z1 = (MY G

1 (X1), X1) ist die Fortsetzung̃Y G
1,T = (Y G

1 , . . . , Y G
T ) eine Strategie, die aus

G̃ = (Gt)
T
t=1 stammt. WegenΥ(Z1) 6= ∅ und Satz 6.2.3 erreicht̃Y G

1,T das Supremum für das
Problem

V ∗
1 (Z1) = sup

Ỹ1,T∈Υ(Z1)

v1(Ỹ1,T , Z1) = v1(Ỹ
G
1,T , Z1).
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Daraus folgt

v1(Ỹ
G
1,T , Z1) ≥ v1(Ỹ

∗
1,T , Z1) ∀Z1 = (MY G

1 (X1), X1)

und

EQ[v1(Ỹ
G
1,T , Z1)|X0] ≥ EQ[v1(Ỹ

∗
1,T , Z1)|X0].

Wegen

f0(M0, X0, Y
∗
0 ) + βEQ[v1(Ỹ

∗
1,T , Z1)|X0]

≥ f0(M0, X0, Y
G
0 ) + βEQ[v1(Ỹ

G
1,T , Z1)|X0]

undY ∗
0 = Y G

0 erḧalt man

EQ[v1(Ỹ
∗
1,T , Z1)|X0] ≥ EQ[v1(Ỹ

G
1,T , Z1)|X0] P-f.s.

Daraus folgt

EQ[v1(Ỹ
G
1,T , Z1)|X0] = EQ[v1(Ỹ

∗
1,T , Z1)|X0]

sowie

V ∗
1 (Z1) = v1(Ỹ

G
1,T , Z1) = v1(Ỹ

∗
1,T , Z1) ∀Z1 = (MY G

1 (X1), X1) P-f.s

und
V ∗

0 (Z0) = f0(M0, X0, Y
∗
0 ) + βEQ[V ∗

1 (Z1)|X0].

Im nächsten Schritt betrachten wir für Z1 = (MY ∗
1 (X1), X1)

V ∗
1 (Z1) = v1(Ỹ

∗
1,T , Z1) ≥ v1(Ỹ1,T , Z1).

Somit gilt

f1(M
Y ∗

1 (X1), X1, Y ∗
1 ) + βEQ[v2(Ỹ

∗
2,T , Z2)|X1]

≥ f1(M
Ỹ
1 (X1), X1, Y1) + βEQ[v2(Ỹ2,T , Z2)|X1] ∀Ỹ1,T ∈ Υ(Z1).

Diese Ungleichung gilt auch für die Strategie

Y G
0 (X0) = Y ∗

0 (X0)

Y G
1 (X1) = Y ∗

1 (X1)

Y G
t (X t) = φt(M

Y G

t (X t), X t) ∀X t und t = {2, . . . , T}.

DaỸ G
2,T eine zul̈assige Strategie mit AnfangswertZ2 = (MY ∗

2 (X2), X2) ist, die aus(Gt)t∈{2,...,T}
stammt, erreicht sie nach Satz 6.2.3 das Supremum für

V ∗
2 (Z2) = sup

Y2,T∈Y (Z2)

v2(Y2,T , Z2) = v2(Ỹ
G
2,T , Z2).

Daraus folgt
v2(Ỹ

G
2,T , Z2) ≥ v2(Ỹ2,T , Z2) ∀Z2 = (MY ∗

2 (X2), X2)
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und
E[v2(Ỹ

G
2,T , Z2)|X1] ≥ E[v2(Ỹ

∗
2,T , Z2)|X1].

Analog wie zuvor wegenY ∗
1 (X1) = Y G

1 (X1) haben wir auch

E[v2(Ỹ
∗
2,T , Z2)|X1] ≥ E[v2(Ỹ

g
2,T , Z2)|X1]

und erhalten

E[v2(Ỹ
∗
2,T , Z2)|X1] = E[v2(Ỹ

G
2,T , Z2)|X1] = EQ[V ∗

2 (Z2)|X1].

Und es gilt

V ∗
1 (Z1) = ft(M

Y ∗

1 (X1), Y ∗
1 (X1), X1) + βEQ[V ∗

2 (MY ∗

2 (X2), X2)|X1].

Wiederholt man dies bist = T , wobeiV ∗
T+1 ≡ 0, dann folgtY ∗

t ∈ Gt für allet ∈ T .

6.3 Berechnung der optimalen L̈osung

Durch Satz 6.2.3 und Satz 6.2.5 erhalten wir Bedingungen für die optimale L̈osung. Sind die
Voraussetzungen erfüllt, dann gilt f̈ur die optimale StrategieY ∗ beginnend mitZ0 = (M0, X0)
die rekursive Beziehung

V ∗
0 (Z0) = f0(M0, X0, Y

∗
0 ) + βEQ[V ∗

1 (g1(M
Y ∗

0 (X0), Y
∗
0 (X0), X

1), X1)|X0],

und

V ∗
t (MY ∗

t (X t), X t) = ft(M
Y ∗

t (X t), Y ∗
t (X t), X t) + (6.12)

βEQ[V ∗
t+1(gt+1(M

Y ∗

t (X t), Y ∗
t (X t), X t+1), X t+1)|X t],

wobei

V ∗
t (Zt) = sup

Ỹt,T∈Υ(Zt)

EQ[
T∑

k=t

βk−tfk(M̃
Ỹ
k (Xk), Ỹk(X

k), Xk)|X t] ∀ t ∈ T .

Durch diese Beziehung können wir das Problem (6.3) in TeilproblemeV ∗
t aufteilen und untersu-

chen. Mit Hilfe dieser Teill̈osungen ist es m̈oglich das gesamte Problem zu lösen (Bellmannsche
Prinzip der Optimaliẗat siehe [4], [33] oder [44]). Zur Berechnung vonV ∗

t , die wir im weiteren
alsWertefunktionen bezeichnen, zieht man die Rückwärtsinduktion heran.

6.3.1 Die R̈uckwärtsinduktion

Zur Lösung von (6.3) wirdV ∗
n (6.12) sequentiell vonn = T, . . . , 0 berechnet:

1. Wir beginnen mitn = T : Für alleZT = (MT , XT ) ∈ ZE
T wird

V ∗
T (ZT ) = sup

ΠT∈ΓT (ZT )

fT (MT , XT , ΠT )

berechnet. Das Problem ist deterministisch. Nach den Voraussetzungen für Satz 6.2.3 und
Satz 6.2.5 gibt es eine messbare Funktion ausGT , sodass̃Y ∗

T,T (XT ) = φ∗T (ZT ) und

V ∗
T (ZT ) = sup

ỸT,T∈Υ(ZT )

vT (ỸT,T , ZT ).
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2. Im n̈achsten Schritt berechnen wir für alleZT−1 = (MT−1, X
T−1) ∈ ZE

T−1 mit Υ(ZT−1) 6=
∅

V ∗
T−1(ZT−1) = sup

ΠT−1∈ΓT−1(ZT−1)

fT−1(MT−1, X
T−1, ΠT−1) +

βEQ[V ∗
T (gT (MT−1, ΠT−1, X

T ), XT )|XT−1]

= sup
ỸT−1,T∈Υ(ZT−1)

vT−1(ỸT−1,T , ZT−1),

wobei die optimale Strategie die Form

Ỹ ∗
T−1,T = (φ∗T−1(ZT−1), φ

∗
T (gT (MT−1, φ

∗
T−1(ZT ), XT ), XT ))

besitzt.

3. Diese Berechnung wird bis zum Zeitpunktn = 0 wiederholt. Dadurch entsteht eine Folge
von optimalen EntscheidungsfunktionenY ∗ = (φ∗t )

T
t=0.

4. Anschließend kann man bei gegebenen AnfangsbedingungenM0 und X0 die optimale
Ausübungstrategie für eine beliebige Realisierung des Preisprozesses durch diese Ent-
scheidungsfunktionen berechnen.

Bemerkung 8. In jedem Schritt muss manV ∗
t (Mt, X

t) für alle zul̈assigen ZuständeMt und
EreignisseX t berechnen. Bei hoher Dimension des Zustandsraumes (Zt = (Mt, X

t) ∈ ZE
t )

oder bei sehr komplexer Struktur des stochastischen ProzessesX = (Xt)t∈T kann die Funktion
V ∗(Zt) nicht mehr explizit dargestellt werden. In solchen Fällen sind Approximationen n̈otig.

6.4 Approximation

Wir suchen nun eine Approximationsmethode, die zufrieden stellende Ergebnisse bezüglich des
Problems (6.3) liefert, auch für sehr komplexe stochastische Einflüsse. Ein bahnbrechender Al-
gorithmus von [34] zur Approximation des Bermuda-Optionspreises erweist sich sehr geeignet
für die numerische L̈osung unserer Problemstellung.

Betrachten wir am Beginn die einfachste Option, die in unserer Problemstellung (6.3) eingebet-
tet ist. Es ist die Bermuda-Option. Bei dieser Option besitzt manüber den gesamten Fälligkeits-
zeitraum[0, T ] ein einziges Verkaufs- bzw. Kaufrecht, das zu den Zeitent ∈ {0, . . . , T} aus-
gëubt werden kann. Zu jedem m̈oglichen Aus̈ubungszeitpunkt wird die Frage gestellt, ob aus-
gëubt werden soll oder nicht. Dabei ist der springende Punkt die Wahl vonFt-messbaren Basis-
funktionen in der Approximation der in Zukunft zu erwartenden Auszahlung, wenn man zum
gegebenen Zeitpunkt nicht ausübt , d.h.

EQ[V ∗
t+1|X t] = EQ[ sup

τ∈[t+1,T ]

f(Sτ )|X t] ≈
K∑

i=1

aiφi(X
t),

wobei die Parameter durch die Kleinste-Quadrate-Methode ermittelt werden. Durch diese Ap-
proximation erhalten wir eine untere Schranke für den Preis der Bermuda-Option, der gegen
den wahren Wert konvergiert (siehe [11]). Wir werden im nächsten Abschnitt die Idee von [34]
skizzieren und ihn auf unser Problem adaptieren.
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6.4.1 Der Longstaff und Schwartz Algorithmus

Der Einfachheit halber betrachten wir einen Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,F , Q) und einen Mar-
kovschen PreisprozessXt ∈ R, der bez̈uglichFt = σ((Xt)u≤t) adaptiert ist. Im ersten Schritt
führen wirN Preissimulationen mit StartwertX0 = X für allej ∈ {1, . . . , N} für den Zeitraum
T \{0} durch und bezeichnen mitωj = (Xj

0 , . . . , X
j
T ) denj-ten simulierten Pfad des Prozesses.

Weiters nehmen wir an, dass die Auszahlungsfunktionft(Xt) = f(Xt) ∈ L2(Ω,F , Q) und
die Zinsrate, somit auch folglich der Diskontierungsfaktorβ, deterministisch und konstant sind.
Der Preis der Bermuda-Option lässt sich nun formulieren als

V ∗
B(X0) = sup

τ
EQ[βτf(Xτ )]. (6.13)

Im ersten Schritt betten wir (6.13) in unsere Formulierung ein. Dazu definieren wir zunächst
den Aus̈ubungsstatusMt ⊆ ME

t = {0, 1} für allet ∈ T , wobei die Elemente

M ∈ ME
t =

{
0 die Option wurde bereits ausgeübt,
1 die Option wurde noch nicht ausgeübt

bedeuten. Dieser Status entwickelt sich nach folgender Gesetzmäßigkeit

Mt+1(Xt+1) = gt+1(Mt(Xt), Yt(Xt), Xt+1)

= Mt(Xt)− Yt(Xt),

wobeiYt die erfolgte Aus̈ubung beschreibt. Die zulässige Menge für Yt, alsoΓt, ist

Γt(Mt, Xt) =

{
{0}, falls Mt = 0
{0, 1}, falls Mt = 1.

Somit ist die Menge der zulässigen StrategienΥ(Zt) 6= ∅ für alleZt = (Mt, Xt) und für alle
t ∈ T . Nun können wir das Problem für Z0 = (M0, X0) = (1, X0) folgendermaßen definieren

V B∗
0 (X0) = sup

τ
EQ[βτf(Xτ )]

m

V ∗
0 (Z0) = sup

Y ∈Υ(Z0)

EQ[
T∑

t=0

βtYtf(Xt)|X0].

Weiters erhalten wir f̈ur die WertefunktionenV ∗
t mit Zt = (Mt, Xt)

V ∗
t (Zt) = sup

Πt∈Γt(Zt)

{Πtf(Xt) + EQ[βV ∗
t+1(Mt − Πt, Xt+1)|Xt]}

m

V ∗
t ((1, Xt)) = sup

Πt∈{0,1}
{Πtf(Xt) + EQ[βV ∗

t+1(Mt − Πt, Xt+1)|Xt]}

V ∗
t ((0, Xt)) = 0
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für alleXt. Dies f̈uhrt uns zu

V ∗
t ((1, Xt)) = sup{f(Xt), EQ[βV ∗

t+1(1, Xt+1)|Xt]}
m

V B∗
t (Xt) = sup

{
f(Xt), EQ[βV B∗

t+1(Xt+1)|Xt]
}

,

dem Wert der Bermuda-Option zum Zeitpunktt, wenn noch keine Aus̈ubung stattgefunden hat.
Der Algorithmus von [34] geht nun von den zu erwartenden Cash-Flows zum Zeitpunktt aus,
wenn keine Aus̈ubung bis dahin stattgefunden hat.

Wir definieren jetzt f̈ur jeden Pfadωj, j = 1, . . . , N vom Ausgangspunktt die zu erwarten-
den Cash-FlowsCF T

t (ωj, s) für t < s ≤ T und für allej = 1, . . . , N , die die Option erzeugt,
falls sie bis zum Zeitpunktt noch nicht ausgëubt wurde. F̈ur alle Pfadeωj sei

H(ωj, t) = EQ[βV B∗
t+1(X

j
t+1)|X

j
t ] = EQ[

T∑
i=t+1

βiCF T
t+1(ω

j, i)|Xj
t ].

der Preis der Bermuda-Option zur Zeitt. Dieser ist gleich den zukünftigen Cash-Flows, die man
bez̈uglichωj erreichen kann, bedingt auf die Information bis zum Zeitpunktt.

Nun beginnen wir wie bei der R̈uckwärtsinduktion mit dem F̈alligkeitszeitpunktt = T und
berechnen f̈ur jede Simulationωj für j = 1, . . . , N den optimalen Cash-Flow der Option

CF T
T (ωj, T ) = f(Xj

T ).

Dieser wird diskontiert
ECF T

t−1(ωj) = βCF T
T (ωj, T ).

Die FunktionH(ωj, t−1) wird durch eine entsprechende Wahl vonFt−1-messbaren Basisfunk-
tionen approximiert

H(ω, t− 1) ≈ HK(ω, t− 1) = HK(Xt−1, t− 1) =
K∑

i=1

ai
t−1φi(Xt−1).

Zur Scḧatzung der unbekannten Parameterat vonHK(ω, t− 1) werden die diskontierten Cash-
Flows bei der Kleinsten-Quadrate-Methode herangezogen,

min
at∈RK

N∑
j=1

(ECF T
t−1(ωj)−HK(ωj, t− 1))2.

Nach Ermittlung der Koeffizienten̂at wird der Cash-Flow-Pfad ausgehend vom Zeitpunktt =
T − 1 ermittelt. Daf̈ur muss man die durch̃HK(ωj, t) erzeugten optimalen Cash-Flows

CF T
t (ωj, i) = CF T

t+1(ωj, i)1H̃K(ωj ,t)>f(Xt)

für allet < i ≤ T und
CF T

t (ωj, t) = f(Xt)1H̃K(ωj ,t)≤f(Xt)
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berechnen. Anschließend wird die GrößeH(ω, t−1) ≈ HK(ω, T −2) wieder approximiert mit
Hilfe der diskontierten Cash-Flows

ECF T
t−1(ωj) =

T∑
i=t

β(i−(t−2))CF T
t (ωj, i)

für alle j = 1, . . . , N . Die unbekannten Parameter erhält man wie zuvor durch die Kleinste-
Quadrate-Methode. Dieser Vorgang wird bist = 1 wiederholt. Der Preis der Bermuda-Option
zum Zeitpunkt0 und StartwertX0 = X betr̈agt dann approximativ

Ṽ B∗
0 ≈ 1

N

N∑
j=1

ECF T
0 (ωj),

wobei

ECF T
0 (ωj) =

T∑
i=1

βiCF T
1 (ωj, i).

Dieser Algorithmus approximiert die optimale Strategie pfadweise. Als Stoppregel erhält man

τ = min{t|f(Xt) ≥ H̃(Xt, t)}

und es gilt
Ṽ B∗

0 (X0) ≤ V B∗
0 (X0).

6.4.2 Adaptierung des Longstaff und Schwartz Algorithmus auf mehr-
fach aus̈ubbare Vertr äge

Nun adaptieren wir den Algorithmus von [34] auf das allgemeine Problem (6.3). SeienX,
F = (Ft)t∈T , (ZE,ZE), (ME,ME),(Y E,YE), Γ = (Γt)t∈T , (St,SE

t ) und (ZE
t ,ZE

t ), ft und
gt wie zuvor f̈ur alle t ∈ T definiert und es gelteΥ(Zt) 6= ∅ für alle Zt ∈ ZE

t . Wir werden
mit der Idee von [34] die optimale Strategie für unser Problem (6.3) pfadweise approximieren.
Zunächst werdenN Simulationen von unserem stochastischen ProzessX für den ZeitraumT
generiert, wobei der StartwertX0 = X für alle j ∈ {1, . . . , N}. Wie bezeichnen diese Pfade
wiederωj für alle j ∈ {1, . . . , N} und nehmen an, dass der AnfangszustandZ0 = (M0, X0)
fest und somitF0 = {∅, Ω}.

Analog zur Berechnung der Bermuda-Option beginnen wir rückwärts mitt = T und bestimmen
für alleM ∈ ME

T undXT (j) den optimalen Cash-Flow

CF T
T (M, ωj, T ) = sup

ΠT∈ΓT (M,XT (j))

fT (M, XT (j), ΠT ).

Bemerkung 9. Bei ME
T ⊆ Rd ziehen wir eine endliche Teilmenge heran und interpolieren die

fehlenden Werte.

Im nächsten Schritt diskontieren wir diese Cash-Flows für alleM ∈ ME
T undj ∈ {1, . . . , N}

ECF T
T−1(M, ωj) = βCF T

T (M, ωj, T ),

121



Kapitel 6. Die Swing-Option

und approximieren

H(M, ω, T − 1) = EQ[βVT ∗(M, XT )|XT−1] = EQ[ECF T
T−1(M, ω)|XT−1]

durch

H(M, ω, T − 1) ≈ HK(M, ω, T − 1) =
K∑

i=1

ai
tφi(M, XT−1).

Mit Hilfe der Kleinste-Quadrate-Methode werden die Parameterai
T−1 durch die diskontierten

Cash-FlowsECF T
T−1 kalibriert

min
aT−1∈RK

N∑
j=1

∑
M

(
ECF T

T−1(M, ωj)−HK(M, ωj, T − 1)
)2

und erhalten

H̃K(M, ω, T − 1) =
K∑

i=1

ãi
T−1φi(M, XT−1).

Nach der Approximation wird f̈ur jede Simulationj = 1, . . . , N und M ∈ ME
T−1 der neue

Cash-Flow-Pfad ermittelt. Dafür ben̈otigen wir die aktuelle Aus̈ubungŶ j
T−1, d.h.

Ŷ j
T−1 = argmaxΠT−1∈ΓT−1(M,XT−1(j))

{
ft(M,XT−1(j),ΠT−1) + H̃K(gT (M,ΠT−1, X

T (j)), ωj , T − 1)
}

.

Der Neue Cash-Flow Pfad, der nur für M ∈ ME
T−1 relevant ist, lautet

CF T
T−1(M, ωj, T − 1) = ft(M, XT−1(j), Ŷ j

T−1)

CF T
T−1(M, ωj, T ) = CF T

T (gT (M, Ŷ j
T−1, X

T (j)), ωj, T ).

Die diskontierten und aufsummierten Cash-Flows betragen

ECF T
T−2(M, ωj) =

T∑
i=T−1

βi−(T−2)CF T
T−1(M, ωj, i)

bzw.

ECF T
T−2(M, ωj) =

βCF T
T−1(M, ωj, T − 1) + βECF T

T−1(gT (M, Ŷ j
T−1, X

T (j)), ωj). (6.14)

Analog zum ersten Schritt wird eine geeignete Auswahl von Basisfunktionen getroffen, mit der
H(M, ω, T − 2) = EQ[βVT−1(M, XT−1)|XT−2] approximiert wird, d.h.

H(M, ω, T − 2) ≈ HK(M, ω, T − 2) =
K∑

i=1

ai
T−2φi(M, XT−2).

Für die Scḧatzung vonHK(M, ω, T − 2) ziehen wir die diskontierten, aufsummierten Cash-
FlowsECF T

T−2 für alleM ∈ ME
T−1 undj ∈ {1, . . . , N} heran:

min
aT−2∈RK

N∑
j=1

∑
M

(
ECF T

T−2(M, ωj)−HK(M, ωj, T − 2)
)2
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und erhalten

H̃K(M, ω, T − 2) =
K∑

i=1

ãi
T−2φi(M, XT−2).

Danach wiederholt sich diese Vorgehensweise für t = {T − 2, . . . , 1}. Der Preis der Swing-
Option zur Zeitt = 0 wird angen̈ahert durch

Ṽ ∗
0 (M0, X0) ≈

1

N

N∑
i=1

ECF T
0 (M0, ωi) ≤ V ∗

0 (M0, X0).

Durch Approximation vonEQ[V ∗
t+1(Zt+1)|X t] erḧalt man eine Approximation der optimalen

Strategie f̈ur ein fixesZ0 = (M0, X0):

Ỹ0(X0) = argmaxΠ0∈Γ0(M0,X0){f0(M0, X0,Π0) + H̃K(g1(M0,Π0, X0), X0, 0)}

Ỹt(Xt) = argmaxΠt∈Γt(MY
t (Xt),Xt){ft(MY

t (Xt), Xt,Πt) + H̃K(gt+1(MY
t (Xt),Πt, X

t+1), Xt, t)}.

Bemerkung 10.Bei der Umsetzung des Algorithmus ist es nicht notwendig für jeden Zeitpunkt
den gesamten Cash-Flow Pfad für jede Simulation neu zu berechnen, da man für die Approxi-
mation vonH(M, ω, T − 2) nur die diskontierten, aufsummierten Cash-Flows benötigt. Wegen
(6.14) reicht es aus nur die GrößeECF T

t (M, ωj) für allej in der Berechnung mitzuführen.

Die Wahl der Basisfunktionen

Für die Approximation vonEQ[V ∗
t+1(Zt+1)|X t] sindFt-messbare Basisfunktionen zu wählen.

Laut [34] zeigen numerische Tests, dass der Kleinste-Quadrate-Algorithmus sehr robust bezüglich
einer beliebigen Wahl ist. Diese Basisfunktionen können z.B. sein

• Laguerre

• Hermite

• Legendre

• Jacobi-Polynome

• etc.

Bereits einfache Polynome können gute Resultate liefern.

Bei höher dimensionalen stochastischen Einflussgrößen muss man einen Kompromiss zwischen
Genauigkeit und Komplexität machen, da bei Anstieg der Dimension die Anzahl der Basis-
funktionen auch in die Ḧohe schnell. Zur Behandlung dieses Problems greifen wir die Idee der
Featuresvon [47] auf. Ein Feature ist eine Abbildung des Zustandsraumes (in unserem Fall
(Mt, X

t)) nachR, d.h.
φ : ZE

t → R.

Je nach Problemstellung sind mehrereFeatureszu definieren, sodass man für jeden Punkt
(Mt, X

t) im ZustandsraumZE
t einen entsprechenden Feature-Vektor

φ(Mt, X
t) = (φ1(Mt, X

t), . . . , φK(Mt, X
t))
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erḧalt. Dieser spiegelt die Haupteigenschaften des Zustandes(Mt, X
t) wider, aber die hoch

komplexe Struktur des ursprünglichen Zustandsraumes ist auf eine geringere Dimension her-
unter gebrochen, wobei die typischen Charakteristika beibehalten werden. Durch eine entspre-
chende Funktion

l : RK × RK → R

wird die bedingte Erwartung der Wertefunktion

EQ[βV ∗
t+1(M, X t+1)|X t] ≈ l(at, φ(Mt, X

t))

approximiert. Diese Funktion wird auch Architektur der Approximation bezeichnet. Die Wahl
von l undφ hängt somit von der Problemstellung sowie von der Person, die die Approximation
durchf̈uhrt ab. Es sind oft Versuche mit verschiedenen Kombinationen, die dazu führen k̈onnen,
dass sich unterschiedliche Strukturen ergeben.

Bei unseren Anwendungen werden wir uns auf eine lineare Architektur beschränken, d.h.

l(at, φ(Mt, X
t)) =

K∑
i=1

ai
tφi(Mt, X

t).

Die Parameter dieser Architektur werden analog zum Algorithmus von [34] mit der Kleinsten-
Quadrate-Methode ermittelt. Der Unterschied zum Algorithmus von [34] liegt somit darin, dass
wir anstatt der Basisfunktionen des ursprünglichen Zustandsraumes Featurefunktionen definie-
ren.

6.5 Anwendungen

In den folgenden Anwendungen wird der in Kapitel 5 vorgestellte Preisprozess verwendet. Zur
Erinnerung: Der ProzessSt hat die Struktur

St = exp(atLt + Bt), (6.15)

wobei St ∈ R24 ist, d.h. jede Stunde wird als ein Handelsgut angesehen. Jeder Stundenpreis
wird in Abhängigkeit vom Bedarf und von den Schwankungen auf der Angebotsseite modelliert,
wobei Interaktionen zwischen den einzelnen Stunden ebenfalls berücksichtigt werden.
Der BedarfLt setzt sich folgendermaßen zusammen:

Lt = µL
t + CL

t RL
t + εL

t ,

wobei µL
t ∈ R24 der mittlere Bedarf,CL

t ∈ R24×3 die Auswirkungen der Abweichung vom
mittleren Bedarf,RL

t ∈ R3 die stochastischen Komponenten, die die Abweichung generieren,
undεL

t ∈ R24 zus̈atzliche Sẗorungen bez̈uglich der einzelnen Stunden sind. In der Modellierung
werden f̈ur die Komponenten vonRt unabḧangigeSARIMAX(1, 0, 1)(1, 0, 1)7-Prozesse und
für die Komponenten inεL

t unabḧangigeN
(
0, (σL

h )2
)
-verteilte Zufallsgr̈oßen f̈ur h = 1, . . . , 24

verwendet.

Die SchwankungenBt auf der Angebotsseite haben eineähnliche Struktur

Bt = µB
t + CB

t RB
t + εB

t ,
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wobei die Gr̈oßenµB
t ∈ R24, CB

t ∈ R24×3, RB
t ∈ R3 und εB

t ∈ R24 ähnlich zum Bedarf
eben f̈ur die Angebotsseite zu erklären sind. Die stochastischen Komponenten inRB

t werden
aber im Gegensatz zum Bedarf mit unabhängigen Regime-Switching-Prozessen, die aus einem
Arbeitstags- und Nichtarbeitstagsprozess bestehen, die zusätzlich zwei verschiedene Zustände
(Normal- und Sprungzustand) annehmen können, wobei der Sprungzustand den Markt in ei-
ner außernatürlichen Situation (Rohstoffknappheit, Generatorenausfälle, etc.) beschreibt (siehe
Details im Kapitel 5), modelliert. F̈ur die Komponenten inεB

t werden wiederum unabhängig
N
(
0, (σB

h )2
)
-verteilte Zufallsgr̈oßen f̈ur h = 1, . . . , 24 verwendet.

Somit betrachten wir einen Wahrscheinlichkeitsraum(Ω, Q,A) mit

A = σ((Xt)
T
t=0),

wobei der ZufallsvektorXt die treibenden stochastischen Komponenten des Preisprozesses
beinhaltet, d.h.Xt umfasst alle stochastischen Einflüsse vonSt

St = ht(Xt),

wobei
Xt = (αL

t (i), εL
t , αB

t (i), A1
t (i), N

1
t (i), Yt, ε

B
t , Zt(i), i = 1, 2, 3)

die ÜbergangsgleichungenαL
t (i) und αB

t (i) der Zustandsraummodelle vonRL
t (i) und RB

t (i)
für i = 1, 2, 3, die RegimeschalterZt(i) sowie die Prozesse im außernatürlichen Zustand
A1

t (i) undN1
t (i) für Arbeits- und Nichtarbeitstag für i = 1, 2, 3 beinhaltet. Der Zufallsvektor

Xt : Ω → R136 × {0, 1, 2, 3}3 ist Markov aber hoch dimensional, sodass wir in den folgenden
Anwendungen zus̈atzlich eine geeignete Dimensionsreduktion durchführen m̈ussen. Abschlie-
ßend definieren wir die aufsteigende FiltrationF = (Ft)

T
t=0 vonXt mit Ft = σ((Xs)

t
s=0).

Bemerkung 11. Dieses f̈ur die folgenden Anwendungen verwendete Modell spiegelt die we-
sentlichen Charakteristika des Spotmarktes sehr gut wider (siehe Kapitel 5). Sprunghafte Ver-
änderungen, die auf Strommärkten keine Seltenheit sind, können mit Regime-Switching Mo-
dellen sehr gut abgebildet werden. Da die auslösenden Faktoren eher auf der Angebotsseite
liegen, wie z.B. Kapazitätsengp̈asse, Rohstoffknappheit etc., werden diese im Modell nur in
dieser Form ber̈ucksichtigt. F̈ur unsere Anwendungen nehmen wir an, dass wir diese Größen
zum Zeitpunkt der Betrachtung beobachten können, sowie diëUbergangsgleichungen der Zu-
standsraummodelle vonRL

t (i) undRB
t (i) für i = 1, 2, 3 und die SẗorgrößenεL

t undεB
t , was nicht

der Realiẗat entspricht, wo wir nur die Preise selbst beobachten können. Da wir aber mit Simu-
lationen arbeiten, k̈onnen wir diese Annahme ohne weiteres treffen, wobei diese nur indirekt in
den Anwendungen und zwar beim Erzeugen der Preispfade und Bilden der Featurefunktionen
eingehen.

Bemerkung 12. Weiters ist anzumerken, dass der Spotmarkt ein Day-Ahead-Markt ist, d.h.
die Preise f̈ur die Lieferung einer Einheit Strom zum Zeitpunktt werden am Vortag bestimmt.
Somit sind auch die Entscheidungen für den Zeitpunktt, die auf diesem Markt basieren, einen
Tag vorher zu treffen. Auch hier werden wir das Problem etwas vereinfachen, indem angenom-
men wird, dass die Information, die für die Entscheidung zum Zeitpunktt herangezogen wird,
tats̈achlich beobachtet wird, d.h. zum Zeitpunkt der Entscheidung sind die benötigten Gr̈oßen
bereits bekannt. Zwar wird dadurch ein weiterer Approximationsfehler erzeugt, aber durch die
Anwendung des erfahrenen Praktikers wird diese Abweichung in der Preisermittlung des Ver-
trages kaum ins Gewicht fallen.
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Bemerkung 13. Wir nehmen ohne Beschränkung der Allgemeinheit an, dass die Zinsrate Null
betr̈agt und somit der Diskontierungsfaktor gleich Eins ist, d.h.βt ≡ 1.

6.5.1 Die einfache Swing-Option

Als erstes betrachten wir die Down-Swing-Option mitM Ausübungsrechten. Anhand dieses
Vertrages werden wir empirisch zeigen, dass die Approximation mit Hilfe des adaptierten Algo-
rithmus von [34] in Kombination mit der Idee der Featurefunktionen sehr gute Resultate liefert.
Bei diesem Vertrag hat der K̈aufer die M̈oglichkeit maximalM -mal eine gewisse Menge an
Strom von seinem Vertragspartner zu einem bestimmten Preisüber einen gewissen Zeitraum zu
erwerben. F̈ur die Preisermittlung dieses Vertrages geht der Verkäufer davon aus, dass der Kun-
de diesen Kontrakt heranzieht, um auf dem Spotmarkt einen maximalen Gewinn zu erzielen,
d.h. wenn der Preis am Spotmarkt sehr hoch ist, steigt die Wahrscheinlichkeit, dass der Kun-
de den Vertrag ausübt und die Menge am Spotmarkt verkauft und somit einen Gewinn erzielt.
Deshalb wird der Verk̈aufer folgenden Preis verlangen

PSwing = sup
Y =(Y0,...,YT )∈{0,1}24×(T+1)

EQ[
T∑

t=0

Y ′
t diag(mt)(St(X

t)−K)|X0]. (6.16)

Zunächst werden wir das Problem in unsere mathematische Umgebung einbetten. Dazu benötigen
wir

1. für die ZustandsvariableMY
t , alle zul̈assigen verbleibenden AusübungsrechteME

t , die in
diesem FallME

t = {min(M − 24t, 0), . . . ,M} für allet ∈ T betragen.

2. Der stochastische Einfluss ist, wie bereits erwähnt,X = (Xt)
T
t=0. Dieser beinhaltet alle

wichtigen Komponenten des Preises und(Xt,Ft) ist der dazugeḧorige Messraum.

3. Weiters sei(ZE
t ,ZE

t ) = (ME
t × R136,ME

t ×Ft) der entsprechende Messraum und

4. Y E
t ∈ {0, 1}24 die Menge der m̈oglichen Aus̈ubungen. Der Kunde kann höchstens24

mal am Tag (1 mal f̈ur jede Stunde) genaumt(h) Einheiten von Strom f̈ur h = 1, . . . 24
erwerben.

5. Die zul̈assigen Aus̈ubungsmengen für den ZustandZt = (Mt, X
t) werden durch die

mengenwertige Funktion

Γt(Zt) = {Y ∈ Y E
t |

24∑
h=1

Y h
t ≤ min(24, Mt)}

beschrieben.

6. Die Ertragsfunktion hat für allet ∈ T die Form

ft(Mt, X
t, Yt) = Y ′

t diag(mt)(St(X
t)−K),

wobei der Vektormt ∈ R24 das Abnahmevolumen zum Zeitpunktt angibt.
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7. Der Verlauf der verbleibenden Ausübungsrechte erfolgt durch

MY
t+1 = gt+1(M

Y
t , Yt, X

t+1)

MY
t −

24∑
h=1

Y h
t .

Die verbleibenden Aus̈ubungsrechteMY
t reduzieren sich um die Zahl der ausgeübten

Stunden am Tagt und ergeben so die neue verbleibende Menge an Rechten für den Tag
t + 1.

Bemerkung 14.Durch die Definition vonME
t wird geẅahrleistet, dass die Menge der zulässigen

Strategien nicht leer ist, d.h.Υ(Zt) 6= ∅ für alle t ∈ ZE
t . Weiters ist die Ertragsfunktionft für

alle t ∈ T ZE
t -messbar und integrierbar. Somit sind die Voraussetzungen für eine optimale

Lösung gegeben.

Nach Bestimmung der notwendigen Werkzeuge können wir den Preis des virtuellen Speicher-
kraftwerkes nach (6.3) folgendermaßen definieren

sup
Y ∈Υ(Z0)

v0(Y, Z0) (6.17)

unter

MY
t+1(X

t+1) = gt+1(M
Y
t (X t), Yt(X

t), X t+1), (6.18)

Yt(X
t) ∈ Γt(M

Y
t (X t), X t) und (M0, X0) Z0-messbar.

Die Lösung dieses Problems wird mit Hilfe der Kleiste-Quadrate-Approximation nach Ab-
schnitt 6.4 angen̈ahert. Die einzige Herausforderung liegt hier in der Dimensionsreduktion der
stochastischen EinflussgrößeXt. Der hoch dimensionale Vektor eignet sich nicht zur Wahl von
brauchbaren Basisfunktionen, da bereits einfache Konstruktionen sehr komplex wären. Daher
greifen wir die Idee der Featurefunktionen (siehe [5], [46] oder [47]) auf und wählen den Preis
selbst als Feature-Funktion, d.h.

St = ht(Xt)

und

EQ[βV ∗
t+1(Zt+1)|X t] ≈ HK(M, ω, t) =

a0
t,M +

24∑
j=1

aj
t,MSj

t (X
t) +

48∑
j=25

aj
t,M(S

(j−24)
t (X t))2 +

72∑
j=49

aj
t,M(S

(j−48)
t (X t))3, (6.19)

wobeiSh
t der Preis derh-ten Stunde am Tagt ist.

Ergebnisse

Wir betrachten nun konkret eine Swing-Option mitM = 1, . . . , 1000 Ausübungsrechten̈uber
einen Zeitraum von einem Jahr (T = 365, 1.5.2002 bis 30.4.2003). Der Ausübungspreis beträgt
K = Euro 25 und die Aus̈ubungsḧohe istmt = 124 für allet ∈ T . Zur Berechnung des Preises
ziehen wirN = 1000 Simulationen heran und erhalten mit dem Algorithmus von Abschnitt 6.4
und der Funktion in (6.19) folgende Ergebnisse.

127



Kapitel 6. Die Swing-Option

M Preis LS M Preis LS
100 6528,2 600 18808,1
200 10007,0 700 20397,3
300 12732,7 800 21827,3
400 15028,8 900 23092,6
500 17029,6 1000 24169,9
M Preis/M M Preis/M
100 65,3 600 31,3
200 50,0 700 29,1
300 42,3 800 27,3
400 37,6 900 25,7
500 34,1 1000 24,2

Tabelle 6.1: Der Preis der Swingoption für M Ausübungsrechte

In Tabelle 6.1 sind die Ergebnisse in Abhängigkeit von der maximalen Zahl an erlaubten Aus-
übungen einerseits als Gesamtpreis und andererseits als Preis pro Ausübungsrecht dargestellt.
Klarerweise steigt der Preis je höher die Zahl der Aus̈ubungsrechte ist, da man jaöfters den
Vertrag aus̈uben kann und man für diese Flexibiliẗat mehr bezahlen muss. Wie wertvoll jedoch
dann ein Aus̈ubungsrecht in Abḧangigkeit von der maximalen Zahl an möglichen Aus̈ubungen
ist, sieht man in der Auflistung der Preise pro Ausübungsrecht. Je geringer die Zahl der Aus-
übungsrechte, desto teurer ist ein Ausübungsrecht, was auch verständlich ist, denn je weni-
ger Aus̈ubungsrechte man hat, destosparsamermuss man damit umgehen. Man wird den
Vertrag eher dann ausüben, wenn ein hoher Preisspike zu erwarten ist. Hat man jedoch viele
Ausübungsrechte, wird man dieseöfters einsetzen, denn man hat ja desÖfteren die Gelegenheit
einen hohen Gewinn damit zu erzielen.

M Preis.o.gr. M Preis.o.gr.
100 6693,8 600 19244,1
200 10229,3 700 20897,5
300 13007,0 800 22401,3
400 15357,1 900 23776,6
500 17412,0 1000 25039,3

M Preis.o.gr./M M Preis.o.gr./M
100 66,9 600 32,0
200 51,1 700 29,9
300 43,4 800 28,0
400 38,4 900 26,4
500 34,8 1000 25,0

Tabelle 6.2: Die obere Schranke des Preises der Swingoption für M Ausübungsrechte

Bei diesem Problem lässt sich ganz leicht eine obere Schranke ermitteln. Geht man davon aus,
dass man den Preisverlauf im Voraus weiß, ist der optimale Ertrag die Summe derM größten
nicht negativen Ertr̈age(St(h)−K). Besser k̈onnten die Entscheidungen nicht getroffen werden.
Führt man diese Berechnung pfadweise durch und mittelt sie, erhält man eine obere Schranke
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für den Swingoptionspreis (siehe Tabelle 6.2).

Abbildung 6.1: Der Preis der Swing-Option in Abhängigkeit von den Aus̈ubungsrechten (links)
und der Preis pro Aus̈ubungsrecht (rechts)

In Abbildung 6.1 ist der Preis der Swing-Option mitM = 1, . . . , 1000 Ausübungsrechten mit
seiner oberen Schranke dargestellt. Wie man sieht, nähert sich die Approximation der oberen
Schranke ziemlich gut an. Bereits bei wenigen Ausübungsrechten zeigen sich geringe Unter-
schiede. Bei100 Ausübungsrechten liegt der Unterschied im Preis pro Ausübungsrecht unter
Euro 2. Je ḧoher die Zahl der maximalen Ausübungsrechte, desto geringer wird der Abstand pro
Ausübungsrecht. Das ist auch damit begründet, dass je ḧoher die Aus̈ubungsrechte sind, desto
eher n̈ahert sich der Vertrag einem Bündel von europ̈aischen Optionen, wo die Entscheidungs-
zeitpunkte fixiert sind und nur mehr die Wahrnehmung einer Ausübung dem Kunden̈uberlassen
wird. Durch diese Gegenüberstellung wird deutlich, dass der adaptierte Algorithmus von [34]
sehr gute Resultate liefert. In den nächsten Anwendungen zeigt sich, dass dieses Instrument
auch f̈ur komplexere Strukturen geeignet ist.

Bevor wir uns diesen komplexen Fragen zuwenden, werfen wir noch einen Blick auf ein zwei-
tes Beispiel der vorliegenden Optionsart und untersuchen die Ausübungsstrategie und die Ver-
teilung des Preises. Nun betrachten wir einen kürzeren Zeitraum und zwar vom 1.5.2002 bis
8.8.2002 (T=100) mitM = 100 Ausübungsrechten,mt = 1 Ausübungsḧohe und Aus̈ubungs-
preisK = Euro 25. Für die Berechnung des Preises ziehen wir diesmalN = 500 Simulationen
heran und berechnen den Preis mit Hilfe der Kleinste-Quadrate-Approximation und der Funk-
tion (6.19). Als Ergebnis erhalten wirPSwing = Euro 3.440, 7 . In Abbildung 6.2 wird die
Verteilung des Preises einerseits als Histogramm (links), andererseits als QQ-Plot (rechts) und
als empirische Verteilungsfunktion (unten) dargestellt. Bei500 Simulationen zeigt die Vertei-
lung eine leichte Rechtsschiefe.

Abschließend betrachten wir die Ausübungsstrategie, die wir durch den Algorithmus in Ab-
schnitt 6.4 erhalten:

Ỹ0(X0) = argmaxΠ0∈Γ0(M0,X0){f0(M0, X0,Π0) + H̃K(g1(M0,Π0, X0), X0, 0)}

Ỹt(Xt) = argmaxΠt∈Γt(MY
t (Xt),Xt){ft(MY

t (Xt), Xt,Πt) + H̃K(gt+1(MY
t (Xt),Πt, X

t+1), Xt, t)}.
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Abbildung 6.2: Die Verteilung des Preises für M = 100 Ausübungsrechtëuber einen Zeitraum
vonT = 100 Tagen beiN = 500 Simulationen
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In Abbildung 6.3 wird der daraus resultierende Verlauf der verbleibenden AusübungsrechteM Ỹ
t

dargestellt. Es zeigt sich, dass innerhalb der ersten zehn Tage bis zu 17 Stunden ausgeübt wer-
den. Nach einem Monat liegt die Zahl der verbleibenden Ausübungsrechte zwischen 63 und 97.
Mindestens die Ḧalfte der Rechte werden bis zum Ende der Laufzeit ausgeübt. Da keine Ver-
pflichtung zur Aus̈ubung aller Rechte besteht, wird nur bei positiven Erträgen eine Aus̈ubung
überhaupt in Erẅagung gezogen. In Abbildung 6.3 ist die Bandbreite bei500 Simulationen mit
einigen Trajektoren eingezeichnet.

Abbildung 6.3: Die Verteilung des Preises für M = 100 Ausübungsrechtëuber einen Zeitraum
vonT = 100 Tagen beiN = 500 Simulationen
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6.5.2 Das virtuelle Speicherkraftwerk mit Minimal- und Maximalst änden

Unter einemvirtuellen Speicherkraftwerkversteht man eine Produktart mit optionalen und fle-
xiblen Aus̈ubungsm̈oglichkeiten. Der Kunde darf mit gewissen Restriktionen auswählen, wann
er die elektrische Energie abrufen möchte. Die Standardrestriktionen solcher Produkte sind die
maximale Energiemenge, die maximale Leistung und die Leistungsschritte. Zusatzrestriktionen
können eine Vorgabe der Mindestabnahme von Energiemengen oder spezielle Zeitfunktionen
als obere und untere Grenzen sein.

Da für den Verkauf dieses Produktes nicht notwendigerweise Speicherkraftwerke oder Gas-
kraftwerke gleicher Flexibiliẗat gebaut werden m̈ussen, und vom K̈aufer abgerufene Mengen,
die vom Verk̈aufer aus dem eigenen Kraftwerkspark nicht aufgebracht werden können, von letz-
terem f̈ur den K̈aufer vom Spotmarkt bezogen werden können, erfolgt eine Bewertung dieser
Produkte nicht nach den Kosten solcher Kraftwerke sondern nach den Spotmarktpreisen. Zur
Bewertung dieser virtuellen Speicherkraftwerke wird wie im vorangegangenen Beispiel davon
ausgegangen, dass der Käufer versucht, immer die wertvollsten Energiemengen abzurufen. Der
Käufer versucht m̈oglichst dann seinen Vertrag auszuüben, wenn der Spotpreis am höchsten ist.

Der erste virtuelle Speicher, der hier für das Jahr 2003 betrachtet wird, hat folgende Restriktio-
nen:

• Anfangsstand: 7325 MWh

• Minimalstand am 1. J̈anner des n̈achsten Jahres: 6500 MWh

• Maximalstand am 1. J̈anner des n̈achsten Jahres: 7500 MWh

• Minimalstand 01.01.-04.05.: 0 MWh

• Minimalstand 01.02.: 3000 MWh

• Minimalstand 05.05.-29.06.: 5313 MWh

• Minimalstand 30.06.-14.09.: 9407 MWh

• Minimalstand 15.09.-28.09.: 3375 MWh

• Minimalstand 29.09.-31.12.: 0 MWh

• Minimalstand 01.12.: 9000 MWh

• Maximalstand 01.01.-02.03.: 11929 MWh

• Maximalstand 03.03.-31.12.: 11719 MWh

Zus̈atzlich gibt es ẅochentliche Zufl̈usse (siehe Tabelle 6.3). Die Minimal- und Maximalstände
sind einzuhalten, ein̈Uberschreiten bzw. Unterschreiten dieser Größen ist nicht erlaubt (sie-
he Abbildung 6.4). Diese Restriktionen sind sehr global und beinhalten unzulässige Kapa-
zitätssẗande, z.B. wenn man am30. November keine Speicherkapazität mehr besitzt, kann man
die Restriktion am ersten Dezember nicht erfüllen. Daher m̈ussen wir uns im n̈achsten Schritt
Gedanken̈uber den zul̈assigen Speicherbereich für alle Zeitpunktet ∈ T machen.
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Zufluss am MWh Zufluss am MWh Zufluss am MWh Zufluss am MWh
03.J̈an 1267 02.Apr 2320 02.Jul 2295 01.Okt 1825
08.J̈an 1198 09.Apr 2454 09.Jul 2311 08.Okt 1844
15.J̈an 1198 16.Apr 2454 16.Jul 2311 15.Okt 1844
22.J̈an 1198 23.Apr 2454 23.Jul 2311 22.Okt 1844
29.J̈an 1144 30.Apr 2638 30.Jul 2167 29.Okt 1776
05.Feb 1010 07.Mai 2776 06.Aug 1975 05.Nov 1605
12.Feb 1010 14.Mai 2776 13.Aug 1975 12.Nov 1605
19.Feb 1010 21.Mai 2776 20.Aug 1975 19.Nov 1605
26.Feb 1155 28.Mai 2693 27.Aug 1975 26.Nov 1605
05.Mär 1519 04.Jun 2197 03.Sep 1779 03.Dez 1442
12.Mär 1519 11.Jun 2197 10.Sep 1779 10.Dez 1442
19.Mär 1519 18.Jun 2197 17.Sep 1779 17.Dez 1442
26.Mär 1519 25.Jun 2197 24.Sep 1779 24.Dez 1442

Tabelle 6.3: Ẅochentliche Aufstockung des virtuellen Speichers

Abbildung 6.4: Die Mimimal- und Maximalstände des virtuellen Speichers
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Im weiteren Verlauf werden diese Minimal- bzw. Maximalstände des virtuellen Speichers mit
U(t) undO(t) und die Zufl̈usse in das Speicherkraftwerk (siehe Tabelle 6.3) mitI(t) bezeich-
net. Direkte Restriktionen an der Ausübungsmenge gibt es im ersten Vertrag keine, abgesehen
davon, dass diese Menge keine negativen Elemente enthält. Implizit sind diese jedoch durch die
Minimal- bzw. Maximalsẗande gegeben. Fassen wir den Vertrag zunächst zusammen:

PVSpeicher = sup
Y =(Y0,...,YT )∈R24×T+1

EQ[
N∑

t=0

Y (t)′St(X
t)|X0]

unter
Y h

t ≥ 0 für h = 0, . . . , 24,

MY
t+1 = MY

t + I(t + 1)− Y ′
t 124

und
U(t) ≤ Mt ≤ O(t)

für allet ∈ T .

Im nächsten Schritt betten wir diesen Vertrag in (6.3) ein. Dazu benötigen wir

1. ME
t ⊆ R die Menge der zulässigen Kapazitäten des Speicherkraftwerkes zum Zeitpunkt

t und (ME
t ,ME

t ) den dazugeḧorigen Messraum. Zur Bestimmung vonME
t muss man

sich überlegen, welche Kapazitätssẗande zum Zeitpunktt vorliegen m̈ussen, um die in-
nerhalb der vorgegebenen Schranken[U(t+1), O(t+1)] liegenden Kapazitätssẗande zum
Zeitpunktt+1 erreichen zu k̈onnen. Dazu gehen wir zunächst vom ZeitpunktT aus. Um
keine Restriktionen zu brechen, muss die Kapazität des Speichers am Beginn des Tages
zwischen

ME
T = [UE(T ), OE(T )] = [U(T ), O(T )]

liegen. Damit ein zul̈assigesMT ∈ [U(T ), O(T )] zum ZeitpunktT erreicht werden kann,
muss das Niveau des Speichers zum ZeitpunktT − 1 im Intervall

ME
T−1 = [max(U(T )E − I(T ), U(T − 1)), O(T − 1)] = [U(T − 1)E, O(T − 1)E]

liegen. Denn ẅareMT−1 < U(T )E−I(T ) könnte man einMT ∈ ME
T durch entsprechen-

de Aus̈ubung nicht erreichen, denn bereits bei keiner Ausübung ḧatte man die Restriktion
MT = MT−1 + I(T ) < U(T ) verletzt. Also damit mindestens das NiveauU(T ) erreicht
wird, muss am Vortag mindestens eine Kapazität vonU(T )E−I(T ) vorliegen, ansonsten
kann die Restriktion zum ZeitpunktT nicht erf̈ullt werden. Gleichzeitig darf die aktuelle
Restriktion vonU(T − 1) nicht vernachl̈assigt werden. Bei einem höheren Mindeststand
ist dieser zu ber̈ucksichtigen, daher istU(T −1)E = max(U(T )E−I(T ), U(T −1)). Mit
der gleichen Begr̈undung berechnet man für allet = T − 2, . . . , 0 rekursiv die zul̈assigen
Speicherkapazitäten

ME
t = [max(UE(t + 1)− I(t + 1), U(t)), O(t)].

2. Weiters ben̈otigen wirXt ⊆ R136 die stochastische Einflussgröße, die den Preis für eine
Einheit Strom f̈ur die Stunden des Tagest bestimmt und(X t,Ft) den entsprechenden
Messraum.
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3. Sei(ZE
t ,ZE

t ) = (ME
t × R136,ME

t ×Ft) der gemeinsame Produktraum und

4. Y E
t ⊆ (R+)24 die Menge der Restriktion an den Ausübungsmengen sowieΓt : ZE

t → Y E
t

die mengenwertige Funktionenfolge, die die zulässigen Aus̈ubungsmengen abhängig vom
Reservoirniveau und von den stochastischen Einflüssen f̈ur alle t ∈ T beschreibt. Zur
Bestimmung vonΓt geht man von den Ungleichungen

U(t)E ≤ Mt − ct ≤ O(t)E ∀Mt ∈ ME
t (6.20)

und
U(t + 1)E ≤ Mt + I(t + 1)− ct ≤ OE(t + 1) ∀Mt ∈ ME

t (6.21)

aus, wobeict = Y ′
t 124 die Gesamtaus̈ubungsmenge zum Zeitpunktt ist. Diese Unglei-

chungen generieren eine Mindest- bzw. maximale Ausübungsmenge für den Zeitpunkt
t

max(0, Mt + I(t + 1)−O(t + 1)E)︸ ︷︷ ︸
cU (Mt):=

≤ ct ≤ min(Mt − UE(t), Mt + I(t + 1)− UE(t + 1))︸ ︷︷ ︸
cO(Mt):=

(6.22)
für alleMt ∈ ME

t . Daraus erḧalt man die zul̈assigen Aus̈ubungsmengen

Γt(Zt) = {Yt|Y ′
t 124 ∈ [cU(Mt), cO(Mt)]}.

5. Die Ertragsfunktion ist f̈ur allet ∈ T gleich

ft(Mt, X
t, Yt) = f(Mt, X

t, Yt) = Y ′
t St(X

t).

6. Der Verlauf des Reservoirniveaus wird durch die Funktion

MY
t+1 = gt+1(M

Y
t , Yt, X

t+1),

= MY
t + I(t + 1)− Y ′

t 124,

beschrieben, wobeiI(t + 1) die deterministische Aufstockung der Speicherkapazität des
virtuellen Speicherkraftwerkes zum Zeitpunktt + 1 ist (siehe Tabelle 6.3). Das Niveau
zum Zeitpunktt + 1 erḧoht sich also umI(t + 1) Einheiten und reduziert sich um die
ausgëubte Gesamtmenge des Zeitpunktest.

Nach Bestimmung der notwendigen Werkzeuge können wir nun den Preis des virtuellen Spei-
cherkraftwerkes nach (6.3) definieren als

sup
Y ∈Υ(Z0)

v0(Y, Z0) (6.23)

unter

MY
t+1(X

t+1) = gt+1(M
Y
t (X t), Yt(X

t), X t+1), (6.24)

Yt(X
t) ∈ Γt(M

Y
t (X t), X t) und(M0, X0) Z0-messbar

und mit Hilfe der Kleinste-Quadrate-Approximation nach Abschnitt 6.4 annähern. Dazu ẅare
folgendes anzumerken:
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Bemerkung 15. Da der ZustandsraumME
t ⊂ R sehr groß ist, werden wir die Menge diskre-

tisieren und betrachten die NiveauständeM̃E
t = {U(t)E, U(t)E + ∆t, U(t)E + 2∆t, U(t)E +

Lt∆t, O(t)E}, wobei wir einen Diskretisierungsfaktor von∆t = 80 MWh geẅahlt haben. Wir
berechnen f̈ur alleMt ∈ M̃E

t die diskontierten aufsummierten Cash-Flow-PfadeECF T
t−1 und

werden diese f̈ur die fehlenden Zustände durch lineare Interpolation ermitteln, d.h. nachdem
wir die optimale MengẽYt(j) für den Zeitpunktt und für alle Simulationenj = 1, . . . , N
bestimmt haben, m̈ussen wirECF T

t−1 für alleMt ∈ M̃E
t berechnen. Dazu nutzen wir die fol-

gende Eigenschaft der summierten, diskontierten und aus den bisherigen Ausübungsstrategien
Ỹs(j), s = t, . . . , T generierten Cash-Flows aus und zwar

ECF T
t−1(Mt, ωj) =

T∑
s=t

βi−(t−1)CF T
t (Mt, ωj, s),

= βCF T
t (Mt, ωj, t) + βECF T

t (gt+1(Mt, Ỹt(j), X
t+1(j)), ωj),

FallsM Ỹ
t+1 = gt+1(Mt, Ỹt(j), X

t+1(j)) /∈ M̃E
t+1 führen wir eine Interpolation vonECF T

t durch,
d.h. seiM1

t+1 ≤ M Ỹ
t+1 ≤ M2

t+1, wobei

M1
t+1 = max{M ∈ M̃E

t+1 mit M ≤ M Ỹ
t+1}

und

M2
t+1 = min{M ∈ M̃E

t+1 mit M ≥ M Ỹ
t+1},

dann sei

ECF T
t (M Ỹ

t+1, ωj) ≈ ECF T
t (M1

t+1, ωj)+
M Ỹ

t+1 −M1
t+1

M2
t+1 −M1

t+1

{ECF T
t (M2

t+1, ωj)−ECF T
t (M1

t+1, ωj)}

und

ECF T
t−1(Mt, ωj) = βCF T

t (Mt, ωj, t) + βECF T
t (M Ỹ

t+1, ωj).

Anschließend wird die bedingte Erwartung der diskontierten Wertefunktion

H(Mt, ω, t− 1) = EQ[βV ∗
t (Mt, X

t)|X t−1]

durch die Funktion

HK(M, ω, t) = a0
t +

24∑
j=1

aj
tS

j
t (X

t) + a25
t M +

49∑
j=26

aj
tMS

(j−25)
t (X t)

approximiert. Mit Hilfe der Kleinste-Quadrate-Methode werden die Koeffizientenat gescḧatzt,
wobeiECF T

t−1(Mt, ωj) herangezogen wird. Bei diesem Beispiel veränderten wir die Struktur
der Feature-Funktionen. Da der Niveaustand eine reellwertige Größe ist, nehmen wir den Ni-
veauverlauf als eine stetige Basisvariable auf, im Gegensatz zum vorigen Beispiel, wo wir die
verbleibenden Aus̈ubungsrechte durch eine Effektkodierung berücksichtigten.
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Ergebnisse

Die Anwendung des Algorithmus von Abschnitt 6.4 mit1000 Simulationen ermittelte für diesen
Vertrag einen Preis von Euro9.048.064, 03. Da insgesamt96.952 Megawattstunden (Anfangs-
stand plus Summe der Wochenzuflüsse minus Endstand) zu verbrauchen waren, kommt man auf
Euro93, 32/MWh. In Abbildung 6.5 sind die Verteilung des Preises zusammen mit der entspre-
chenden Normalverteilung für 1000 Simulationen dargestellt und in Abbildung 6.6 der Verlauf
der Niveausẗande bei1000 Simulationen (links) und zur besserenÜbersicht die untere und obe-
re Schranke, sowie die Quartile bei1000 Simulationen (rechts) dargestellt. Der Vorteil dieses
Algorithmus ist, dass als Beiprodukt Entscheidungsfunktionen entstehen, die man zur Entschei-
dungsfindung heranziehen kann. Die Abbildung zeigt die daraus resultierenden Niveauverläufe
auf Stundenbasis. Man kann die obere und untere Schranke sehr gut erkennen und es zeigt
sich, dass es an manchen Tagen (insbesondere an manchen Nichtarbeitstagen) nicht sinnvoll
ist, die Kapaziẗat vollends auszuschöpfen. Aufgrund der speziellen Wahl vonHK(M, ω, t) ent-
steht ein konvexes Optimierungsproblem für jeden Zeitpunktt. Das wiederum f̈uhrt dazu, dass
entweder die erlaubte Mindest- bzw. maximale Menge ausgeübt wird (sozusagen eine

”
{0, 1}-

Entscheidung“). Im n̈achsten Beispiel erweitern wir die Restriktionen, indem wir maximale
Ausübungen pro Stunde fordern und Restriktionen an der Gesamtmenge einführen.

6.5.3 Das virtuelle Speicherkraftwerk mit Restriktionen bei der Aus̈ubung

Wir behalten bei diesem Beispiel die gleichen Strukturen bezüglich der Minimal- und Maxi-
malsẗande f̈ur den Speicher (U(t), O(t), für t ∈ T ) und die ẅochentliche AufstockungI(t) für
t ∈ T wie zuvor bei. Zus̈atzlich wird das virtuelle Speicherkraftwerk um Restriktionen bei der
Ausübung erweitert, d.h. es werden Schranken bei der Ausübung pro Stunde, pro Stundengrup-
pe etc. ber̈ucksichtigt. Genauer gesagt wird nun gefordert, dass die GrundmengeY E

t folgende
Struktur hat

Y E
t = {Y |0 ≤ Yi ≤ 40 ∀i = 1, . . . , 24}, wobei (6.25)

160 ≤
7∑

i=1

Yi +
24∑

i=21

Yi,

0 ≤
20∑
i=8

Yi ≤ 160,

160 ≤
24∑
i=1

Yi falls t ein Arbeitstag sonst und0 ≤
24∑
i=1

Yi.

Diese Restriktionen an den Ausübungsmengen bewirken einerseits eine Veränderung der zuläs-
sigen Niveauverl̈aufeME

t und andererseits in der mengenwertigen FunktionΓt. Da ḧochstens
40 MWh pro Stunde abgerufen werden können, in den Onpeak-Zeiten (Stunde 8 bis 20) ins-
gesamt maximal 160 MWh, können pro Tag in Summe maximal600 MWh in Anspruch ge-
nommen werden. Da in den Offpeak-Zeiten (Stunde 1 bis 7 und Stunde 21 bis 24) mindestens
160 MWh konsumiert werden m̈ussen, ergibt sich somit eine Mindestausübungsmenge von160
MWh. Diese minimalen und maximalen Ausübungsmengen m̈ussen in der Berechnung der
zulässigen NiveauverläufeME

t ber̈ucksichtigt werden. Miẗahnlichen Argumenten wie zuvor
geht man an die Beschreibung dieser Grenzen heran. Am Anfang des letzten Tagest = T muss
mindestensU(T )+emin und maximalO(T ) an Kapaziẗat vorhanden sein. Um in diesen Bereich
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Abbildung 6.5: Die Verteilung des Preises bei1000 Simulationen (links empirische Verteilungs-
funktion, rechts QQ-Plot und unten Histogramm)
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Abbildung 6.6: Verlauf des Niveaus durch die approximierte Ausübungsstrategie auf Stunden-
basis (links) sowie die obere, untere Schranke und Quartile der Niveaustände bei1000 Simula-
tionen (rechts)

zu gelangen, muss man am Beginn des Vortages mindestensmax(UE(T ) − I(T ) + emin(T −
1), U(T − 1)) an Kapaziẗat haben, denn hätte man weniger alsUE(T ) − I(T ) + emin im vir-
tuellen Speicher, erreicht man das Mindestniveau am nächsten Tag nicht mehr. Bezüglich der
Obergrenze muss man sich ebenfalls Gedanken machen, da man höchstensemax = 600 MWh
aus̈uben darf und gleichzeitig Acht geben muss, dass man die geforderten ObergrenzenO(t)
nicht überschreitet. Damit dieser Fall nicht eintritt, darf zum ZeitpunktT − 1 die Kapaziẗat
höchstensmin(OE(T )−I(T )+emax, O(T −1)) betragen. Analog geht man bei den zulässigen
NiveausẗandenMt zum Zeitpunktt vor , wobei sich die Grenzen rekursiv durch

UE(t) = max(UE(t + 1)− I(t + 1) + emin, U(t)),

OE(t) = min(OE(t + 1)− I(t + 1) + emax, O(t))

bilden. Die zul̈assigen Aus̈ubungsmengen, abhängig vom aktuellen NiveaustandMt und der
stochastischen EinflussgrößeX t, erhalten wir durch die Abbildung

Γt(Zt) = {Y |Y ′124 ∈ [max(emin, cU(Mt)), min(emax, cO(Mt))]}

wobei

cU(Mt) = min(0, Mt + I(t + 1)−O(t + 1)E),

cO(Mt) = max(Mt − UE(t) + emin, Mt + I(t + 1)− UE(t + 1))

ähnlich zu (6.22) definiert sind.

Nach Ermittlung der zulässigen Niveauverläufe, sowie der zulässigen Aus̈ubungsmengen kann
die Approximation, die in der vorigen Anwendung geschildert wurde, eins zu eins auf dieses
Problem angewandt werden, wobei hier die Restriktionen bezüglich der Aus̈ubung zu ber̈uck-
sichtigen sind, d.h. die Ermittlung voñYt(j) für alle Simulationen und Zeitpunktet ist komple-
xer, da mehr Restriktionen einfließen.
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Ergebnisse

Nach Ausf̈uhren des Algorithmus erhält man f̈ur das Jahr 2003 als Preis für den Vertrag einen
Betrag von Euro2.975.691, 24, der um ca. zwei Drittel geringer als zuvor ist. Bezogen auf die
Megawattstunden beträgt der Preis Euro30, 69 pro MWh. Das ist darauf zurückzuf̈uhren, dass
einerseits die Gesamtmenge, die pro Tag abgerufen werden kann, viel stärker eingegrenzt ist
(siehe Abbildung 6.8), und andererseits Stundenrestriktionen vorliegen. Meist sind die Prei-
se zu den Mittagsstunden am höchsten. Im vorigen Beispiel konnte man die ganze zu diesem
Zeitpunkt zur Verf̈ugung stehende Kapazität abrufen, wogegen hier nur maximal160 MWh
verbraucht werden k̈onnen. Weiters wird man durch die Verpflichtung auch bei Offpeak-Zeiten
mindestens160 MWh zu konsumieren, gezwungen

”
wertvolle “Kapaziẗaten zu einem billigeren

Preis zu beziehen. Bei Ausführen des Algorithmus hat man aufgrund der speziellen Wahl von
HK(M, ω, t) ein konvexes Optimierungsprobleme für jeden Zeitpunktt, für jede Simulation
und ZustandMt zu lösen. Doch diesmal sind mehr Nebenbedingungen einzuhalten.

In Abbildung 6.8 ist der Kapazitätsverlauf des virtuellen Speichers bei1000 Simulationen
(links) mit obere und untere Schranke sowie mit den Quartilen bei1000 Simulationen (rechts)
dargestellt. Man sieht sehr schön, dass die Bandbreite viel geringer als im Beispiel davor ist. Die
empirische Verteilungsfunktion des Preises, der QQ-Plot und das Histogramm (siehe Abbildung
6.7) zeigen eine sehr gute Annäherung an die Normalverteilung.

6.5.4 Das virtuelle Speicherkraftwerk mit Wochenrestriktionen

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit folgender Spezifikation. Die Gesamtkapazität
des virtuellen Speichers beträgtP0 = 100 MWh, die vom Kunden inKW = 50 Wochen zu
verbrauchen sind, wobei pro Woche mindestens eine Einheit (Wmin = 1) und maximal drei
Einheiten (Wmax = 3) abgerufen werden dürfen. Dabei darf man ḧochstens zwei Einheiten
(W 14:17

max = 2) an Strom zwischen14 : 00− 17 : 00 Uhr (Stunde15, 16 und17) erwerben.

Die Herausforderung bei diesem Vertrag liegt in der Berücksichtigung der Wochenrestriktio-
nen, d.h. der NiveauverlaufMt ∈ ME

t ist zweidimensional und zwar

• der Niveaustand des virtuellen SpeichersPt zum Zeitpunktt und

• die in der betrachteten Woche noch verbleibende KapazitätWt (0 ≤ Wt ≤ Wmax)

Im ersten Schritt definieren wir die zulässigen NiveauständePE
t undWE

t und somitME
t . Am

Anfang ist das Speicherniveau100. Da man in der Woche maximal drei MWh Strom bezie-
hen kann, variiert das Niveau in der ersten Woche zwischen100 und 97. Nach Ablauf der
Woche muss mindestens eine Einheit abgerufen sein, d.h. in der zweiten Woche kann das Ni-
veau maximal99 MWh sein. Da man wieder drei Einheiten maximal ausüben kann, liegt die
untere Grenze bei94, das setzt sich fort bis zu einem Zeitpunkt, wo man aufgrund der Min-
destaus̈ubung pro Woche ein verbleibendes Niveau benötigt, sowie aufgrund der maximalen
Wochenkapaziẗat, kein ḧoheres Niveau haben darf. Dazu muss man am Ende der Laufzeit, das
auch gleich das Ende der Woche ist, beginnen. Nach Ausübung muss der Speicher leer sein.
Somit darf in der letzten Woche das NiveauPt ∈ PE

t = [0, 3] betragen, da man maximal drei
Einheiten in einer Woche ausüben darf. In der vorletzten Woche, muss das Mindestniveau eins
sein, da man in der letzten Woche mindestens eine Einheit benötigt um die Wochenrestriktion
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Abbildung 6.7: Die Verteilung des Preises bei1000 Simulationen (links empirische Verteilungs-
funktion, rechts QQ-Plot und unten Histogramm)
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Abbildung 6.8: Verlauf des Niveaus durch die approximierte Ausübungsstrategie auf Stunden-
basis (links) sowie die obere, untere Schranke und Quartile der Niveaustände bei1000 Simula-
tionen (rechts)

(Mindestaus̈ubungsmenge in der Woche ist eins) zu erfüllen, somit liegtPt ∈ PE
t = [1, 6] für t

in der vorletzten Woche (t ∈ [336, 343]). Für die davor liegende Woche giltPt ∈ PE
t = [2, 9],

usw. bis man jene Wochek erreicht, wo

P − kWmin > (KW − k)Wmax.

Somit erḧalt man die obere Grenze der zulässigen Niveauverläufe

O(t)E = min
(
P0 −

(⌈
t
7

⌉
− 1
)
Wmin,

(
KW −

⌈
t
7

⌉)
Wmax

)
.

Für die untere Grenze geht man analog vor und erhält

U(t)E = max
(
P0 −

⌈
t
7

⌉
Wmax,

(
KW −

⌈
t
7

⌉)
Wmin

)
.

Nachdem die zulässigen Niveauverläufe ermittelt sind (siehe Abbildung 6.9), kann man erst
die zul̈assigen Wochenkapazitäten bestimmen, da diese vom NiveaustandPt abḧangen, d.h.
WE

t = WE
t (Pt) für Pt ∈ PE

t und zwar

WE
t = [U(Pt)

E
W , O(Pt)

E
W ],

wobei

U(Pt)
E
W =

{
max{Wmax + Pt −O(t + 1)E, 0} , falls Pt −O(t + 1)E ≤ 0,

Pt −O(t + 1)E , falls Pt −O(t + 1)E > 0,

undO(Pt)
E
W = Wmax. Da maximalWmax Einheiten pro Woche abgerufen werden dürfen, kann

die verbleibende Kapazität maximalWmax Einheiten ausmachen. Daher diese Obergrenze. Die
untere zul̈assige Grenze hängt hingegen vom Niveaustand des virtuellen SpeichersPt ab. Um
die Obergrenze des NiveaustandesO(t)E nicht zu verletzen, muss der verbleibende Wochen-
standWt mindestensPt − O(t + 1)E sein, falls der NiveaustandPt größer als die Obergrenze
O(t+1)E ist. Das ist der Fall, wennt das Ende einer Woche ist, da sich die ObergrenzeO(t+1)E
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Abbildung 6.9: Die Mimimal- und Maximalstände des virtuellen Speichers mit Wochenrestrik-
tionen

am Anfang einer Woche verringert (siehe Abbildung 6.9).

Der Fall Pt − O(t + 1)E ≤ 0 kann eintreten, wennt am Anfang oder innerhalb einer Wo-
che liegt. Der Niveaustand liegt unter oder ist gleich der zulässigen ObergrenzeO(t + 1)E.
Da man maximal pro WocheWmax Einheiten aus̈uben darf und die Obergrenze am Anfang der
nächsten Woche einzuhalten hat, muss der verbleibende Wochenstand zum Zeitpunktt minde-
stensmax{Wmax + Pt − O(t + 1)E, 0} Einheiten ausmachen, denn hätte man weniger, ẅare
der Niveaustand am Anfang der nächsten Woche ḧoher als die zul̈assige Obergrenze, die sich ja
verringert (siehe Abbildung 6.10).

Nachdem der zulässige Niveaustand und der verbleibende Wochenstand definiert wurden, kann
der entsprechende Messraum(ME

t ,ME
t ) aufgestellt werden. Mit der stochastischen Einfluss-

größeXt (wie zuvor) definieren wir den gemeinsamen Produktraum(ZE
t ,ZE

t ). Anschließend
können wir mit den Restriktionen an den Ausübungsmengen

Y E
t = {Y |0 ≤ Yi ≤ 3} mit

0 ≤
17∑

i=15

Yi ≤ 2,

0 ≤
24∑
i=1

Yi ≤ 3

für allePt ∈ PE
t undWt ∈ WE

t bzw.(Pt, Wt) ∈ ME
t = (PE

t ×WE
t ) die Menge der zulässigen

Ausübungen und zwar

Γt(Mt, X
t) = {Y ∈ Y E

t |Y ′124 ∈ [cU(Mt), cO(Mt)]}
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Abbildung 6.10: Die Bestimmung der unteren zulässigen Grenze vonWt

mit

cU(Mt) = max(Pt −O(t)E, 0, Jt(Wt)),

cO(Mt) = min(Wt, Pt − U(t)E, Pt − U(t + 1)E),

wobei

Jt(W ) =

{
Wmin , falls W = Wmax undt Ende der Woche ist,

0 sonst,

die Information liefert, ob die Mindestmenge bereits ausgeübt wurde, bestimmen.

Die Ertragsfunktion ist wie zuvor für allet ∈ T gleich

ft(Mt, X
t, Yt) = f(Mt, X

t, Yt) = Y ′
t St(X

t).

Der Verlauf des ReservoirniveausPt wird durch die Funktion

P Y
t+1 = gP

t+1(P
Y
t , Yt, X

t+1),

= P Y
t − Y ′

t 124,

beschrieben und die ẅochentliche zur Verf̈ugung stehende Menge durch

W Y
t+1 = gW

t+1(W
Y
t , Yt, X

t+1),

= max(W Y
t − Y ′

t 124 + I(t + 1), Wmax),

wobei sich diese Menge umI(t) = Wmax erḧoht, falls t ein Wochenanfang ist, ansonsten
nicht. Wenn mehr alsWmax Einheiten vorliegen, verfällt die überscḧussige Menge, da man
nur ḧochstensWmax Einheiten in der Woche ausüben darf.

Die notwendigen Werkzeuge sind festgelegt und das Problem kann folgendermaßen definiert
werden. Bestimme

sup
Y ∈Υ(Z0)

v0(Y, Z0) (6.26)
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unter

MY
t+1(X

t+1) = gt+1(M
Y
t (X t), Yt(X

t), X t+1), (6.27)

Yt(X
t) ∈ Γt(M

Y
t (X t), X t) und(M0, X0) Z0-messbar,

wobeigt+1(.) = (gP
t+1(.), g

W
t+1(.)).

Nun kann man den Algorithmus wie zuvor anwenden, nur dass sich die Kombinationen von
Mt = (Pt, Wt) ∈ ME

t erḧohen, da man nicht nur die NiveauverläufePt zu betrachten hat, son-
dern auch die in der Woche zur Verfügung stehende AusübungsmengeWt. Weiters wird wieder
eine Diskretisierung vonME

t mit ∆t = 1 für allet ∈ T durchgef̈uhrt und die fehlenden Werte,
wenn n̈otig linear interpoliert. F̈ur die Approximation der bedingten Erwartung der diskontier-
ten Wertefunktion werden wir bei diesem Beispiel den verbleibenden Wochenstand ebenfalls als
Basisvariable aufnehmen. Somit wird die bedingte Erwartung der diskontierten Wertefunktion

H(Mt, ω, t− 1) = EQ[βV ∗
t (Mt, X

t)|X t−1]

durch

HK(Mt, ω, t− 1) =
K∑

i=0

ai
t−1φi(Mt, X

t−1), (6.28)

= a0
t−1 +

24∑
i=1

ai
t−1S

i
t−1(X

t−1) +
48∑

i=25

ai
t−1S

i
t−1(X

t−1)Pt +

a49
t−1Wt +

73∑
j=50

ai
t−1S

i
t−1(X

t−1)Wt

approximiert und die Parameter werden durch die Kleinste-Quadrate-Methode ermittelt, wobei
die diskontierten summierten Cash-FlowsECF T

t herangezogen werden.

Ergebnisse

Wir betrachten die erstenKW = 50 Wochen des Jahres 2005 und führen 1000 Preissimulatio-
nen f̈ur diesen Zeitraum durch. Mit der Anwendung des Algorithmus im Abschnitt 6.4 erhält
man anschließend als Preis für diesen Vertrag einen Betrag von Euro8.831, 7 bzw. bezogen auf
die Gesamtaus̈ubungsmenge Euro88.32/MWh. Die Verteilung des Ertrages, wie man in Abbil-
dung 6.11 sehen kann, hat eine leichte Rechtsschiefe.

In Abbildung 6.12 (links) ist einerseits der Verlauf des Niveaustandes, der durch den Algo-
rithmus erzeugt wird, f̈ur die 1000 Simulationen dargestellt, sowie die untere, obere Schranke
und die Quartile bei1000 Simulationen (rechts). Unterhalb findet man den verbleibenden Wo-
chenstand, der sich meist zwischen 0 und 3 bewegt, d.h. entweder wird alles oder nichts abge-
rufen, vor. Zwei verbleibende Einheiten sind das Ergebnis von der Forderung, dass mindestens
eine Einheit pro Woche ausgeübt werden muss. Da manche Wochen aufgrund der Preissituati-
on nicht attraktiv sind, eine gewisse Menge auszuüben, wird dann eben nur die Mindestmen-
ge abgerufen. Diese Eigenschaft ist auf die FunktionHK siehe (6.28) und die Ertragsfunkti-
on zur̈uckzuf̈uhren, die eine konvexe Struktur aufweisen. Somit hat man für jeden Zeitpunkt
und jede Simulation ein konvexes Optimierungsproblem mit Restriktionen durchzuführen. Als
Lösung erḧalt man eine Gesamtausübungsmenge voncU(Mt) odercO(Mt) Einheiten, wie man
es eben in Abbildung 6.12 unten an den entsprechenden Wochenständen sieht.
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Abbildung 6.11: Die Verteilung des Preises bei1000 Simulationen (links empirische Vertei-
lungsfunktion, rechts QQ-Plot und unten Histogramm)
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Abbildung 6.12: Der Verlauf des Gesamtniveaus (auf Stundenbasis) - links 1000 Simulationen,
rechts untere, obere Schranke und Quartile bei1000 Simulationen und unten der Verlauf der
Wochensẗande (auf Tagesbasis)
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6.5.5 Das virtuelle Speicherkraftwerk mit Ausübungsverboten

Zum Abschluss erweitern wir das vorige Beispiel um Restriktionen an den Ausübungszeiten
und führen die M̈oglichkeit einer Aus̈ubungsverweigerung ein. Der Vertrag lautet wie folgt.

Der Vertragsinhaber darfP0 = 100 MWh in m = 1 MWh Schritten abrufen. Maximaler Abruf
pro Woche istWmax = 10 MWh. Der Vertragspartner (Verkäufer) darfN = 0, . . . , 10 Mal einen
Abruf ablehnen. Zwischen zwei Abrufen müssen mindestens 3 Stunden liegen. Der Vertrag läuft
über einen Zeitraum von einem Jahr (2005). Zur Bestimmung des Preises dieses Vertrages geht
manähnlich wie in den vorigen Beispielen vor. Nur müssen wir unseren ZustandsraumME

t um
die verbleibende Zahl der Ausübungsverbote und die ersten aufgrund der Ausübung gesperrten
Stunden erweitern. Da es keine Restriktionen bezüglich der Menge, die pro Stunde ausgeübt
werden kann, gibt, wird die Strategie die Wahl jener Stunde sein, die den größten Preis hat.
Hier wird die maximal oder minimal zulässige Menge abgerufen. Zurückzuf̈uhren ist dies auf
die Struktur vonHK in der Approximation und der Ertragsfunktion. Daher ist auch die Re-
striktion, es darf nur inm = 1 MWh Schritten abgerufen werden, hinfällig, da die Ḧohe der
Ausübungsmenge sich sozusagen auf eine{0, 1}-Entscheidung reduzieren lässt. Entweder wird
die Mindestmenge oder die maximal zulässige Menge bezogen. Konkret bedeutet dies in diesem
Beispiel, entweder wirdWmax = 10 MWh oder nichts bezogen. Aufgrund der Linearität der Er-
tragsfunktion k̈onnen wir durch die L̈osung dieses Problems den Preis für diese Vertragsart für
P = 100c undW = 10c ebenfalls ermitteln uns zwar ist dieser dasc-Fache des ursprünglichen
Preises.

Im Gegensatz zu den vorigen Beispielen müssen wir uns nocḧuberlegen, welche Bedeutung
die Aus̈ubungsverbote haben. Für den Vertragsverk̈aufer k̈onnte diese Klausel z.B. wichtig sein,
weil er den Strom bei sehr hohen Preisen selbst für sich in Anspruch nehmen m̈ochte. F̈ur den
Vertragsinhaber k̈onnte dies attraktiv sein, weil der Preis des Vertrages dadurch geringer wer-
den muss und man dennoch erwarten kann, einen guten Ertrag daraus zu erzielen, wenn man
die Kapaziẗaten am Markt verkaufen will. Daher kann dieser Vertragüber ein Minimierungs-
und Maximierungsproblem beschrieben werden.

Bevor wir mit der Einbettung dieses Problems in unsere mathematische Umgebung beginnen,
sind noch die Sperren zwischen zwei Ausübungen zu berücksichtigen. Dazu m̈ussen wir f̈ur
das Optimierungsproblem die ZustandsvariableUt einführen, um die Information zu erhalten,
zu welcher Stunde am Vortag ausgeübt wurde, damit die entsprechenden ersten Stunden des
aktuellen Tages für eine Aus̈ubung gesperrt werden, falls sie in der Sperrzeit liegen.

Schlussendlich erhalten wir einen vierdimensionalen Zustandsraum(Pt, Wt, Nt, Ut), der ne-
ben der stochastischen Einflussgröße eine wesentliche Rolle in der Preisfestsetzung spielt. Der
Preis lautet somit

VSwing(P0, W0, N0, U0, X0) = inf
A={A1,...,AT }

sup
Y ={Y1,...,YT }

EQ[
T∑

t=1

βtY (t)′(St(X
t)−K)|X0]

unter

0 ≤ Mt ≤ 100, 0 ≤ Wt ≤ Wmax = 10,

0 ≤ Nt ≤ Nmax = 10, 0 ≤ Ut ≤ Umax = 3.
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Bei diesem Problem haben wir eine zweidimensionale Strategie, einerseits das optimale Set-
zen von Aus̈ubungsverboten (A) und andererseits die optimale Ausübung der Energiemengen
(Y ), wobei diese von den Ausübungsverboten abhängt. Zun̈achst ermitteln wir die notwendigen
Werkzeuge zur Bestimmung und Lösung des Problems.

1. Zun̈achst ben̈otigen wir für die ZustandsvariableMA,Y
t alle zul̈assigen Werte

ME
t = (PE

t , WE
t , NE

t , UE
t )

und den Messraum(ME
t ,ME

t ). Diesmal ist es ausreichend für PE
t , WE

t , NE
t undUE

t zu
fordern, dassPE

t = {0, . . . , 100}, WE
t = {0, . . . , 10}, NE

t = {0, . . . , 10} und UE
t =

{0, . . . , 3}. Der Messraum entsteht durch die entsprechende Bildung von Potenzmengen.

2. Der stochastische Einfluss ist nach wie vorXt mit Messraum(Xt,Ft) und

(ZE
t ,ZE

t ) = (ME
t × R136,ME

t ×Ft)

.

3. Für die Aus̈ubungsmenge ist der Bereich

Y E
t = {Y ∈ R24

+ |
24∑

h=1

Yt(h) ≤ Wmax}

zu definieren und f̈ur die Aus̈ubungsverbote

AE
t = {At ∈ R+|0 ≤ At ≤ Nmax}.

4. Die zul̈assigen Aus̈ubungsverbote lassen sich durch die mengenwertige Funktion

ΓA
t (Pt, Wt, Nt, Ut, X

t) = {0, . . . , min{Nt, 24}}

und die zul̈assige Aus̈ubungsmenge durch

ΓY
t (Pt, Wt, Nt, Ut, X

t, At) = {Y ∈ GY (At, Ut)| Y ′124 ∈ [0, min{Mt, Wt, KW (t)}] }

beschreiben, wobei

GY (At, Ut) =


Y ∈ R24

+ , Y1 = . . . = Ymin{Ut,24} = 0 zus̈atzlich
wennn = min{At, 24− Ut} > 0 :
Y (Ut + j1) = . . . = Y (Ut + jn) = 0, wobei
St(Ut + j1) ≥ . . . ≥ St(Ut + jn) ≥ St(h) undh /∈ {Ut + j1, . . . , Ut + jn}


und

KW(t) =

⌈
T − t

7

⌉
Wmax.

5. Die Ertragsfunktion hat für allet ∈ T die Form

ft(Mt, X
t, At, Yt) = Yt(At)

′St(X
t).
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6. Abschließend m̈ussen wir den Verlauf des ZustandsvektorsMA,Y
t beschreiben.

PA,Y
0 = P0,

PA,Y
t+1 = gP

t+1(P
A,Y
t , At, Yt, X

t+1) = max{PA,Y
t − Y ′

t 124, KW(t + 1)},
WA,Y

0 = Wmax,

WA,Y
t+1 = gW

t+1(W
A,Y
t , At, Yt, X

t+1) = max{WA,Y
t − Y ′

t 124 + I(t + 1), Wmax},
NA,Y

0 = Nmax,

NA,Y
t+1 = gN

t+1(N
A,Y
t , At, Yt, X

t+1) = max{NA,Y
t − At, 0},

UA,Y
0 = 0,

UA,Y
t+1 = gN

t+1(U
A,Y
t , At, Yt, X

t+1) =
Ut − 24 , fallsUt > 24

max{Umax + max{h|Yt(h) > 0} − 24, 0} sonst.

mit
I(t + 1) = Wmax, falls t der Beginn einer Woche ist,

Bemerkung 16.Bei der Ver̈anderung des Niveaustandes ist zu bemerken, dass bei diesem
Vertrag keine Forderung besteht, dass die Kapazität vollsẗandig verbraucht werden muss.
Hat man nunüberscḧussige Kapaziẗat angesammelt, die man nicht mehr verbrauchen
kann, so verf̈allt sie einfach. DaherPA,Y

t+1 = max{PA,Y
t − Y ′

t 124, KW(t + 1)}. Analog
gilt dies für den Wochenverbrauch. Hat man am Ende der Woche noch Kapazitäten frei,
werden diese als ungültig erachtet und somit steht am Anfang der nächsten Woche nur
die maximale Wochenmenge vonWmax wieder zur Verf̈ugung.

Nun können wir das Problem (6.3) folgendermaßen definieren

inf
A∈Υ1(Z0)

sup
Y ∈Υ2(Z0)

V0(A, Y, Z0) (6.29)

unter

MA,Y
t+1 (X t+1) = gt+1(M

A,Y
t (X t), At(X

t), Yt(X
t), X t+1), (6.30)

At(X
t) ∈ ΓA

t (MY
t (X t), X t) und

Yt(X
t) ∈ ΓY

t (MY
t (X t), X t, At) und

(M0, X0) Z0-messbar,

wobeiΥ1(Z0) undΥ2(Z0) die Menge der zulässigen StrategienA bzw.Y sind.

Nachdem das Problem spezifiziert wurde, kann man auch hier den Algorithmus nach Abschnitt
6.4 anwenden. Nur haben wir neben der Maximierungs- auch eine Minimierungskomponente
zu ber̈ucksichtigen. Der Algorithmus ist folgendermaßen zu adaptieren.

Preisapproximation

Zunächst f̈uhrt manJ Preissimulationen für den entsprechenden Zeitraum durch und beginnt
mit dem Ende der Laufzeitt = T .
Für t = T :
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Bestimme f̈ur alle Simulationenj = 1, . . . , J und KombinationenMt = (P, W, N, U) ∈ ME
t

CF T
t (P, W, N, U, ωj, t) = inf

At∈ΓA
t (M,W,N,U,ωj)

sup
Yt∈ΓY

t (M,W,N,U,ωj ,At)

Y ′
t St(ωj).

Lösung:

1. Sortiere absteigendS = (St(U + 1), . . . , St(24)) und bezeichne die Folge mit̂S =
(Ŝ(1), . . . , Ŝ(24− U)). Dann erḧalt man als L̈osung

2. CF T
t (P, W, N, U, ωj, t) = (min{P, W, KW (t)}(Ŝ(N + 1)−K))+.

Anschließend werden die Cash-Flows für alle Simulationen undMt = (P, W, N, U) ∈ ME
t

diskontiert
ECF T

t−1(P, W, N, U, ωj) = βCF T
t (P, W, N, U, ωj, t)

und zur Approximation der bedingten Erwartung der diskontierten Wertefunktion

H(Mt, ω, t− 1) = EQ[βV ∗
t (Mt, X

t)|X t−1]

durch die Funktion

HK(M, ω, t− 1) = a0
N,U,t−1 +

24∑
i=1

ai
N,U,t−1S

i
t−1(X

t−1) +
48∑

i=25

ai
N,U,t−1S

i
t−1(X

t−1)P +

72∑
i=49

ai
N,U,t−1S

i
t−1(X

t−1)W

(6.31)

herangezogen, wobei die Koeffizientenat−1 ∈ RK mit K = 73(Nmax +1)(Umax +1) durch die
Kleinste-Quadrate-Methode bestimmt werden, d.h.

min
at−1∈RK

J∑
j=1

∑
P,W,N,U

(ECF T
t−1(P, W, N, U, ωj)−HK(P, W, N, U, ω, t− 1))2.

Für t = T − 1, . . . , 1:

Bestimme f̈ur alle Simulationenj = 1, . . . , J und KombinationenMt = (P, W, N, U) ∈ ME
t

die WerteÃt undỸ (t) = Ŷ (t, Ãt), sodass

Ṽt(P, W, N, U, ωj) = inf
At∈ΓA

t (P,W,N,U,ωj)
sup

Yt∈Γt(P,W,N,U,ωj ,At)

Y ′(St(ωj)−K) +

H̃K(PA,Y
t+1 (P ), WA,Y

t+1 (W ), NA,Y
t+1 (N), UA,Y

t+1 (U), ωj, t)

gilt. Anschließend ermittle den optimalen diskontieren, summierten Cashflow für alle Simula-
tionenωj und KombinationenMt = (P, W, N, U) ∈ ME

t :

ECF T
t−1(P, W, N, U, ωj) = βỸ (t)(St(ωj)−K) +

βECF T
t (PA,Y

t+1 (P ), WA,Y
t+1 (W ), NA,Y

t+1 (N), UA,Y
t+1 (U), ωj)
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und approximiere die bedingte Erwartung der diskontierten Wertefunktion

H(M, ω, t− 1) = EQ[βV ∗
t (Mt, X

t)|X t−1]

wie zuvor und gehe zut = t − 1 über. Ist man beit = 1 angelangt, dann erhält man den Preis
diese Vertrages zum Zeitpunkt 0 durch

V ∗(Z0) ≈ 1

J

J∑
j=1

ECF T
0 (P0, W0, N0, U0, ωj).

Ergebnisse

Zur Berechnung des Preises dieser Vertragsform haben wirJ = 500 Simulationen herangezo-
gen und wie bereits erẅahntNmax = 10 Ausübungsverbote vorgegeben, sowie einen maxima-
len Abruf pro Woche vonWmax = 10 MWh. Über das Jahr darf der Kunde maximalP = 100
MWh verbrauchen und es wird kein Ausübungspreis verlangt (K=0). Weiters wird gefordert,
dass zwischen zwei Abrufen mindestens drei Stunden liegen müssen. Da jedoch keine Stun-
denrestriktionen vorliegen, verläuft die optimale Strategie in der Form, dass bei Ausübung nur
jene Stunde am Tag ausgeübt wird, die den ḧochsten Preis besitzt und dann wird die maximal
zulässige Menge ausgeübt. Daher ist es notwendig, die ZustandsvariableUt einzuf̈uhren, die
die Information liefert, welche Anfangsstunden am Tagt für eine etwaige Aus̈ubung gesperrt
sind, z.B. wenn am Tagt − 1 bei Stunde23 ausgëubt wird, darf man am Tagt die Stunden1
und2 nicht aus̈uben. Nach Anwendung des Algorithmus im Abschnitt 6.4 erhält man als Preis
Euro10.792, 10.

In Tabelle 6.4 ist der Preis in Abhängigkeit von der GesamtausübungsmengeP0 aufgelistet.
Man sieht wie im ersten Beispiel, je höher die Gesamtausübungsmenge ist, desto geringer wird
der Preis pro Megawattstunde. Je mehr Menge man zur Ausübung zur Verf̈ugung hat, desto
weniger sparsammuss man sozusagen mit der Ausübung umgehen. In der Tabelle 6.5 ist der
Preis in Abḧangigkeit von der Anzahl der Ausübungsverbote aufgelistet. Je geringer die Anzahl
ist, desto ḧoher wird der Preis. Das Gewähren von zehn Ausübungsverboten bewirkt eine Ver-
ringerung des Preises (pro Megawattstunde) von ca. Euro40. Das sind ca.27%. In Abbildung
6.14 ist die Entwicklung abḧangig von der Gesamtausübungsmenge grafisch dargestellt sowie
in Abhängigkeit von den Aus̈ubungsverboten bei einer Gesamtausübungsmenge vonP0 = 100
MWh.

In Abbildung 6.13 (links) sieht man die empirische Verteilung des Preises für die Kombina-
tion P0 = 100, Wmax = 10, Nmax = 10 und Umax = 3 zusammen mit der entsprechenden
Normalverteilung, rechts den entsprechenden QQ-Plot, sowie unterhalb das Histogramm. Eine
leichte Linkssschiefe liegt vor.

Abschließend betrachten wir die Verläufe der einzelnen ZuständePt, Wt, Nt und Ut. Bereits
in den ersten50 Tagen werden bis zur Ḧalfte der Gesamtausübungsmenge abgerufen. In ganz
extremen F̈allen kommt es erst am Ende der Laufzeit zur ersten Ausübung. Die obere Schranke
der500 Simulationen ist ca. bis zum Tagt = 310 bei 100 MWh. Die Wochensẗande nehmen
nur die Werte0 undWmax an. Dies ist auf die Struktur vonHK (siehe (6.31)) und der Ertrags-
funktion zur̈uckzuf̈uhren. Der Verlauf der verbleibenden Ausübungsverbote besitzt eine große
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Bandbreite. Bei einigen Preiskonstellationen werden die Ausübungsverbote viel schneller aus-
gesprochen. Die untere Grenze bei500 Simulationen liegt bereits bei0 um den Tag10 herum.
Die obere Grenze bleibt bis zum Tagt = 225 bei10. Danach beginnt sie sich zu reduzieren. Es
zeigt sich, dass nicht alle Ausübungsverbote in Anspruch genommen werden (Obergrenze am
Ende der Laufzeit ist1).

Bei der Anzahl der ersten gesperrten Stunden sind, wie zu erwarten, größtenteils keine Stunden
zu ber̈ucksichtigen, da bei einer Ausübung meist eine Stunde in den Onpeak-Zeiten herange-
zogen wird. Am Ende der Laufzeit, das sind die Monate November und Dezember, kommt es
relativ selten vor, dass mindestens eine Stunde gesperrt werden muss, d.h. dass am Vortag eine
Stunde in der Nacht ausgeübt wird.

P0 Preis/P0 P0 Preis/P0

10 159.2 60 116.4
20 146.5 70 114.9
30 133.6 80 112.5
40 125.4 90 109.8
50 118.9 100 107.9

Tabelle 6.4: Preis der Swing-Option in Abhängigkeit von der Gesamtausübungsmenge

N Preis/P0 N Preis/P0

0 147.1 6 116.7
1 145.4 7 114.6
2 133.6 8 112.5
3 127.6 9 110.2
4 123.1 10 107.9
5 119.7

Tabelle 6.5: Preis/P0 der Swing-Option in Abḧangigkeit von der Zahl der Ausübungsverbote
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Abbildung 6.13: Die Verteilung des Preises bei500 Simulationen (links empirische Verteilungs-
funktion, rechts QQ-Plot und unten Histogramm)
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Abbildung 6.14: Der Preis in Abḧangigkeit von der Aus̈ubungsmenge und den
Ausübungsverboten
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Abbildung 6.15: Die Verl̈aufe der ZusẗandePt, Wt undNt
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Abbildung 6.16: Der Verlauf des ZustandesUt
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Anhang A

Komponenten der Nachfrage- und
Angebotsseite
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Tabelle A.1: Anteil der ersten10 Hauptkomponenten an der Gesamtvarianz - Bedarf Arbeitstag

Tabelle A.2: Anteil der ersten10 Hauptkomponenten an der Gesamtvarianz - Bedarf Nichtar-
beitstag
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Tabelle A.3: Anteil der ersten10 Hauptkomponenten an der Gesamtvarianz -Bt Arbeitstag

Tabelle A.4: Anteil der ersten10 Hauptkomponenten an der Gesamtvarianz -Bt Nichtarbeitstag
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Tabelle A.5: Ergebnisse des mittleren Bedarfs für Lt und Nichtarbeitstag

Tabelle A.6: Ergebnisse des mittleren Bedarfs für Lt und Arbeitstag
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Tabelle A.7: Ergebnisse der Hauptkomponentengewichte für Lt
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Tabelle A.8: Ergebnisse der Hauptkomponentengewichte für Lt
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Tabelle A.9: Ergebnisse der Hauptkomponentengewichte für Lt
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Tabelle A.10: Ergebnisse der Hauptkomponentengewichte für Lt

166



Kapitel A. Komponenten der Nachfrage- und Angebotsseite

Tabelle A.11: Ergebnisse der mittleren Ausgangsbasis auf der Angebotsseite für Bt und Nicht-
arbeitstag

Tabelle A.12: Ergebnisse der mittleren Ausgangsbasis auf der Angebotsseite für Bt und Ar-
beitstag
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Tabelle A.13: Ergebnisse der Hauptkomponentengewichte für Bt
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Tabelle A.14: Ergebnisse der Hauptkomponentengewichte für Bt
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Tabelle A.15: Ergebnisse der Hauptkomponentengewichte für Bt
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Tabelle A.16: Ergebnisse der Hauptkomponentengewichte für Bt
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