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Kapitel 1

Einleitung: Aspekte in der
Computerstatistik

1.1 Statistik Software

Die Verwaltung grofler Datenmengen mit einer oft multivariaten Struktur ist sehr schwie-
rig. Schon einfache Berechnungen kénnen hierbei &uflerst rechenintensiv sein. Der Einsatz
von komplexeren Algorithmen ist daher nur noch bei der Verwendung eines Computers
mit entsprechender Statistik Software moglich. Ein graphischer Output der Resultate er-
fordert dariiberhinaus einen Laserprinter oder Plotter.

Verschiedene Statistik-Programme sind derzeit an der TU-Graz verfiighbar. Dazu gehéren

e SPSS (Campuslizenz) mit Einsatzbereichen in der Ausbildung, der technischen und
klinischen Statistik, sowie der Meinungsforschung.

e SAS (12 Einzelplatzlizenzen) legt grolen Wert auf Datensicherheit und wird deshalb
vor allem auch im klinischen Bereich eingesetzt. Wegen der doch recht komplexen
Bedienung ist dieses Produkt jedoch fiir die Ausbildung weniger gut geeignet.

e S-Plus (1 Einzelplatzlizenz) ist am Institut fiir Statistik installiert und eignet sich
speziell fiir Wissenschaft und Forschung. Es wird immer héufiger auch in kommer-
ziellen Bereichen eingesetzt.

Eine free software Version von S-Plus ist R (GNU S). Es verwendet denselben Befehls-
satz wie S-Plus, bietet auch ein GUI (Graphical User Interface) und wird von einem
internationalen Entwicklungsteam laufend betreut. Hinweise zur Installation und Infor-
mationen iiber R findet man im CRAN (Comprehensive R Archive Network) unter
http://www.R-project.org/.

R ist ein offenes und sehr flexibles System. Das GUI ist eine direkte Schnittstelle zur objek-
torientierten Sprache S, welche von John Chambers und anderen bei den Bell Laboratories
entwickelt wurde. R ist matrixorientiert und offeriert die Verwendung von Scripts.
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG: ASPEKTE IN DER COMPUTERSTATISTIK

1.2 Daten

Vor jeder statistischen Analyse von konkreten Daten sollte deren Messniveau und die

daraus resultierenden Gegebenheiten genau betrachtet werden.

Skala Beispiele Kenngroflen skaleninvariante Bemerkungen
Transformationen
Nominalskala Geschlecht Héufigkeiten (i) 1-1 Trafo Klassifizierung
(Klassifikatorische | Blutgruppe Modalwert (i) (m—0,w—1) ohne Wertung
Skala) KFZ-Kennzeichen bijektive Trafos und ohne
Postleitzahl Ordnung
Rasse, Beruf
Ordinalskala Schulnoten Quantile (i) monoton steigende  Ordnungs-
(Rangskala) sozialer Status (z.B. Median) Transformation relation
Ranglisten Rangstatistiken (i) A — 1 Reihung
Erdbebenstérke B —2
milit. Rénge
Intervallskala Temperatur Mittel (i) lineare Trafos Nullpunkt
C=3F- 1% Streuung (ni) =azx+b (a>0) verdndert sich
Zeitpunkte Korrelkoeff. (i) bei lin. Trafos
0°C #0°F
Verhaltnisskala Gewicht Mittel (i) lineare Trafos mit
Linge Streuung (ni) festem Nullpunkt
Fliche Korrel.koeff. (i) y=azr (a>0)
Kosten Variat.koeff. (i)
(i) ... bleibt invariant bei Transformationen
(ni)... bleibt nicht invariant bei Transformationen

Tabelle 1.1: Messniveaus von Daten
Bemerkungen zur Intervallskala:
e Die Aussage: 10°C ist doppelt so warm wie 5°C ist unsinnig!

e Der Quotient zweier Differenzen bleibt bei einer linearen Transformation y = T'(z) =
ax + b erhalten:

axry +b— (axy+0b)

Y1 — Y2
Yz — Ya

Ty — T2

ars+b— (axs+b) x3— 14
e Der direkte Quotient von Werten dndert sich bei einer allgemeinen linearen Trans-
formation:
b
ﬂ:ﬂ#ﬂ fiir b#£0.
Yo ars+b " m
e Das arithmetische Mittel ist invariant im Sinne von § = T'(T), da g = + > y; =
L5 (ax; +b) = aT + .

e Die Streuung jedoch ist hierbei nicht invariant, da s, = as, # as, + b.
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Bemerkung zur Verhéltnisskala (fester Nullpunkt):

e QQuotienten bleiben erhalten:

Y1 ary T

Y2 axs T2

So ist es beispielsweise egal, ob man die relative Steigerung des Umsatzes in US-
Dollar (z) oder in EURO (y) betrachtet.

Qualitative (diskrete) Daten werden auf einer topologischen Skala betrachtet. Zu die-
ser zahlen die Nominalskala (S7) und die Ordinalskala (S3). Quantitative (stetige) Daten
werden auf einer Kardinalskala gemessen zu denen die Intervallskala (S3) und die Verhélt-
nisskala (S,) gehoren.

Beim Ubergang S; — Sii1, i = 1,2, 3, entsteht zwar ein Gewinn an Information aber die
Empfindlichkeit gegeniiber Messfehlern steigt.

1.3 Statistische Analyse

Hat man Fragen wie , Welche Daten liegen vor?“ (Niveau, Dimension, Kenngréfien), oder
»Welche Aspekte sollen analysiert werden?“ (Konfidenzintervalle, Hypothesentests, Mo-
delle, Ausreifler) einmal beantwortet, so kann man sich der Auswahl von geeigneten Ana-
lysemethoden widmen.

Liegt ein eindimensionaler (univariater) Datensatz vor, so verwendet man die Me-
thoden der explorativen Datenanalyse (EDA) oder der graphischen Datenanalyse (GDA).
Man kann auch einen Vergleich mit theoretischen Verteilungsmodellen anstellen, Konfi-
denzintervalle berechnen oder Hypothesentests durchfiithren. Eine spezielle Situation liegt
beim Vergleich von eindimensionalen Stichproben vor.

Soll ein zweidimensionaler (bivariater) Datensatz analysiert werden, dann ist wie-
derum die EDA (Scatterplot mit Glattung, Korrelationsanalyse) geeignet. Ein potentieller
funktionaler Zusammenhang wird mittels der Regressionsanalyse mit anschlieBender Be-
trachtung der Residuen validiert. Lokations- oder Variabilifitstests zweier abhéngiger oder
unabhéngiger Stichproben sind Methoden, um auf Mittelwerts- oder Streuungsunterschie-
de zu testen.

Bei der Analyse eines mehrdimensionalen (multivariaten) Datensatzes helfen auch
graphische Darstellungsmethoden. Die multiple lineare Regression liefert ein einfaches sta-
tistisches Modell, welches den Zusammenhang zwischen einer abhédngigen und mehreren
unabhéngigen Variablen beschreibt. Die Diskriminanzanalyse dient zur Modellierung der
Trennfunktion zwischen mehreren ,als verschieden bekannte Datenkollektiven, wahrend
die MDS (multidimensionale Skalierung) auf Distanzmatrizen basiert und zur Dimensi-
onsreduktion von multivariaten Daten auf eine niedrigere Dimension eingesetzt wird. Ahn-
liches bietet die Clusteranalyse, welche zum Auffinden von Datenbiindel oder Strukturen
zwischen den einzelnen Variablen verwendet wird. Durch faktorenanalytische Methoden
werden hypothetische Faktoren aus einer Menge beobachteter Variablen iiber Kovarianz-
betrachtungen berechnet (Hauptanwendung in der Psychologie — 1Q-Forschung).
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Kapitel 2

Univariate Stichproben

Definition 2.1 Der n-elementige Zufallsvektor X = (Xi,...,X,) heifit Stichprobe
vom Umfang n fiir die Population Y, wenn die Zufallsvariablen X, ..., X, stochastisch
unabhingig und so wie Y wverteilt sind. Den reellwertigen Vektor x = (z1,...,x,) nennt
man Realisation dieser Stichprobe.

2.1 Parameterschatzer

Wir nehmen nun an, dass die Verteilungsfunktion F'(y|0) von Y bis auf den Parame-
ter(vektor) 6 bekannt ist. Der unbekannte Parameter § wird nun mit Hilfe der Stichprobe
geschéatzt.

Definition 2.2 Schdtzt die Stichprobenfunktion T = T'(X,...,X,) einen unbekannten
Parameter 0, so heifit T Schatzfunktion oder Schiatzer und die entsprechende Realisa-
tion T(xy,...,x,) Schitzwert.

Es gibt mehrere Giitekriterien fiir einen Schétzer T von 6. Dazu zdhlen

e Erwartungstreue:

sonst definiert bias(7,0) = E(T') — 6 den Bias (vergleiche mit Abbildung 2.1 links).
e Asymptotische Erwartungstreue:

lim E(T") =46.

n—oo
e Konsistenz:

lim P(|T—6] >¢) =0.

n—oo

Dies entspricht gerade der stochastischen Konvergenz von T" gegen 6.

5



6 KAPITEL 2. UNIVARIATE STICHPROBEN

.00 .00 )

sz (X)

E(T)=6 E(T,) 9

Abbildung 2.1: Vergleich von Dichten zweier Punktschétzer fiir den Parameter 6. Links:
T, erwartungstreu, T verzerrt; Rechts: 17 effizienter als T5.

e T ist wirksamster oder effektivster Schitzer, wenn fiir alle anderen Schétzer T5
E((Ty - 0)*) <E((T; - 6)*),

gilt. D.h., T} hat den kleinsten mittleren quadratischen Fehler (MSE) (siehe Abbil-
dung 2.1 rechts). Unter allen erwartungstreuen Schétzer hat der wirksamste Schétzer
Ty wegen E((Ty — E(T1))?) < E((Ty — E(T3))?) die kleinste Varianz.

Zur Konstruktion von Schitzern:

e Die Momentenmethode liefert erwartungstreue und konsistente Schétzer fiir die Mo-
mente um Null der Ordnung k.

e Die Mazximum-Likelihood (ML) Methode liefert keinesfalls immer erwartungstreue
Schétzer. Existiert jedoch ein effektiver Schétzer, so wird dieser durch die ML Me-
thode bestimmt.

Momente und Quantile:
1. Moment um Null:

EX)=p= /xdF(x)dx.

Das empirische Mittel X = n=! 3", X, ist ein erwartungstreuer Schiitzer fiir y. Weiters ist
X konsistent und effektiv. Fir X; % N(u, 02) folgt X ~ N (i, 02/n).
2. zentrales Moment:

var(X) = o? = E((X — p)?).



2.1. PARAMETERSCHATZER 7

Die empirische Varianz S = (n—1)71 Y, (X; — X)? ist erwartungstreuer und konsistenter
Schiitzer fiir den Varianzparameter 2. Der Schétzer S7 = n~' Y (X;—X)? ist effektivster
Schitzer, hat aber bias(S%,0?) = —o?/n.
Gilt X; % N(u,0?), so sind X und S? unabhiingig und es gilt
n—1 X —pu
S~ 2 e —— ~t, 1.
5 Xo_1, sowie S/ 1

o

k-tes zentrales Moment:
= B((X — )"
Als standardisierte Formen der hoheren zentralen Momente haben wir
e Schiefe (Skewness) a3 = E((X — u)/0)? = ps/o®, welche durch
1 — —
Qg = - ;(Xz - X)*/5}
mit var(ds) ~ 6/n geschitzt werden kann. Ist o negativ (positiv) so liegt eine links-
schiefe (rechtsschiefe) Verteilung vor. Fiir ag = 0 ist die Verteilung symmetrisch.
e Kurtosis (ExzeB, Schwinzigkeit) oy = E(X — p)/0)* — 3 = puy/o* — 3, geschitzt
durch
0= - X s -3
mit var(dy) ~ 24/n. Ist ay negativ (positiv), so ist bei gleicher Varianz das Maximum

der Dichte kleiner (grofier) als bei der Normalverteilung.

In der Tabelle 2.1 sind die ersten vier Momente einiger Verteilungen angegeben. Das
Verhalten der entsprechenden Dichten ist in den Abbildungen 2.2 und 2.3 dargestellt.

Verteilung E(X) var(X) oy on
Normal(0, 1) 0 1 0 0
Uniform(—1,1) 0 1/3 0 —1.2
Doppel-Exponential(1) | 0 2 0 3
Exponential(1) 1 1 2 6

X3 10 20 0.894 1.2

Tabelle 2.1: Momente ausgewéhlter Verteilungen.

Fiir die Definition eines Quantils benttigt man den Begriff der geordneten Stichprobe.
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a3 =0.89
az=2
Exp(1) Xt
Abbildung 2.2: Beispiele fiir die Schiefe as.
a,=-1.2 a,=0
as=3
Uniform(-1, +1) N(O, 1) DExp(1)

Abbildung 2.3: Beispiele fiir die Kurtosis ay.

Definition 2.3 Bezeichne g: R" — R" die Abbildung g(z1,...,2,) = (2@a),-..,Twm))
mit xqy < -0 < Ty. Dann heifit x(y = (zq),...,Tn)) geordnete Stichprobe zu
r = (21,...,2,), X) = (X1),...,X(n)) die geordnete Statistik (Ordnungsstatistik)
und X ;) die i-te geordnete Statistik.

Definition 2.4 Die feste Zahl z,, 0 < p < 1, mit
P(X <z, <p<P(X <uz,)

nennt man p-tes theoretisches Quantil der Zufallsvariablen X (siehe Abbildung 2.4).
Die Zufallsvariable

o) %(X(np) + X(np+1)) fiir ganzzahliges np

p =
X([npl+1) sonst

nennt man empirisches Quantil oder Stichprobenquantil.

Empirische Quantile werden als Schétzer fiir die (unbekannten) theoretischen Quantile
verwendet. Aussagen iiber deren Giite liefert der folgende Satz.
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-4 F(xI8) — 4 F(xI8) -4 F(x|8)

P(X<x,)<p P(X<x,)<p

P(X<xp)=p

P(X<xp)=p

Abbildung 2.4: Zur Definition des Quantils x,,.

Satz 2.1 Sei Xi,..., X, eine Stichprobe fiir eine stetig verteilte Population mit Dichte
f(x|0) und Verteilungsfunktion F(xz|0). Fir 0 < p <1 sei x, das p-te Quantil zu F(z|0).
Ist k = [np] + 1 und f(z) in x, stetig und positiv, so gilt

as I p(l-p)
X““)”N(%’ﬁ(xp\@ n )

Die k-te Ordnungsstatistik X ist also ein asymptotisch erwartungstreuer Schétzer fiir
das Quantil z,. Dariiberhinaus ist er auch konsistent.

Beispiel 2.1 Nach Satz 2.1 hat der empirische Median X = Q(0.5) = X(n/24+1) all-

gemein asymptotische Varianz var(X) = 1/(4nf*(xos5|0)).
Fir die Normalverteilung, X; 5 N(u,0?), gilt f(xos|p,0?) =1/vV2re? und damit

~ 27 o2 o?
X)~ —— =1.5708—.
var(X) 1 -
Wegen var(X) = 0% /n < var(X) = 1.570802 /n, ist fiir eine Stichprobe aus N(u,0?) der
Mittelwert X effizienter als der Median X. Die asymptotische relative Effizienz von X
gegeniiber X ist somit

are(X, X) = var(X) /var(X) = 7/2 = 1.5708..

Um var(X) zu schitzen bendétigt man einen Schitzer fiir die Populationsvarianz o?.

o Der Momentenschdtzer hat hierbei den Nachteil, dass X auf einem ordinalen Aspekt
beruht, S? aber auf einen intervallskalierten.

e Daher verwendet man einen auf Quantile beruhenden Schitzer fir 2. Ublich ist die
Verwendung des Inter-Quartile Range IQR = Q(0.75) — Q(0.25).
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Unter X; % N(u,o?) gilt
iqr = xo75 — To25 = (1 + 20750) — (ft + 20.250) = 220750

mit z, dem p-ten Quantil der N(0,1)- Verteilung. Wegen zor75 = 0.6745 folgt hierfir
o =iqr/(2-0.6745), was den robusten Varianzschitzer

52 IQR
IQR ™ 1.3492
motiviert. Dieser liefert schlieflich
~9
. o IQR?
var(X) = 1.5708 ISR = 0.8639 sz :

Gleichverteilung: X; % U(—a,a), 0 < a. Damit ist E(X) =0, var(X) = a*/3 und
var(X) = 4d®/(4n) = a*/n
var(X) = a*/(3n),

also wiederum var(X) < var(X).
Doppel-Exponential- (Laplace-) verteilung: X; “ DExp(u,c?) mit Dichte

f(aln,0®) = 1/(20) exp(~|z — pl/0), 2,n€R, o >0.
Dafiir ist E(X) = p, var(X) = 202 und

var(X) = 40%/(4n) = o?/n

var(X) = 20%/n,

also erstmals var(X) > fuar(f( ). Als asymptotisch relative Effizienz folgt 1/2.

Variationskoeffizient
Dieser ist definiert als das Momenten-Verhéltnis Standardabweichung zu Erwartung, also

0=0o/u.

Somit ist er ein relatives (dimensionsloses) Streuungsmaf, dessen Einheit pu ist. Liegt eine
Stichprobe X vor, so wird er geschétzt durch den empirischen Variationskoeffizienten

0=25/X.

Fiir eine normalverteilte Stichprobe gilt var(d) = 62/2n.

Fiir eine exponentialverteilte Stichprobe mit E(X) = A und var(X) = A\? erhilt man
0 = A/XA = 1, d.h. der Variationskoeffizient ist konstant. Gerade hierbei dient 6 zur
Beschreibung von Groflen, deren Variabilitdt mit dem Niveau zunimmt. Beispiele dafiir
sind Anzahlen oder Wartezeiten.

Liegt eine Stichprobe aus einer Poissonverteilung vor mit E(X) = var(X) = A, so ist

0=V \=1/VA
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Zusammenfassung univariater Statistiken
basierend auf Momente:

arithmetisches Mittel: T=n"13". ;.
e geometrisches Mittel: 7, = /][, z; fir z; > 0.

e harmonisches Mittel: ), = ﬁ fiir nur positive oder nur negative x;.
Hat man nur positive z;, so gilt stets die Beziehung 7), <7, < 7.
Bei identen Beobachtungen sind die Mittel gleich.

e Varianz: s* = (n—1)7' > (v; — 7).
Zur Berechnung verwende man Y .(z; — T)? = Y. 27 — nT°.

e Standardabweichung: s = v/s2.
e Variationskoeffizient: s/, fir T # 0.

e Schiefe: iy =n~' Y (x; — T)?/s3 mit Standardfehler /6/n.

e Kurtosis: &y =n~ 'Y, (z; — T)*/si — 3 mit Standardfehler /24/n.

basierend auf Quantile:

e Median: & = ¢(0.5) mit Standardfehler 0.929iqr/+/n.

e Minimum: z(;y oder Minimum Standard Score: (z) — Z)/s.

e Maximum: z(,) oder Maximum Standard Score: (z(,) —)/s.

Zur Verteilung von Minimum und Maximum unabhéngig ident verteilter X;, ...

mit stetiger Dichte fx : (a,b) — R und Verteilungsfunktion F:

P(Xqy>x) = P(Xy>x)-...- P(X,>2)=(1-Fx(z))"
0 r<a
Fx (z) = 1—-(1—=Fx(x) a<zxz<b
1 z>b
o n—1
me(iC) _ { g(l Fx(z))" ™ fx(v) Zoisf <b
P(Xpmy <z) = P(Xi<x)-...- P(X, <z)=Fy(x)
0 r<a
Fx, (x) = FY(x) a<z<b
1 z>b
n—1
fX(n> (z) = { gFX (@) fx(x) Zoistl' <b

e Bereich (Range): z(,) — z().

11
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e Quartile: ¢(0.25), ¢(0.75), sowie Interquartiler Bereich iqr = ¢(0.75) — ¢(0.25).

robuste Schdatzer:

e Standardabweichung: ¢ = iqr/1.349.
o TailmaB: 7 = (q(o.975) . q(o.025)) / <q(0.875) - q(.125)).

o PeakednessmaB: 7 = (q(0.875) - q(0.125)> / <q(0.65) - q(0.35)>.
o Schiefe: 4 = (q(0.95) - x)/(m - q(0.05)).

2.2 Konfidenzintervalle

Ausgangssituation in der Parametrischen Statistik sind n unabhéngig und ident ver-
teilte Stichprobenvariablen X, ..., X, ~ F(x]0), wobei das Verteilungsmodell F'(x|6)
exakt spezifiziert ist. Gesucht werden nun zwei Statistiken L = L(Xy,...,X,) und U =
U(X1,...,X,) (L steht fur untere/lower und U fiir obere/upper Grenze), so dass fiir alle

Parameter 6 aus dem Parameterraum gilt
P(L<O<U)=1-a, 0<a<l.

Das zufillige Intervall (L, U) iiberdeckt den wahren Parameter § mit Wahrscheinlichkeit
1 — a. Man nennt es zweiseitiges Konfidenzintervall fiir § zum Niveau 1 — «. Die
entsprechenden einseitigen Intervalle erhélt man, indem eine Seite offen gelassen wird,
d.h. Py(L <0)=1—«oder Py <U)=1— a betrachtet.

Intuitiv bedeutet dies, dass derartige Intervalle mit grofer Wahrscheinlichkeit (also «
sehr klein gewihlt, z.B. @ = 0.05) den unbekannten Parameter iiberdecken. Fiir eine
Realisation z1, ..., x, jedoch iiberdeckt (I, u) das wahre 6 oder es iiberdeckt diesen auch
nicht. Die Aussage, dass der Parameter mit Wahrscheinlichkeit 1—a im Konfidenzintervall
liegt ist somit unsinnig!

Beachte: Sei (L,,U,), r = 1,..., R, eine Folge von iid Konfidenzintervallen fiir § zum
Niveau 1 — o, dann resultiert mit dem Starken Gesetz der grofen Zahlen (SLLN)

R

1 5.

E Z [[Lr,Ur]<0) f—> 1 — .
r=1

Hierbei gilt fiir die Indikatoren Iz, ,1(0) P Bernoulli(1 — «) (Erwartung = 1 — «).
Unter der Annahme X; % N (, 0?) resultieren folgende Intervalle:

1. Konfidenzintervall fiir i bei o bekannt:

2
X
XNN(,LL,U—>:>Z: a
n

ST~ N

P20 < Z < 21_0p2) = P <7 — iZ1—a/2 <p< X+ izl—a/2> =l-a.
n n

Vi Vi
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2. Konfidenzintervall fiir ¢ bei o unbekannt:

1 < — X —pu
5% = X, —X)* T= ~t
n—llg;( ) S/vn !

P(tnfl;a/Z S T S tnfl;lfa/Q) -

S S
P(X— n11a2<M<X+_tn11a2):].—O./.
vn / NG /

3. Konfidenzintervall fiir o2 bei p unbekannt:

(n—1)

_ 2 2
Y - 0_2 S ~ anl
—1)5? —1)5?
P(Xi—l;a/Q <Y< Xi—1;1—a/2) =P (Z—) <o’ < (712—) =l-o.
Xn—1;1—a/2 Xn—1;a/2

Bei bekanntem p verwendet man Y = Y (X; — u)?/0? ~ x2. Man gewinnt daher
einen Freiheitsgrad.

Fiir eine beliebige Verteilung F mit E(X;) = p und var(X;) = o? gilt mit dem Zentralem
Grenzwertsatz (CLT), wegen E(X) = p und var(X) = 02 /n, dass

_ X-EX) X-—p a4
var(X) o/Vn

— N(0,1).
Dies liefert Konfidenzintervalle wie oben allerdings mit einer Uberdeckungswahrschein-

lichkeit die nur fiir n — co gegen 1 — « strebt.

1. Approximatives Konfidenzintervall fiir 4 bei 0% bekannt (n > 30):

— g — g
PlX ——z_0np<u<X+—2_, ~1—o.
( \/ﬁzl RS pS AT \/ﬁzl /2) o)

2. Approximatives Konfidenzintervall fiir p bei ¢ unbekannt (n > 30):

S S
P(X_ n11a2<,UJ<X+—tn11a2>%1—o[_

3. Approximatives Konfidenzintervall fiir 0 bei p unbekannt (n > 100):

_ 2 _ 2
P(@;_wgazgﬂ_lw)m_w

Xn—1;1—a/2 Xn—1;a/2
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Ausgangssituation in der Nicht-Parametrischen Statistik sind n unabhéingig ident
verteilte Stichprobenvariablen Xi,..., X, Yo , wobei an das Verteilungsmodell jetzt
nur sehr schwache Voraussetzungen gestellt werden, wie beispielsweise die Forderung der
Stetigkeit oder der Symmetrie von F. Nicht-Parametrisch ist ein Verfahren, das keine
Aussagen iiber explizite Parameter einer Verteilung trifft (z.B. u oder o2 bei der Nor-
malverteilung). Populationsquantile werden hierbei nicht als explizite Parameter gesehen.
Daher sind Verfahren nicht-parametrisch auch wenn sie sich auf implizite Parameter wie
Median, Quartile, u.s.w. beziehen.

Haben die n Beobachtungen x4, ..., z, zumindest ordinales Messniveau und gilt X; Y ,
wobei F' streng monoton wachsend ist, so ist z, eindeutig bestimmt, und wir definieren

ein Konfidenzintervall fiir das unbekannte Populationsquantil x,, zum Niveau 1 — « durch
P(X(k) <xp < X(@)) =1—«a
mit k& < £. Es werden nun die Indizes k& und ¢ bestimmt. Sei dazu
0 falls X; >«
Yi(z) = { 1 falls X, <z,
so ist Y;(x) P Binomial(1, F'(z)) und T'(z) = ), Yi(z) ~ Binomial(n, F'(z)). Damit folgt

P(Xpy <2y < X)) = P(Xa) <ap X > )
= PH#(Xi<zp) 2k, #(X; <) <L —-1)
= Pk<T(zp)<l—-1)=1—-0a.

Man bestimmt daher k£ und ¢ so, dass die obige Beziehung gilt. In der Regel kann aber
das Niveau 1 — « nicht exakt eingehalten werden. Daher wahlt man die folgende Vorge-
hensweise

1. Bestimme & und ¢ derart, dass ¢ — k minimal (Intervall kurz), und
2. Binomial(¢ — 1|n, p) — Binomial(k — 1|n,p) > 1 — « gilt (Fehler maximal «).

Fiir n > 20 ist es auch angebracht, die Binomialverteilung durch die Normalverteilung zu
approximieren (Satz von DeMoivre-Laplace):

P(Xug) <wp<X) = Pk<T(z)<l-1)

q)<f—1—np+1/2>_q)(k—np—l/Q) 1
\ np(l—p) ) np(1 —p)

1—a/2 a/2

Q

Also sind

1
k= np+ <+ zappv/np(l —p),

2

1
{ = np+ 3 + z1_a2v/ (1 — p).
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Als approximatives Konfidenzintervall ergibt sich nach Abrunden unten und Aufrunden
oben

P (X < p < X)) =1 -

Oft wird auch bei groflem Stichprobenumfang die Verteilung des Medians durch die Nor-
malverteilung approximiert (siehe Satz 2.1). Mit den Ergebnissen aus Beispiel 2.1 gilt

2
var(X) = 0.8630 21

n

und als alternatives approximatives Konfidenzintervall fiir den theoretischen Median re-
sultiert

P <X — Zl_a/g @'(X) S 0.5 S X + Zl_a/g @'(X)) ~1—ca.

2.3 Hypothesentests

Zweck eines statistischen Tests ist es, Aussagen oder Hypothesen iiber die Verteilung ei-
ner Population Y anhand einer Stichprobe X1, ..., X, zu untermauern. Zur Uberpriifung
der Hypothese dient eine Teststatistik T' = T(Xy,...,X,). Je nach Realisation von T'
entscheiden wir uns fiir oder gegen die vorliegende Hypothese. Das Testproblem wird
in Form einer Nullhypothese Hy, z.B. 0 € Oq, und einer Alternativhypothese Hy, 0 & Oy,
formuliert. Nach bestimmten Kriterien wird eine Menge C' (kritischer Bereich oder Verwer-
fungsbereich) gewihlt, welche die Entscheidung zugunsten einer der beiden Hypothesen
vorschreibt. Wir entscheiden uns fiir

e H,, falls T nicht in C realisiert,
e Hy, falls T in C realisiert.
Die Entscheidung fiir Hy oder H; kann richtig oder falsch sein. Wir unterscheiden zwischen

e Fehler 1. Art a: Entscheidung fiir Hy, d.h. Hy ablehnen (wenn 7' € C'), obwohl Hy
zutrifft (Produzentenrisiko),

e Fehler 2. Art 1 — 3: Entscheidung fiir Hy, d.h. Hy nicht ablehnen (wenn 7' ¢ C),
obwohl H; zutrifft (Konsumentenrisiko, Operationscharakteristik).

Wahrheit | Entscheidung
Hy H,y
H, 11—« «
H, 1-5

Tabelle 2.2: Zur Definition der Fehler 1. und 2. Art bei Hypothesentests.
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f(x|Ho) f(x|H1)

Abbildung 2.5: Type I and II Fehler beim Gaufltest Hy: p = po gegen Hyi: = pg > g
mit Verwerfungsbereich C' = {t : t > t.}.

Natiirlich méchte man die beiden Fehler o und 1 — 8 moglichst klein halten. Diese Forde-
rungen widersprechen sich aber (siche Abbildung 2.5). Ublicherweise wird o fest vorgege-
ben und aus dem resultierenden Annahmebereich der Fehler 1 — § bestimmt. Dabei kann
es passieren, dass 1 — 3 sehr grof§ wird. Da der tatsédchliche Wert des Parameters nicht
bekannt ist, kann iiber den Fehler 2. Art auch keine genaue Auskunft gegeben werden.
Nur der Fehler 1. Art ist unter Kontrolle und deshalb nur die damit verbundene Entschei-
dung ,,Hypothese Hy nicht verwerfen“. Aus diesem Grund spricht man auch nicht von
,Hypothese Hy annehmen* sondern von ,,Hypothese H, nicht verwerfen*.

Andererseits trifft man auch zwei Arten richtiger Entscheidungen

e P(T ¢ C|H, richtig) = 1 — a (durch Niveau bestimmt),
e P(T € C|H, richtig) = 8 (Macht oder Schérfe des Tests).

Der p-Wert

Fiir gewohnlich erhédlt man von einer Software nach Aufruf eines Tests als Ausgabe keine
logische Entscheidung sondern den p-Wert. Dieser ist vereinfacht ausgedriickt die anhand
der vorliegenden Stichprobe beobachtete Type I Error Rate a.

Um Eigenschaften des p-Wertes diskutieren zu koénnen ist vorerst folgende Aussage iiber
Eigenschaften der Verteilungsfunktion F'x ausgewertet in X notwendig.

Satz 2.2 (Probability Integral Transformation) Habe X stetige Verteilungsfunkti-
on Fx(z) und sei die Zufallsvariable Y definiert als Y = Fx(X). Dann ist Y auf (0,1)
gleichverteilt, also gilt fir 0 <y <1

PY <y =y.
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T
X= F_l(Y) X1 X

Abbildung 2.6: Links: F'(z) streng monoton wachsend; Rechts: F'(x) nicht fallend.

Bevor wir zum Beweis kommen, benétigen wir die Inverse Fi'(y). Ist Fx streng monoton
wachsend (siehe Abbildung 2.6 links), dann ist Fy' eindeutig definiert als

Fy'ly)=a = Fx(e)=y.

Ist jedoch Fx iiber ein Intervall konstant (wie in Abbildung 2.6 rechts), dann ist Fix(z) =y
fiir jedes x1 < o < x5 und die Inverse ist dort nicht eindeutig. Wir definieren deshalb

Fy'(y) = inf{z : Fx(z) > y}.

Ist F'x nicht konstant, dann stimmt diese Definition mit der obigen {iberein. Zusétzlich
liefert sie einen eindeutigen Wert fiir F5;! und wir haben F'(y) = ;. An den Endpunkten
des Bereichs von y definieren wir Fiy'(1) = oo und F'(0) = —oo.

Mit dieser Definition beweisen wir den Satz 2.2. Fiir Y = Fx(X) gilt fir 0 <y < 1

PY<y) = P

An den Endpunkten haben wir P(Y < y) =1 fir y > 1, und P(Y <y) =0 fir y <0,
also ist Y gleichverteilt auf [0, 1].
Die Identitat

P(Fy' (Fx(X)) < Fx'(y)) = P(X < Fx'(y))

hilt natiirlich fiir streng wachsende Fy, wofiir Fiy'(Fx(z)) = x folgt. Ist jedoch F fiir
7 < & < x5 flach, so kann dort Fii'(Fx(z)) # = gelten. Mit der generellen Definition der
Inversen von zuvor resultiert dort Fiy'(Fy (7)) # 21. Wegen P(X < x) = P(X < ;) hilt
aber auch dort die obige Identitét. Die flache Stelle der Verteilungsfunktion bezeichnet
einen Bereich mit Null-Wahrscheinlichkeit, d.h. P(x; < X < z5) = Fx(x3) — Fx(z1) = 0.



18 KAPITEL 2. UNIVARIATE STICHPROBEN

Weiters werden wir noch folgenden Begriff verwenden:

Definition 2.5 Fx ist stochastisch grofier als Fy, falls Fx(t) < Fy(t) fir alle t gilt. Fir
X ~ Fx undY ~ Fy folgt P(X <t)=Fx(t) < Fy(t) = P(Y <t) und fir alle t gilt

P(X>t)>PY >t).

Nachdem ein Hypothesentest durchgefiihrt ist, muss das Ergebnis mitgeteilt werden. Eine
Moglichkeit ist es, « fiir diesen Test zu berichten und die darauf basierende Entscheidung
gegen oder fiir Hy. Ist « klein, so ist man ziemlich {iberzeugt H, verwerfen zu kénnen.
Fiir grofles a hingegen kann man wegen der Gefahr einer falschen Entscheidung Hy nicht
verwerfen. Alternativ konnen die Ergebnisse eines Tests auch mittels einer speziellen Sta-
tistik, dem p-Wert, iibermittelt werden.

Definition 2.6 FEin p-Wert p(X) basierend auf die Stichprobe X = (X3, ..., X,,) ist eine
Teststatistik mit 0 < p(z) < 1 fiir jeden Stichprobenpunkt x. Kleine Werte von p(X) geben
einen Hinweis auf die Richtigkeit von Hy. Ein p-Wert ist giiltig, falls fir jedes 6 € ©
und jedes 0 < o < 1 gilt

Py(p(X) <a)<a.

Ist p(X) ein giiltiger p-Wert, kann damit sehr einfach ein Level a Test konstruiert werden.
Der Test, der Hy genau dann verwirft wenn p(X) < « ist wegen obiger Definition ein Level
a Test. Kenntnis des p-Werts ermoglicht dem Leser eine individuelle Wahl von «, die sie/er
fiir angebracht hélt. Weiters beinhaltet der p-Wert eine eher stetige Information und nicht
nur die dichotome Entscheidung fiir oder gegen Hj.
Wie kann nun ein giiltiger p-Wert definiert werden?

Satz 2.3 Sei W(X) eine Teststatistik so dass grofse Werte von W gegen Hy sprechen.
Definiere fiir einen beliebigen Stichprobenpunkt x

p(x) = sup Py(W(X) = W(z)).

[ASISH
Damit ist p(X) ein giiltiger p- Wert.

Beweis: Fixiere einen Parameterwert 6 € ©g. Sei dafiir Fy(w) die Verteilungsfunktion
von —W (X). Definiere dafiir weiters

po(z) = Pp(W(X) > W(x)) = Bp(—W(X) < =W(x)) = Fp(=W(x)).

Somit entspricht fiir diese Wahl von 6 die Zufallsvariable py(X) gerade Fy(—W (X)).
Mit Satz 2.2 folgt, dass die Verteilung von py(X) stochastisch grofler oder gleich die
Gleichverteilung ist (vgl. Definition 2.5 und die folgenden Bemerkungen). D.h. fiir jedes
0 <a<1gilt P(pg(X) < a) < a. Nun ist der p-Wert in Satz 2.3 aber definiert tiber alle
0 € O, und es gilt dafiir

p(x) = sup pe(x) > po(z),
0'cOq

da der grofite p-Wert fiir alle Elemente in ©g zumindest so grof§ ist als der fiir unseren
fest gehaltenen Parameterwert 6. Somit gilt auch fiir jedes # € ©y und jedes 0 < a <1

Py(p(X) < a) < By(pp(X) <) <
und p(X) ist daher ein giiltiger p-Wert.
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Beispiel 2.2 (p-Wert beim 2-seitigen t-Test) Sei Xi,..., X, eine Zufallsstichprobe
aus N(u,0?) und teste Hy: p = pg gegen Hy: p # po. Der Likelihood Quotienten Test
(LRT) verwirft Hy fir groe Werte von W (X) = |X — po|/(S/v/n). Fiir u = o folgt
(X — o)/ (S/\/n) einer t,_;-Verteilung, unabhingig vom Wert von o. Deshalb gilt hierfiir

p(a) = Po,(W(X) = W () = 2P(T,1 = (T — po) /(s//n)) -

Beispiel 2.3 (p-Wert beim 1-seitigen t-Test) Teste Ho: 1 < g gegen Hy: p1 > puo.
Der LRT verwirft fiir groffe Werte von W(X) = (X — uo)/(S/+/n). Nun wird fir diese
Statistik gezeigt, dass das Supremum aus Satz 2.3 immer bei (g, o) auftritt, und dass der
Wert von o darauf keinen Einfluss hat. Betrachte ein p < pg und irgend ein o:
X — o

> W
S/vi = w)

= P, (Tn—l = Wiz) + /;0/?/5)

P (W(X) = W(a) — P(

< P(Thr 2 W(x)) .

Die Ungleichung hilt, weil u < ug und dafiir (o — p)/(S/\/n) eine nicht-negative Zu-
fallsvariable ist. Weiters gilt

P (Tt 2 W(0) = Buyo (2 2 W(a) ) = Paoo (W) 2 W(2)).

was wegen (o, o) € Oy gerade eine der Wahrscheinlichkeiten im Supremum aus Satz 2.3
ist. Der p-Wert ist also p(x) = P(T,—1 > W(z)) = P(T,,—1 > (T — uo)/(s/\/n)).

2.3.1 Wichtige parametrische Tests bei Normalverteilung

1. Test auf u bei 02 bekannt (GauBtest):
H, H, Entscheidung kritische Werte
gegen H, falls
p=po pF#p X <cgoder X >c4 c3=po— 212 0/\/10
o Cy = Mo + Z1-a/2 o/v/n
oS o > o X>a C1 = o+ 21-a 0/\/N
= o < fo X < Co = o — Z1-a O/\/1

2. Test auf u bei o unbekannt (¢-Test):

Hy H, Entscheidung kritische Werte
gegen Hy, falls

pw=jo p#pe X <czoder X >cq4 3= — tn1:1—a/2 S/
cy = fo +tn_11-as2 S/V/n

B fo > o X > c1 = o+ th-1.1-a S/V/n
= o pe< fo X <o Co = o — tn_1,1-a S/
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3. Test auf o2 bei u unbekannt (y2-Test):

H, H; Entscheidung kritische Werte
gegen H, falls
o?=03 o*#0} S?<czoder S?>cq 3= X%—ya/z o2/(n—1)
€4 = XZ—].;].—OA/Q 0'(2)/<TL - 1)
0?2 <ol o> o} 5% > ¢ ¢ =Xp_11-a 05/(n—1)

02> o8 o’<o} S < ¢y C2=Xp_ 1.0 04/(n—1)

All diese parametrischen Tests setzen kardinales Mefiniveau (Intervalls- oder Verhéltnis-
skala) der Beobachtungen voraus. Im folgenden Abschnitt werden nicht-parametrische
Methoden behandelt. Bei einer univariaten Stichprobe gehéren dazu vor allem Anpas-
sungstests auf eine spezifizierte Verteilungsfunktion und Tests auf Quantile.

2.3.2 Tests auf Giite der Anpassung

Anpassungstests (Goodness-of-Fit Tests) dienen zur Uberpriifung der Hypothese, dass die
Population aus der die Stichprobe stammt einer hypothetischen Verteilung folgt. Dazu
wird untersucht, ob sich die beobachtete Stichprobenverteilung (empirische Verteilungs-
funktion) hinreichend gut dieser von uns vorgegebenen hypothetischen Verteilung anpasst.

Definition 2.7 Sei X4,...,X, eine zumindest ordinal skalierte Zufalls-Stichprobe aus
der Verteilungsfunktion F.

Fn(:p):%#(Xiga:), reR

nennt man die empirische Verteilungsfunktion dieser Stichprobe.

In der empirische Verteilungsfunktion wird jedem X; die Wahrscheinlichkeit 1/n zugeord-
net. Falls keine Bindungen vorliegen, d.h. falls es keine mehrfachen identen Realisationen
gibt, so kann F,(z) auch iiber die geordnete Statistik definiert werden

0 fﬁrl’<X(1),
Fo(x)=1¢ i/n fir Xg <o <X, i=1,...,n—1,
1 fir X(n) S X .

Allgemein hat F,,(x) folgende Eigenschaften:

e [, ist eine monoton steigende Treppenfunktion mit Spriingen in x(yy, ..., T().

Bei ungebundenen Beobachtungen macht F), in ;) einen Sprung der Hohe 1/n. Bei
einer Bindung von k& Beobachtungen betréigt die Hohe des Sprunges k/n.

e Fiir jede Realisation z(y),...,x(,) ist F,, eine Verteilungsfunktion.
e Fiir jedes z ist F,,(x) eine Zufallsvariable.
e F,(z) ist diskret mit den Realisationen i/n fiir i =0,...,n.
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Es gilt der Zentralsatz der Statistik (Satz von Clivenko-Cantelli).

Satz 2.4 (Glivenko-Cantelli) Seien Xi,..., X, Y F. Dann gilt fir n — oo

sup | F,(z) — F(z)| B0,

rz€R
also die gleichmdf$ige fast sichere Konvergenz.

Satz 2.5 Seien Xi,..., X, “ F. Dann gilt fiir jedes feste v € R

P <Fn(x) _ %) _ (’Z) Fi(z)(1— F(z))", i=0,....n.
Es gilt also nF,(z) ~ Binomial(n, F'(x)), und daher E(F),(z)) = F(x) sowie var(F,(z)) =

Der Kolmogorov-Smirnov Test (1933)

Seien X; aus einer Grundgesamtheit mit uns unbekannter stetiger Verteilungsfunktion F'.
Zu testen ist die Hypothese, dass F' eine gewisse, vollstiandig spezifizierte Gestalt Fj hat.
Der Zentralsatz der Statistik legt fiir die zweiseitige Fragestellung die Verwendung von
sup, | F.(z) — Fo(z)| als Teststatistik nahe. Unter Hy sollte diese Abweichung hinreichend
klein sein und wir verwerfen Hj bei einer zu groflen Realisation.

Die KS-Statistik basiert auf dem Maximum von Abweichungen und setzt kardinales Mef3-
niveau der Beobachtungen voraus. Ist die unbekannte Verteilungsfunktion F' stetig, so
ist der Test exakt. Ist F{ diskret, oder sind die Parameter nicht vollstindig spezifiziert
sondern werden durch die Stichprobe geschétzt, so ist der KS-Test konservativ, d.h. fiir
das wahre Testniveau gilt P(H, ablehnen|Hj richtig) < «. Der Test neigt in diesen Fallen
also eher dazu, H, nicht zu verwerfen. Ersetzen wir beispielsweise in Fy(u) den Para-
meter E(X) = p durch den Stichprobenwert Z, dann unterscheidet sich diese geschétzte
hypothetische Verteilungsfunktion Fy(Z) bzgl. des ersten Momentes nicht mehr von der
empirischen Verteilung F,(z).

Sei Fy vollstandig spezifiziert, so konnen folgende Hypothesen getestet werden:
Testproblem:

o Test A: Hy: F(x) = Fy(x) Ve € R, H;:3x e R: F(x) # Fy(x)

o Test B: Hy: F(z) < Fy(x) Ve € R, Hy:3Jz eR: F(x)> Fy(x)

o Test C: Hy: F(x) > Fy(x) Ve € R, H;:3Jzx e R: F(x) < Fy(x)
Die entsprechenden KS-Teststatistiken lauten

o Test A: K, = sup g | Fo(z) — F(z)]

o Test B: K, = sup,cp(Fn(x) — Fy(x))

o Test C: K, = sup,cp(Fo(z) — F,.(2))
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Entscheidungsregel: H, wird abgelehnt, wenn
o Test A: ky, > kpi—o; mit P(Kp, > kpi—o) =«

o Test B: k;, >k, mit P(K >k, )=«

n;l—a»

o Test C: kF >k, ;mit P(KF >k, )=«

n;l—a» n;l—a
Definition 2.8 Xi,..., X, % F. Die Teststatistik T = T(X1,...,X,) heifit vertei-
lungsfrei, falls die Verteilung von T nicht von F abhdngt.

Lemma 2.1 Unter der Annahme der Stetigkeit von Fy sind die Teststatistiken K,, K;
und K unter Hy verteilungsfrei, d.h. unabhdngig von Fyp.

Die Herleitung der Verteilung von K, unter Hj ist aufwendig. Die Quantile k,.;_, sind
jedoch fiir n < 40 exakt tabelliert (siche Tabelle E). Fiir n > 40 kann auf Quantile der
asymptotischen Verteilung zuriickgegriffen werden.

Satz 2.6 Ist Iy stetig, so gilt fir alle z > 0

z > 2,2
(1) lim P (Kn < —) = L(z)=1-2) (~1)F'e?,
o Vi

2) lim P (K,j < i) — LT(x)=1-¢%

n—00 n

Aus Punkt (2) folgt, dass 4nK ;™ asymptotisch y3-verteilt ist. Fiir 1 — a = 0.95 gilt

beispielsweise x3.95 = 5.99, womit als Approximation ks & 1/X3.005/4n = 1.22/y/n
resultiert.

Beispiel 2.4 Zu testen ist, ob der Benzinverbrauch eines Autotyps per 100 Meilen einer
Fy = N(12,1)-Verteilung entspricht. Dazu liegt eine Stichprobe vom Umfang n = 10 vor.
Der Test sollte zweiseitig mit o = 0.05 durchgefiithrt werden, d.h. man testet

Hy: F(z) = ®(x]12,1) gegen H;: F(x) # ®(x]12,1).

Die Tabelle 2.3 gibt die fir die Anwendung des KS-Tests bendtigten Werte an. Die hypo-
thetische Verteilung ®(z|12,1) und die empirische Verteilung F,,(x) sind in der Abbildung
2.7 dargestellt. F;f(z) und F, (x) sind der rechts- bzw. linksseitige Grenzwert von F,(x)
und df (x) = |®(x[12,1) — F;f (z)|, d,(z) = |®(z|12,1) — F,, (x)|. In x4 = 12.4 realisiert
Ky in k19 = 0.355. Wegen kip,0.95 = 0.409 (d.h. k1o < ki0.0.95) kann Hy nicht verworfen
werden.

Die folgenden Zeilen zeigen beispielhaft die Verwendung entsprechender Kommandos in R.
Dabei werden zuerst die Daten definiert, dann der zweiseitige KS-Test angewandt (default
Option), und schlieflich in einer Graphik die empirische Verteilungsfunktion mit der hy-
pothetischen Verteilung verglichen.
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iz Plre) Fy O F; dp dy
1[115 0309 01 00 0209 0.309
2118 0421 02 0.1 0221 0321
3112.0 0.500 0.3 0.2 0.200 0.300
41124 0655 04 03 0255 0.355
5[125 0691 05 04 0.191 0.291
6126 0726 06 05 0.126 0.226
7128 0788 0.7 0.6 0.088 0.188
81129 0816 0.8 0.7 0.016 0.116
9130 0841 09 08 0059 0.041

10132 0885 1.0 09 0115 0.015

Tabelle 2.3: Kolmogorov-Smirnov-Test bei den Benzinverbrauchsdaten.

Fn(x)

ecdf(milage)

Abbildung 2.7: Vergleich der empirischen mit der hypothetischen Verteilungsfunktion.

> milage <- c(11.5, 11.8, 12.0, 12.4, 12.5, 12.6, 12.8, 12.9, 13.0, 13.2)
> ks.test(milage, "pnorm", 12, 1)

One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: milage
D = 0.3554, p-value =

alternative hypothesis: two.sided

0.1598

> library(stepfun); plot(ecdf(milage), do.points=FALSE, verticals=TRUE)
lines(x, pnorm(x, 12, 1))

> x <- seq(10, 15, 0.1);

# plot hypothetical c.d.f.
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Der Pearson y2-Test (1900)

Dieser Test ist ein weiterer Anpassungstest, der im Gegensatz zum KS-Test, welcher
Verteilungsfunktionen direkt vergleicht, die entsprechenden erwarteten Haufigkeiten zum
Vergleich heranzieht. Deshalb kénnen die Daten auch beliebiges Mefiniveau haben.

Die n Beobachtungen x4, ..., x, werden in k disjunkte Klassen eingeteilt. Die Teststatistik
erfasst nun die Abweichungen der beobachteten Haufigkeiten n; von den theoretischen
Héufigkeiten np; unter Hy, mit 2521 n; = n.

Klasse K, Ky ... K,
Anzahl d. Beobachtungen | ny  no ... ny

Unter der Annahme X % F unterscheidet man zwischen zwei Testproblemen:
Testproblem A: Sei Fj eine vollstédndig spezifizierte Verteilungsfunktion

e Hy: F(x)=Fy(zr) VxeR,
o Hy:dz eR: F(zx) # Fy(z).
Teststatistik:
k ~np))
> ol
7=1

mit p; = P(X; € K;|Hy) = Fo(aj) — Fo(aj-1), falls K; = (a;-1, a;).
Entscheidungsregel: Da fiir n — oo die Folge der Verteilungsfunktionen von T2 gegen
die x*-Verteilung mit k — 1 Freiheitsgraden strebt, wird Hy abgelehnt, falls ¢,> > X%fl;ka
gilt. Die theoretischen Quantile sind in der Tabelle C wiedergegeben.

Beispiel 2.5 FEin Wiirfel wird 120 mal geworfen. Ist der Wiirfel unfair?

Klasse j 1 2 3 4 5 6| Summe
n; 20 30 20 25 15 10 120
np; 20 20 20 20 20 20 120

L 2
g =mps)” | 5 0 5/ 5/4 5| 125
npj

Mit t,» = 12.5 st fiir a = 0.01 wegen Xg,o.gg = 15.08 > t,2 der Wiirfel als fair zu werten.
Bei o = 0.05 fiihrt dies zu X395 = 11.07 < ty2 und der Wiirfel kann nicht als fair
eingestuft werden. Der exakte p-Wert ist hierbei etwas kleiner als 3%.

> dice <- c(20, 30, 20, 25, 15, 10)
> chisq.test(dice, p = rep(1/6, 6))

Chi-squared test for given probabilities

data: dice
X-squared = 12.5, df = 5, p-value = 0.02854



2.3. HYPOTHESENTESTS 25

Wie bereits beim KS-Test sollte auch hier noch geklart werde, was zu tun ist wenn unbe-
kannte Parameter in der hypothetischen Verteilungsfunktion sind und diese somit nicht
vollsténdig spezifiziert ist. Dies fithrt uns zum Testproblem B.

Testproblem B: Seien r unbekannte Parameter 6, ..., 6, in Fy, dann testen wir
o Hy: F(x)= Fy(x|by,...,0,) VreR,
o Hy:dzeR: F(x) # Fy(z|b4,...,0,).

Seien él, . ,ér Schatzer fiir die unbekannten Parameter in Fjy, dann werden in der Test-
statistik diese Parameter durch deren Schitzungen ersetzt und wir erhalten dadurch die
Teststatistik:

~

k N
m_Z(Nj_an(elaAaer))2gsz -
j=1 npj(Ql, Ce ,67«)

X2 T

Diese ist daher eine modifizierte Version der Teststatistik fiir das Testproblem A, in der die
r unbekannten Parameter durch deren Schétzungen ersetzt werden. Dabei reduziert sich
lediglich der Freiheitsgrad der y2-Verteilung um die Anzahl der geschiitzten Parameter.
Entscheidungsregel: Hy wird abgelehnt, falls ¢7% > Xk1-ri1_a &ilt.

Es stellt sich noch die Frage, fiir welche Schiatzmethoden dies Giiltigkeit hat. Dabei zeigt
sich, dass die asymptotische y2-Verteilungseigenschaft nur dann gilt, wenn die Parameter
01,...,0, entweder mit der Maximum-Likelihood-Methode bzgl. gruppierter Daten oder
mittels der Minimum-Chi-Quadrat Methode geschétzt wurden.

Bei der ML-Methode bzgl. gruppierter Daten wird die Likelihood Funktion

maximieren, so wére 775 nicht mehr asymptotisch x2-verteilt. In der Praxis verwendet
man aber trotzdem féalschlicherweise die ML-Schétzer fiir ungruppierte Daten, da diese
einfacher zu erhalten sind. Dieses Vorgehen fiihrt dann jedoch zu einem wahren Niveau
a* > a, wodurch der Fehler 1. Art nicht mehr kontrolliert ist.

Bei der Minimum-y*-Methode wird einfach die Teststatistik T;%(Ql, ...,0,) in den Pa-

rametern maximiert. Diese Schétzer él, ey ér sind daher definiert als Losung des Glei-
chungssystems 8T;§(91, oo 0,)/00; =0,7=1,--- k.

Liegen ungruppierte Daten vor, so stellt sich die Frage nach der Klasseneinteilung, d.h.
fiir welches n und fiir welches p; (j = 1,..., k) ist die Approximation der Verteilung von
T\» durch die x*-Verteilung gerechtfertigt. In der Praxis wird oft als Faustregel np; > 5
verwendet.
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Vergleich KS-Test mit x?-Test:

e Die exakte Verteilung von K, liegt fiir kleine n < 40 vor. Der y2-Test kann nur fiir
grofe n angewendet werden; er ist ein approximativer Test.

e Alle n Beobachtungen werden beim KS-Test unmittelbar benutzt. Beim y2-Test
miissen sie erst zu k Klassen zusammengefasst werden (Informationsverlust). Das
beinhaltet eine Willkiir bei der Festlegung der Klassenanzahl und Klassenbreite.

e Der KS-Test basiert auf der Annahme einer stetigen Verteilung der Grundgesamt-
heit, wihrend der y?-Test auch (und gerade) bei diskreten Verteilungen anwendbar
ist. Der KS-Test ist in diesem Fall konservativ.

e Miissen die Parameter von Fy(x) geschiitzt werden, so hat K, (Schitzer fiir die
Parameter substituiert) nicht dieselbe Verteilung wie K,. Der Fehler ist somit nicht
unter Kontrolle. Beim y2-Test verringert sich in diesem Fall lediglich die Anzahl der
Freiheitsgrade um die Anzahl der geschétzten Parameter.

e Der y2-Test ist nur zweiseitig anwendbar, wihrend mit dem KS-Test auch Abwei-
chungen in nur eine Richtung getestet werden konnen.

Der Shapiro-Wilk Test (1965)

Héufig ist man daran interessiert, Abweichungen von der Normalverteilung zu erkennen.
Sowohl der KS-Test wie auch der y2-Test sind dafiir nicht geeignet. Um den KS-Test
verwenden zu kénnen miissen p und o2 in Fy spezifiziert sein. Der x2-Test erlaubt nur die
Verwendung von entsprechend aufwendigen Schétzungen. Shapiro und Wilk’s W Statistik
ist eine gute Alternative, um auf Abweichungen von der Normalverteilung zu testen. Diese
ist das Verhiltnis zweier Schiatzungen fiir die Varianz einer Normalverteilung,

_ [ShaXl
Z?:l(Xi - X)2

Der Zghler ist proportional dem Quadrat des besten (minimale Varianz, unverzerrt) linea-
ren Schétzers fiir die Standardabweichung, und der Nenner beschreibt die Quadratsumme
der Abweichungen der Beobachtungen vom Mittel. Die Koeffizienten a; liegen in Form ei-
ner Tabelle vor oder kénnen nur approximiert werden. Es gibt jedoch Programme, welche
diese Approximationen berechnen.

Beispiel 2.6 Im KS-Test auf Normalitit der Benzinverbrauchsdaten wurde p = 12 und
0% = 1 verwendet. Die Abbildung 2.7 zeigte aber, dass gerade diese Wahl nicht realistisch
ist. Bs ist zwar T = 12.47, aber nur s> = 0.3.

> mean(milage)

[1] 12.47

> var(milage)

[1] 0.3045556

> shapiro.test(milage)

Shapiro-Wilk normality test

data: milage
W = 0.9529, p-value = 0.7026
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Haben wir beim KS-Test mit einen p- Wert von doch nur 0.16 die Nullhypothese verwerfen
konnen, so ist dies jetzt trotz geringerem Abstand zwischen Fy und F,, viel deutlicher. Zum
Vergleich liefert der KS-Test mit geschdtzter Hypothese

> ks.test(milage, "pnorm", mean(milage), sd(milage))
One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: milage
D = 0.1495, p-value = 0.9787
alternative hypothesis: two.sided

Der Binomialtest

Liegen zwei Gruppen vor, so kann man den Binomialtest einsetzen. Die n Beobachtungen

realisieren in einer von zwei disjunkten Klassen K, K5. Unter X; Y Fsei P (X; € K1) =p.
Diese Wahrscheinlichkeit ist fiir alle ¢ gleich, da die X; ident verteilt sind.
Testproblem:

e Test A: Hy:p=po; Hi:p#po
e Test B: Hy:p<po; Hi:p>po
o Test C: Hy:p>po; Hi:p<po
Teststatistik:
T = #(X, € K)).
Da T eine Summe von Bernoulli(p)-Variablen ist, gilt offensichtlich unter Hy
T ~ Binomial(n, py) .

T ist eine diskret verteilte Zufallsvariable, weshalb es in der Regel zu einem beliebigen o
kein t, gibt, wofir P(T < t,) = « exakt eingehalten wird. Deshalb werden fiir diskret
verteilte Teststatistiken Ungleichungen der Form P(T < t,) < « verwendet. Der Fehler
erster Art ist dadurch maximal a. Das exakte a* sollte angegeben werden.

Fiir n < 20 ergeben sich die kritischen Bereiche wie folgt:

o Test A: t1_o, = ming {k|P(T > k) < ay }, und t,, = maxy {k|P(T < k) < as}
mit oy + ap = .
H, wird abgelehnt, falls ¢t > ¢,_,, oder t < t,, zutrifft.

o Test B: t1_, = ming {k|P(T > k) < a}
Hy wird abgelehnt, falls t > t,_, zutrifft.

o Test C: t, = maxy {k|P(T < k) <a}
H, wird abgelehnt, falls t < t, zutrifft.

Fiir pp um 1/2 wird wegen der Symmetrie der Verteilung von T oy = ap = a/2 gewihlt.
Fiir kleine (grofie) po empfiehlt es sich manchmal ay grofier (kleiner) als ap zu wéhlen.
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Beispiel 2.7 Von einer Maschine wird behauptet, dass diese mazximal 5% defekte Gerite
produziert. In einer Stichprobe vom Umfang n = 20 wurden 3 defekte Stiicke entdeckt
(15%). Kann damit die Behauptung auf o = 0.10 aufrecht gehalten werden?
Testproblem: Test B

Hy:p <005 Hy:p>0.05.
Fiir den kritischen Bereich (t;_,,20) gilt

P(T>2p=005 = 1—P(T<1|p=005) =1—0.7358 = 0.2642 > o,
P(T>3lp=005) = 1—P(T<2|p=0.05)=1-0.9245 = 0.0755 < o

Wegen togo = 3 <t = 3 lehnen wir Hy auf dem Niveau o* = 0.0755 ab (oder auch nicht!).

> binom.test(x=3, n=20, p=0.05, alternative="greater")
Exact binomial test

data: 3 and 20
number of successes = 3, number of trials = 20, p-value = 0.07548
alternative hypothesis: true probability of success is greater than 0.05
95 percent confidence interval:

0.04216941 1.00000000

sample estimates:
probability of success

0.15

> binom.test(x=3, n=20, p=0.05, alt="greater", conf.level=0.90)$conf.int
[1] 0.0564179 1.0000000

attr(,"conf.level")

[1] 0.9

Gilt n > 20 und 10 < np < n — 10, so liefert die Anwendung des Satzes von DeMoivre-
Laplace eine gute Approximation fiir t,. Damit resultiert

o Test A:ty_o, = [nPo—3+21-a, v/1Po(1 — po) ], und ta, = [npo+i4-2a,1/npo(1 — po)]
o Test B: t1_, = [npy — % + z1-av/npo(1 = po)|
o Test C: t, = ano + % + 2q npo(l —po)J

Hierbei wird auf- bzw. abgerundet, um das vorgelegte Niveau o moglichst gut einhalten zu
kénnen. Die Approximation ist wegen der Symmetrie der Normalverteilung umso besser,
je ndher p bei 1/2 liegt. Dies ist aber bei vielen Fragestellungen gerade nicht der Fall.

Beispiel 2.8 (Fortsetzung von Bsp. 2.4) Die Normalverteilungsapprozimation liefert fiir
a = 0.10 als kritischen Wert

>n <- 20; p <- 0.05; alpha <- 0.10
> ceiling(n*p -1/2 + gnorm(1l-alpha)*sqrt (n*xp*(1-p)))
(1] 2
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also den kritischen Bereich [2,20] mit einem Niveau von 0.26. Die Approzimation ist in
diesem Fall sehr ungenau.

Bei bindren Merkmalen ergibt sich eine Einteilung in zwei Klassen von selbst (z.B. Ge-
schlecht (ménnlich, weiblich), Priifung (bestanden, nicht bestanden)). Liegt ein quantita-
tives Merkmal vor, so wird ein fester Trennwert zwischen den beiden Klassen vorgegeben
(z.B. Gewicht < 80 kg, > 80 kg) und die Wahrscheinlichkeit dieser Gruppierung getestet.

2.3.3 Tests fiir Quantile

Entsprechend dem Gauf3test fiir normalverteilte Populationen wird nun nicht-parametrisch
mittels Vorzeichentest und Wilcoxon Vorzeichen-Rangtest auf ein beliebiges Quantil und
auf das Lokationszentrum getestet. Da die Wilcoxon-Statistik die Rénge der Stichproben-
variablen verwendet, werden zuerst deren Verteilungseigenschaften diskutiert.

Verteilung der Ringe

Definition 2.9 Seien Xi,..., X, YF und F stetig. Der Rang R; = R(X;) gibt die

Anzahl der Variablen an, die X; nicht ibertreffen, also
R; st eine diskret verteilte Zufallsvariable auf 1,2,... n.

Bemerkungen:

e Da F' stetig ist, gilt P(X; = X;) = 0 fiir ¢ # j. D.h. Bindungen treten nur mit
Wahrscheinlichkeit Null auf.

e Der Rang von X; legt die Position dieser Beobachtung in der geordneten Stati-
stik fest. Der Index j von X(;) bezeichnet genau den Rang jenes X;, welches dem
X(;) entspricht. Sortiert man also die Stichprobe nach den Réngen, erhilt man die
geordnete Stichprobe.

>x <-c¢(3, 1, 4, 1, 5, 9, 2, 6, 5, 3, b)
> order (x)
(1] 2 4 7 110 3 5 911 8 6
> (r <- rank(x)) # ties are averaged
[1] 4.5 1.5 6 1.5 8 11 3 10 8 4.5 8

> (r <- rank(x, ties.method = "first")) # first occurrence wins
(11 4 1 6 2 7 11 3 10 8 5 9
> (r <- rank(x, ties.method = "random")) # ties broken at random

[1] 4 2 6 1 8 11 3 10 9 5 7
> x[order(x)]

[11 11233455569
> sort(x)

[1] 11233455569
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Grundlegend fiir das Arbeiten mit Réangen ist der folgende Satz.

Satz 2.7 Seien Xi,...,X, YF und F stetig. Dann gilt

1. P(Ry = r,...,R, = r,) = 1/nl, wobei ry,...,r, eine Permutation der Zahlen
1,...,n ist.

2. P(Ri=j)=1/n,i=1,....,n, mitj € {1,...,n}.

3. P(Ri=k,R;=1)=1/nn—-1), firl <i,jk,l<n;i#j, k#lL.

J. BER)=(n+1)/2,i=1,...,n.

5. var(R) = (n*—1)/12, i =1,...,n.

6. couR;,R;) =—(n+1)/12, 1 <i,j <n,i#j.

7. cor(R;,R;) =—1/(n—1), 1 <i,j <mn, i#j.

Dieser Satz zeigt, dass die Momente der Rénge unabhéngig von der Verteilung der Grund-
gesamtheit sind (verteilungsfrei). Mit zunehmendem Stichprobenumfang streuen die Rénge
mehr, und die Korrelation zwischen zwei beliebigen Réngen nimmt ab.

Der Vorzeichentest

Wenn von einer Verteilungsfunktion F' nur deren Stetigkeit vorausgesetzt werden kann,
verwendet man als Test fiir Quantile x, (d.h. F'(z,) = p, 0 < p < 1) den Vorzeichentest.
Dieser Test stellt eine spezielle Anwendung des Binomialtest dar, mit dem man testet, ob
das unbekannte Quantil x,, der Population einem festen hypothetischen Wert x entspricht.
Testproblem:

o Test A: Hy:xp, =20, H;:zpF# 0,

o Test B: Hy:x, < xo; Hy:xp > @,

o Test C: Hy:xp > xo; Hy:xp < 0.
Teststatistik:

D= Z h(xo — X5), mit h(z) = {

1 firz>0
0 firz<O

Die Statistik D beschreibt die Anzahl der Beobachtungen X;, die kleiner als xq sind,
d.h. die Anzahl der positiven Vorzeichen unter den n Differenzen (zo — X;). Wegen der
vorausgesetzten Stetigkeit von F gilt P(xg — X; = 0) = 0 und die obige Definition
des Indikators h ist gerechtfertigt. Die Beobachtungen werden dadurch in zwei disjunkte
Klassen K7 und K, eingeteilt, welche durch xy getrennt sind. Falls zy das p-te Quantil zu
Fist, dann gilt

Da D eine Summe n unabhéngiger Bernoulli(p)-Variablen ist, folgt D ~ Binomial(n, p).
Um iiber Hj zu entscheiden, geht man also gleich vor wie beim Binomialtest.
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Beispiel 2.9 Von n = 15 Personen liegt die Kérpergrofie in cm wvor. Ist der Median
signifikant (o = 0.05) von xy = 180cm verschieden?
Wir testen hier also den zweiseitigen Fall (Test A)

HO X500 = 180, H1 LT 50 7é 180.
Zur Berechnung der Teststatistik bendtigen wir

T; ‘179 177 178 174 170 185 175 179 176 169 186 189 168 170 174
1804—-xi‘ 1 3 2 6 10 -5 5 1 4 11 -6 -9 12 10 6

Wir kénnen d = 12 positive Differenzen beobachten. Unter Hy gilt D ~ Binomial(15,0.5).
Fiir a; = ag = a/2 folgt wegen der Symmetrie dieser Binomialverteilung

P(D>12[p=05)=P(D <3jp=05) = 0.0176 < /2,
P(D>11lp=05)=P(D <4lp=05) = 0.0592 > a/2.

Die Nullhypothese ist daher auf dem exakten Niveau o = 2 -0.0176 = 3.5% abzulehnen.
Der kritische Bereich dazu ist {0,1,2,3} U {12,13,14, 15}.

> height <- c¢(179,177,178,174,170,185,175,179,176,169,186,189,168,170,174)
> binom.test (sum(height<180), length(height), 1/2)

Exact binomial test

data: sum(height < 180) and length(height)
number of successes = 12, number of trials = 15, p-value = 0.03516
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.5
95 percent confidence interval:
0.5191089 0.9566880
sample estimates:
probability of success
0.8

Das wahre Niveau p des Quantils x, = 180 scheint also zwischen 52% und 96% zu liegen.

Der Wilcoxon Vorzeichen-Rangtest fiir den Median

Der Vorzeichen-Rangtest von Wilcoxon ist nur als Test auf den Median T = x5 geeignet
und benostigt als Voraussetzung aufler der Stetigkeit auch die Symmetrie der Vertei-
lungsfunktion F'. Neben der Anzahl der positiven Vorzeichen der Differenzen D; = X; — %
wird auch die Rangordnung der |D;| registriert.

Testproblem:

o Test A: Hy: 2 =1xo; Hi:T # Ty,
o Test B: Hy: a2 <2xy; Hyi:Z> X,

OTGStCIHoli’Z.i‘O; H,:z < .
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Wegen der Stetigkeit von F' folgt sofort P(D; = 0) = 0 und P(|Dy| = |D;|) = 0 fiir k # L.
Ist nun R(|D;|) der Rang von |D;|, so ist die Wilcoxon-Teststatistik definiert als

n

= ZZiR(|DiD, w- :Z(l—Zi)R(!Di)I

=1
mit
7 — 1 fir D; > 0,
v 0 fir Dz < 0.

W+ (W~) ist die Summe der Rénge der positiven (negativen) D;. Wegen W+ + W~ =
n(n 4 1)/2 geniigt es beispielsweise nur W7 zu betrachten.

Durch einfache Index-Transformation j = R(|D;|) kann die Teststatistik W' auch umge-
formt werden zu

n n ) . 1 fiir Dz > O,
=Y ZR(Di|) =) jZy, wobei Z = { 0 fir D; <0
i=1 Jj=1 Z .

Im Gegensatz zu den abhéngigen R(|D;|) sind die Z(;) jetzt unabhéngig.

Beispiel 2.10 Kann Hy : © = 5 auf Grund der vorliegenden Stichprobe mit Umfang
n =8 auf dem Niveau o = 0.05 abgelehnt werden (Testproblem A)?

0 1 2 3 4 5 ) 7 8
T 3.5 4.5 4.0 05 25 70 85 8.0
di=x;—5| 1.5 0.5 -1.0 4.5 25 2.0 35 30
2 0 0 0 0 0 1 1 1
r(|dy]) 3 1 2 8 5 4 7T 6
0 0 0 0 1 0 1 1 0

Es folgt daher

n

wh =Y "zr(|d)) =17, w Z 1—z)r(|d;]) = 19.

i=1 =1

Um iiber Hy entscheiden zu konnen, miissen wir die Verteilung von W unter Hy kennen.

Zur Verteilung von W' unter Hy:

Unter H, gilt wegen der Symmetrie von F' um Zg:

d.h. P(Z(Z') = 1) = P(Z(Z-) = 0) = 1/2. Somit folgt

B(Z0) = 1/2, var(Z) = B(Z}) — B(Z) = 1/2 - 1/4 = 1/4.
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Damit folgt fiir den Erwartungswert der Teststatistik W+

N Ie~. nn+1
W) = ZZE(Z(i)) = 522 = %,
i=1 i=1

und wegen der Unabhéngigkeit der Z; ergibt sich als Varianz

2n+1)
+ Z )(
var(W™) E i? var( (1 E i? o )

Weiters gilt fiir die Realisationen 0 < w < n(n+ 1) /2, wobei w = 0 im Falle nur negativer
Differenzen resultiert und das Maximum n(n+1)/2 fiir ausschlielich positive Differenzen
erreicht wird.

Der Stichprobenraum €2 besteht aus allen méglichen Tupeln (zq), ..., 2@m)), d.h.

Q= {(0,0,...,0),(1,0,...,0),...,(1,1,...,1)}

mit |2] = 2". Unter Hy hat jedes Tupel Auftrittswahrscheinlichkeit 1/2" (Laplace Raum).
Daraus folgt

1 . , a(w)
PWt =w) = o # (Tupel mit Zzz(i) = w) = o
Aufwendig aber prinzipiell leicht erweist sich die Bestimmung der Anzahl a(w). Als klei-
ne Erleichterung miissen aber nur alle a(w) fiir w > E(W™) berechnet werden. Wegen

P(Wt =w)=P(W~ =w) und mit W+ 4+ W~ =n(n+1)/2 folgt
PWt=w)=PW =n(n+1)/2—w)=PW"=n(n+1)/2 —w).

Dies hat zur Folge, dass die Statistik W unter Hy symmetrisch um E(W*) =n(n+1)/4
verteilt ist.

Wie berechnet man nun die Anzahl a(w), fir alle w > E(W™)? Sei beispielsweise n = 5,
so ergibt sich dafiir 0 < w < 15, E(W™) = 7.5, und 2° = 32. Dies fiihrt zu den folgenden
Wahrscheinlichkeiten:

w | Rangtupel positiver D; a(w) P(Wt =w)
15| (1,2,3,4,5) 1 1/32
14| (2,3,4,5) 1 1/32
13 | (1,3,4,5) 1 1/32
12| (3,4,5); (1,2,4,5) p 2/32
11 (2,4,5); (1,2,3,5) p 2/32
10 | (1,4,5); (2,3,5); (1,2,3,4) 3 3/32
9 | (4,5); (2,3.4); (1,35 3 33
8| (3,5): (1,3,4); (1,2,5) 3 3/32
Damit kann man beispielsweise ablesen, dass P(W™* > 13) = 3/32 & 0.094 gilt. Aus der

Symmetrie folgt weiters sofort P(W* = 15) = P(W* =0) oder P(W* =8) = P(W™ =
7). Fiir 4 < n < 20 findet man die Quantile w, von W+ im Anhang in der Tabelle F.
Bemerkenswert ist, dass schon fiir n = 20 die Betrachtung von mehr als einer Million
n-Tupeln erforderlich ist.
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Sind die kritischen Werte einmal berechnet, dann ist die Testentscheidung wiederum leicht
und H, wird abgelehnt, falls

o Test A: wt > wi_q)0 oder wh < wy s,
e Test B: w > wy_,,
o Test C: wh < w,.

Fiir n > 20 kann die Verteilung von

Wt — B(WH)
var(W+)

durch die N(0, 1)-Verteilung approximiert werden (wegen der Unabhéngigkeit der Z ).
Beispiel 2.10 (Fortsetzung) Fiir a = 0.05 folgen wg g5 = 3 und wa g = 33 aus der
Tabelle F. Die Daten ergaben w™ = 17. Wegen 3 < 17 < 33 kann hier Hy nicht abgelehnt
werden.

> x <- c(3.5, 4.5, 4.0, 0.5, 2.5, 7.0, 8.5, 8.0)
> wilcox.test(x, mu = 5)

Wilcoxon signed rank test

data: x
V = 17, p-value = 0.9453
alternative hypothesis: true mu is not equal to 5

Falls keine Bindungen vorliegen, berechnet die R Funktion wilcox.test den exakten p-
Wert fiir n < 50 (wie im obigen Beispiel erfiillt). Ansonsten wird per default die Normal-
verteilungsapproximation mit Korrektur (correct=TRUE) verwendet. Liegen Bindungen
vor, wird zuséitzlich die Varianz von W um (b3 — b;)/48 verringert. Hierbei bezeichnet
b; die Anzahl der gebundenen absoluten Differenzen in der j-ten Bindungsgruppe.

Beispiel 2.11 Fliir die bereits mit dem Vorzeichen-Test analysierten n = 15 Kérper-
grifsen folgt mit dem Wilcoxon-Test auf Hy : & = 180 gegen Hy : & # 180.

> wilcox.test(height, mu = 180)

Wilcoxon signed rank test with continuity correction
data: height
V = 26.5, p-value = 0.06053

alternative hypothesis: true mu is not equal to 180

Warning message: Cannot compute exact p-value with ties in:
wilcox.test.default (height, mu = 180)

> sort(abs(height-180))
(1] 1+ 1 2 3 4 5 5 6 6 6 910 10 11 12
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Wegen der vielen Bindungen kann kein exakter p- Wert berechnet werden. Die Differenzen
|d;| € (1,5,10) kommen jeweils zweimal vor, die Differenz |d;| = 6 sogar dreimal. Dies
ergibt eine Reduktion von var(W+) = 310 um (3(2% — 2) + (3* — 3))/48 = 0.875. Der
FErwartungswert E(W ™) = 60 wird dadurch nicht beeinflusst. Je nachdem, ob ohne oder

mit Stetigkeitskorrektur gearbeitet wird, wird hier (26.5 — 60)/+/309.125 = —1.905 oder
(27.0 — 60)/4/309.125 = —1.877 mit der Normalverteilung verglichen, was dann den p-

Wert ergibt. War dieser beim Vorzeichen-Test 0.035, so ist er hier etwa doppelt so grofs.
Ist man auch an einem Konfidenzintervall fiir den Median T interessiert, so ist dafiir nur
die zusdtzliche Option conf.int = TRUE mit conf.level = 0.95 notwendig.

2.4 Dichteschiatzer

2.4.1 Ein Exploratives graphisches Verfahren: der Boxplot

Fiinf Kenngroflen lassen sich durch den Box and Whisker Plot, oder kurz Boxplot
(Tukey, 1977), graphisch darstellen. Die Hohe des Rechtecks (der box) entspricht dem
interquartilen Bereich (¢(0.25), ¢(0.75)) und die Unterteilung dem Median ¢(0.50). Ex-
tremwerte liegen aulerhalb der beiden whiskers, den um +1.5iqr verldngerten Quartilen.
Die Abbildung 2.8 wurde erzeugt mit

> boxplot (VC)

700
|

600
|

500
|

400
|

Abbildung 2.8: Darstellung der VC Daten mittels Boxplot.

2.4.2 Das Histogramm

Dieses Verfahren wurde bereits von Playfair 1786 in seinem politischen Atlas von London
verwendet. Die Haufigkeiten von in ¢ disjunkten Klassen ([to,t1), [t1,t2), ..., [te_1, te]) un-
terteilten Daten werden hier als Stébe dargestellt. Durch die freie Wahl der Stabbreite
h =1t; —t;_q, fir j = 1,...,¢, kdnnen auch unterschiedliche Eindriicke erzielt werden.
Alternativ zu dieser Form (absolute Haufigkeiten) konnen auch die normierten relativen
Héufigkeiten (Dichteschétzer, siehe Abbildung 2.9) aufgetragen werden.
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> VCmin <- min(VC)-5; VCmax <- max(VC)+5

> hist(VC, breaks=seq(VCmin, VCmax, length = 8), freq=FALSE)
> hist(VC, breaks=seq(VCmin, VCmax, length = 9), freq=FALSE)
> hist(VC, breaks=seq(VCmin, VCmax, length =17), freq=FALSE)
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Abbildung 2.9: Histogramme von VC mit 7, 8 und 17 Klassen.

Bezeichnet f (x) die geschitzte Dichte der Klasse um z, so gilt

N; .
f(x) D fir ¢t <2<t
0 sonst,

wobei N; die Anzahl der Stichprobenelemente in der Klasse j beschreibt. Fiir ein Histo-
gramm gelten somit auch die Eigenschaften von Dichten, d.h. f(x) > 0, und

¢
/f(x)d:v:Z% h=1.
R ey

In der Literatur existieren diverse Faustregeln fiir die geeignete Wahl von ¢, ndmlich
e Sturges: (s, = [logyn| + 1,
e Velleman: ¢y = [24/n] fir n < 100,
e Dixon: ¢p = [10log,,n]| fir n > 100.

Aber auch theoretische Kriterien zur Bestimmung des optimalen Wertes von h gibt
es. Sei dazu f(z) die unbekannte Dichte der Population aus der die Zufalls-Stichprobe
X1,..., X, stammt. Weiters sei f,(2) der Dichteschiitzer von f(z), der vom gewiihlten
h abhéngt. Ein lokales Fehlermafl in einem festen Punkt x ist der mittlere quadratische
Fehler (Mean Square Error)

MSEy (2) = B (fulw) — f(2)) = var (fule)) + bins® (fule). f(2))
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Als globale Fehlermafle iiber den gesamten x-Bereich bieten sich sowohl der integrierte
mittlere quadratische Fehler (Integrated Mean Square Error)

R 2
IMSE, — / B (fu(e) — (@) de,
R
als auch die maximale absolute Abweichung (Maximum Absolute Deviation)
MAD);, = max ’fh(x) - f(x)‘

an. Beide Mafle werden nun bzgl. A minimiert. Dieses Vorgehen liefert die theoretische
Kriterien:

~1/3
e Scott: hg =6 <n/f’(x)2dx) minimiert IMSE},.
Fiir X; % N(0, 02) folgt hg = 3.495n=1/3.

e Freedman: hp = c(f) (log(n)/n)"* minimiert den MAD),.
Fiir X; % N(0,02) folgt é(f) = 1.665 und damit hp = 1.66 (log(n))"/> sn=1/3,

e Freedman/Diaconis (robust): hpe = 2IQRn~'/3 ist einfacher und entspricht einer
robusten Version von hp.

Fiir VC mit n = 79 resultiert £y, = |2y/79] = 17, jedoch fg, = 8. Da § = 76.3, iqr =
107.5 und als Bereich » = 385 beobachtet werden konnte, folgt BS = 62.0, hp = 48.2
und hp- = 50.1. Als Klassenanzahl erhilt man damit (g = [r/hg] = [6.2] = 7 und
entsprechend ¢/p = 8 sowie {p+ = 8 (vgl. Abbildung 2.9). Die Notwendigkeit von 17
Stéaben (Velleman Regel) scheint hier mehr als fragwiirdig. Diese Regel bezieht sich nur
auf den Stichprobenumfang und nicht auf die Variabilitdt in den Daten. Alle iibrigen
Kriterien liefern hingegen meist nur acht Stébe.

> nclass.Sturges(VC)
[1] 8

> nclass.scott (VC)
[11 7

> nclass.FD(VC)

[1] 8

In der Abbildung 2.10 werden die Faustregeln mit den Ergebnissen aus den theoretischen
Kriterien unter Annahme einer N (0, 1)-verteilten Population verglichen. Daher wurde

auch
E(IQR) = ®7(0.75) — ®(0.25) = 1.349

fiir die Berechnung von h - verwendet. Weiters muss nun die berechnete Stabbreite h zur
Anzahl der Klassen ¢ umgeformt werden. Dazu verwenden wir zuerst eine Approximation
fiir den zu erwartenden Bereichs

n—3/8
E(R =E (X — X)) =207 [ —— ),
(Range) = E (X(n) — X)) <n+1/4)

womit sich ¢ = [E(Range)/h]| ergibt.



38 KAPITEL 2. UNIVARIATE STICHPROBEN

o |
™
VeIIem%n/Dixon
O
oooooooooo
I-‘(\I) 7 o0 oooooooooo
oooo
o°oo
50°
@ & s° ) )
£ S Friedman-Diaconi
5 9 riedman
N S
5 < S Scott
o o
E Oo
S o o Sturges
c S o
o
o]
%
o
o J

T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600
sample size n

Abbildung 2.10: Anzahl von Stdben /¢ fiir normalverteilte Stichproben vom Umfang n mit
o = 1, basierend auf den Faustregeln sowie den theoretischen Kriterien.

2.4.3 Der naive Schitzer

Allgemein gilt fiir die Dichtefunktion einer stetig verteilten Zufallsvariablen X

1
f(x):}lbli)r[l)%P(x—h<X<x+h).

Fiir einen festen Wert von h schitzt man nun die Wahrscheinlichkeit P(z—h < X < z+h)
durch die relative Haufigkeit der Stichprobenelemente Xi,..., X, die in das Intervall
(x £ h) fallen, also durch Ny (z)/n. Dies ergibt den sogenannten naiven Dichteschétzer

o . 1Nh($)_ 1Nh($)
T = = T 2

fir f(z). Um diesen Schétzer transparenter auszudriicken, definiert man Gewichte

w(u):{ /2 Jul <1

0 sonst.

Mit diesem Indikator kann nun gezéhlt werden, wie viele der X; maximal A Einheiten
von z entfernt sind. Jedem dieser in der Ndhe von z liegenden X; wird das Gewicht 1/2
zugeordnet. Damit resultiert als naiver Dichteschétzer

o= v (5)

Der naive Schiitzer f(z) kann also als Summe von Rechtecksfliichen mit Breite 27 und
Hohe 1/(2nh) gesehen werden, wobei diese Rechtecke iiber jede einzelne Beobachtung
x; symmetrisch platziert sind. Im Prinzip addiert man daher n Gleichverteilungsdichten




2.4. DICHTESCHATZER 39

auf dem Intervall (z; = h). Dies fithrt direkt zur Idee des Kernschétzers, bei dem diese
Gleichverteilung nur durch eine beliebige, um Null symmetrische, stetige Dichte K(-)
ersetzt wird.

Am Beispiel VC zeigt die Abbildung 2.11 den naiven Schétzer fiir verschiedene Werte
von h. Hierbei ist auch zu erkennen, dass f (x) fiir zu klein gewéhlte h einen sehr rauen
Eindruck macht, und fiir wachsendes A immer glatter wird und dann schliellich gegen die
Dichte einer Gleichverteilung strebt.

> h <- 33; x <- seq(350, 800, 5); nx <- length(x); fhat <- 1:nx
> w <- function(data, x, h) 1/2x(abs(data-x)/h < 1)

> for (j in 1:nx) fhat[j] <- sum(w(VC, x[j], h)/(length(VC)x*h))

> plot(x, fhat, type="1")
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Abbildung 2.11: Naiver Dichteschétzer fiir VC mit h = 8, 33 und 70.

2.4.4 Der Kernschatzer

Der naive Schitzer wird verallgemeinert, indem wir das Gewicht w(-) durch einen stetigen
Kern K(-) ersetzen mit

/R K(z)de =1.

Fiir gewohnlich ist diese Funktion eine symmetrische Dichte. So spricht man z.B. bei
Wahl der Normalverteilungsdichte fiir K (z) vom Gaulkern. Analog zum naiven Schétzer
definiert man nun den Kernschétzer durch

f<x>=%gf((x‘hxi) |

Jetzt ist dies eine Summe von Beulen, die {iber den Beobachtungen x; zentriert sind.
Der Kern K bestimmt dabei die Gestalt der Beule, wihrend die Smoothing Bandwidth
h deren Breite definiert (Varianz der entsprechenden Zufallsvariablen mit Dichte K).
Dieses Konstruktionsprinzip ist in der Abbildung 2.12 dargestellt. Man erkennt deutlich
die Abhéngigkeit des Kernschétzers von der verwendeten Fensterbreite h. Je gréfler h

~

gewdhlt wird, desto glatter wird der Schéitzer f(x).
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Abbildung 2.12: Kernschétzer (GauBlkern) mit h = 0.2, h = 0.4 und h = 0.8.

Asymptotische Betrachtung von Bias und Varianz

Unser Ziel ist es nun, die Bandbreite i und auch den Kern K derart zu wihlen, dass
durch diese Wahl der integrierte mittlere quadratische Fehler, d.h.

IMSE(h, K) = /RE <fh(3:) . f(x))2da:

minimiert wird. Zunéchst fordern wir an den Kern, dass er normiert ist, Erwartung Null
widerspiegelt, und entsprechende Varianz % hat, also

/K(t)dt =1, /tK(t)dt =0, /tQK(t)dt =o0% >0.
R R R

Die unbekannte Populationsdichte f(z), die geschitzt werden soll, besitze stetige Ablei-
tungen aller benotigten Ordnungen.
Fiir eine Zufalls-Stichprobe X;, i = 1,...,n, aus dieser Population ergibt sich

) - (555 [ 5) o
also E(K ((x — X)/h)) = hE(fa(x)). sowie damit auch
var (fu(e) = g mvar (K (‘T _hX)>
Sl (e () e (e (55)
— o [ () st 1 ()

Der Bias an einer Stelle x hingt also nur von h und nicht von n ab und es gilt

biasi(a) = & (o)) — £(o) = [ 1 (52 st = flo),
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Setzt man y = x — ht, so folgt

biasy(z / K(t)f(x — ht)dt — / KO (fx—ht) — f(a:))dt,
da f(x) [ K(t (z) gilt. Entwickelt man f(x — ht) um h = 0 in eine Taylorreihe, also

flz—ht) = f(x) — htf'(z) + %hthf”(:B) —

so ergibt dies unter Verwendung der Anforderungen an K fiir kleine Werte von h

biasy(z) = —hf(z )/ K(e)dt + L2 (e )/tQK(t)dt—...
T Rh:g_/

1
éhQO'%(f//(.%) .

Q

Der integrierte quadratische Bias ist somit approximativ

1
/biasi(:p)dxz Zh‘*a}i/f”(m)de
R R

Als approximative Varianz des Kernschitzers folgt mit biasy(z) = O(h?)

var (fh(q:)) = # i K? (x_;y) fy)dy — %(biash(:c) + f(:c)>2

- L /R K(0) (o — )it —— (O() + f(2))’

Nimmt man nun an, dass h klein und n grof3 wird, erhéalt man dafiir

var (fh(x)) = /K2 f(z = ht)dt+ O (K*n™")

_f /K2

Da f(x) eine Dichtefunktion ist, folgt fir die iiber alle = integrierte Varianz

/Rvar (fh(x)> dr ~ %AKQ(t)dt-Af(x>dx: n—lh/RK?(t)dt

Mit dem Ergebnis von zuvor ergibt sich approximativ

Q

IMSE(h, K) = /R var <fh(a:)> dr + / bias? (x)dx

/K2 )t + h4 /f”

Q
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Optimale Wahl von h und K:
Vom Gesichtspunkt des minimalen IMSE, folgt nach Nullsetzen von

a 2 3 " 2
ahIMSE(h K) ~ nhz/K )dt + hio /Rf (z)*dx

als idealer Wert von h

Prop ~gl;4/5{/K2 dt} /5{n/f”(x)2dx}_l/5.

Leider hangt h,,, wiederum von der unbekannten Dichte f respektive von deren Rauheit
(roughness) [ f”(x)*dx ab. Man sieht jedoch, dass h,,, mit wachsendem n langsam gegen
Null konvergiert. Als minimaler IMSE resultiert damit

/5 4/5
IMSE Ry, K) ~ { / f(x dw} n% mit C(K)= {aK / KQ(t)dt}

Man sollte also Kerne verwenden, die kleine Werte von C'(K) erzeugen. Fiir den standar-
disierten (0% = 1) Gauflkern

K(t) = exp(—t?/2) fir t€R

1
\ 2T

resultiert dafiir beispielsweise

C(K) = {/ % exp(—t2)dt}4/5 = {ﬁ}m = 0.3633.

Die Minimierung von C(K) fiir standardisierte Kerne (0% = 1) reduziert sich auf die

Minimierung von [ K?(t)dt. Hodges und Lehmann zeigten, dass der Epanechnikov-Kern

3 1

K(t 1— 22 ) fir —V5<t<V5
=55 (15) ==

eine Losung dieses Minimierungsproblems darstellt.

Verwendet man den standardisierten Gaukern unter der Annahme einer N (0, 0?)-verteilten

Stichprobe mit Dichte f als Referenz, so erhélt man

1
H(l‘)2 — W(lz _ 02)2€Xp(—[£2/0'2)
3
/f” = ——— x0.212077,
8\/ma®

woraus fiir die optimale Fensterbreite
3 ~1/5 A\ /5
R = (47) 7110 (—71'_1/2> on Y5 = <—> on Y% ~ 1.060n~1/°
8 3 ‘

folgt. Silverman zeigte, dass dieses Ergebnis fiir eine breite Klasse von verschieden ver-
teilten Stichproben gute Resultate beziiglich der Minimierung von IMSE(h, K) liefert.
Die Tabelle 2.4 beinhaltet die optimalen Werte von h fiir verschiedene Kernfunktionen in
ihrer standardisierten Form mit 0% = 1 (vgl. auch Abbildung 2.13), wobei als Referenz
angenommen wurde, dass die Stichprobe aus einer Normalverteilung stammt.
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> kernels <- eval(formals(density)$kernel) # yields all available kernels
> for(i in 2:length(kernels))
plot(density(0,bw=1,kern=kernels[i]), xlab=kernels[i])

> plot(density(VC, bw=33, kern="epanechnikov"))

< < <
o o o
o ™ ™
S 24 @
2 2 2
o o o N @ N
g o] g o] g o
a a [a)
- - -
S 24 2
o o o
o 7 [Shl o
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
Epanechnikov Biweight Cosine
< < <
o o o
™ ™ o™
S 24 @
2 2 2
o o o N 2]
g o] g o] g o
a) a) a)
- - -
S o il
o o o
o 7 o o
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
Triangular Gauss Rectangular
Abbildung 2.13: Vergleich der standardisierten Kerne.
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Abbildung 2.14: Kernschitzung der VC-Dichte mittels Epanechnikov-Kern mit Bandbrei-
ten h =8, h =33 und h = 70.
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Kern K(t) fiir Poop

Epanechnikov | 13 (1 - %) it < /5 1.048670n 1/
Biweight 157-5/2 (7 — 2)? t| < V7 1.049960n,~1/3
Cosinus % ”23_6 (1 + cost¢7r27—6/\/§) it < ﬁ 1.050860n /5
Dreieck L(V6—1t) it < V6 1.051660n~1/°
GauB ey teR 1.059220m /5
Rechteck ﬁg it <3 1.064120m~1/°

Tabelle 2.4: Standardisierte Kernfunktionen mit optimalen Werten fiir die Bandbreiten h.

2.5 Graphische Darstellungen

2.5.1 Der Symmetrie-Plot

Speziell fiir die Uberpriifung der Symmetrie in der Verteilung lisst sich eine eigene Graphik
konstruieren bei der die Differenzen {iber dem Median u; = (41— — T gegen jene unter
dem Median v; = & — x4, i = 1,...,[(n + 1) /2], aufgetragen werden. Symmetrie um den
Median 7 liegt gerade dann vor, wenn diese Punkte auf der Geraden u = v (Referenzlinie)
liegen.

Bedeutung der Symmetrie:

e Bei Symmetrie hat die Verteilung ein eindeutiges Zentrum (Median, Erwartungswert
und Modalwert sind ident).

e Eine meist einfachere Beschreibung des die Daten erzeugenden Prozesses ist moglich.

e Viele statistische Prozeduren (Wilcoxon-Test, klassische Tests) beruhen auf der An-
nahme einer symmetrischen Verteilung.

e Eine erkannte Asymmetrie kann dann durch Transformationen oft beseitigt werden

(z.B. V&, 22, ...).

Beispiel 2.12 In der Abbildung 2.15 ist deutlich zu erkennen, dass die Verteilung der
Variablen age nicht symmetrisch zu sein scheint, wihrend die Annahme von Symmetrie
ber den Variablen VC und FEV1.VC doch gerechtfertigt ist.

> x <~ VC; n <- length(x); i <- l:trunc((n+1)/2)

> u <- sort(x) [n+1-i] - median(x); v <- median(x) - sort(x) [i]
> 1lim <- c(0, max(u,v))

> plot(v, u, xlim=1lim, ylim=1lim); abline(0,1)
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Abbildung 2.15: Symmetrie-Plot von age (links), VC (Mitte), FEV1.VC (rechts).

2.5.2 Die empirische Verteilungsfunktion

Hierbei werden die Wahrscheinlichkeiten p; = F(x(;)) = i/n gegen die empirischen Quan-
tile q(p;) = x() fiir i = 1,..., n aufgetragen. Aus diesem Punktverlauf sind Quantile, IQR,
Range, Extremwerte, sowie andere Charakteristiken der Verteilung ersichtlich. Haufig auf-
tretende Datenwerte (hohe Konzentrationen) ergeben einen steilen Punktverlauf. Je steiler
der Verlauf, desto grofler ist dort die lokale Dichte. Die empirische Verteilungsfunktion

beinhaltet die Rohdaten und somit die vollstdndige Information.

Beispiel 2.13 Die empirischen Verteilungsfunktionen der Variablen age, VC und FEV1.VC
sind in der Abbildung 2.16 dargestellt. Im Vergleich zu einer Normalverteilung weist die
empirische Verteilung von age wiel zu kurze Schwinze auf. Weiters fallt auf, dass F,
erst bei etwa 0.15 beginnt. Dies liegt darin begriindet, dass fast 15% der Personen gerade
16 Jahre alt sind. Bei den beiden anderen scheinen keine besonderen Abweichungen von
einem Normalverteilungsmodell ersichtlich.

> library(stepfun)
> plot.ecdf (age)
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Abbildung 2.16: Empirische Verteilungen von age (links), VC (Mitte), FEV1.VC (rechts).
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Ein Konfidenzband fiir F'(z) kann zusétzlich eingezeichnet werden. Als punktweises
Band (nur im betrachteten x ist die Uberdeckung 1 — «) erhdlt man

Fo() £ 21-aj2V/ Fu(2) (1 = Fy(2)) /0.
Hingegen soll fiir ein simultanes Band (U(x),O(x)) gelten, dass
PNVz eR|U(x) < F(z) <O(z))=1—-a.

Mit der Kolmogorov-Smirnov Statistik kann ein solches konstruiert werden. Wegen

l—a = P(s3p|F<x>—Fn<x>|szﬁ_a)

T

= P (sup (F(z) — Fo(z)) < k1_o und SLzlp (Fo(x) — F(z)) < kl—a)
= PMVzeR|F,(x) —ki_o < F(z) < F(2) + k1_0)

folgt, da 0 < F(z) < 1 der natiirliche Wertebereich von F'(z) ist, als simultanes Konfi-
denzband in allen z € R

P (Vw € R| max(0, Fy(z) — k1_o) < F(z) < min(1, Fy(z) + kl,a)) ~1-a.

Beispiel 2.14 Fiir die Benzinverbrauchsdaten aus Beispiel 2.4 ergibt sich fir a = 0.05
als KS-Quantil koos = 0.409. Als simultanes 95%-Konfidenzband fir F(z) ergibt sich

0< Fo(z) £0409< 1 VzeR.

> lines(c(0, milage, 16), pmin(1l, (0:(n+1))/n + 0.409), type="s")
> lines(c(0, milage, 16), pmax(0, (0:(n+1))/n - 0.409), type="s")
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Abbildung 2.17: Empirische Verteilungsfunktion zu Beispiel 2.4 mit N (12, 1)-Verteilung.
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2.5.3 Vergleich empirische mit theoretische Verteilung
Es gibt vielfédltige Grunde fiir eine derartige graphische Gegeniiberstellung:

1. Die Daten werden als Stichprobe aus einer theoretischen Verteilung klassifiziert. Ist
diese die Normalverteilung, so wire es moglich, klassische Verfahren anzuwenden.

2. Kennt man die Verteilung der Stichprobe, so fithrt dies zu einem besseren Verstand-
nis des physikalischen Mechanismuses, der die Daten generiert hat.

3. Die Transformation zu einer Normalverteilung kann leichter durchgefiihrt werden,
wenn die theoretische Verteilung bekannt ist.

Der theoretische Quantil-Quantil-Plot

Beim theoretischen Quantil-Quantil (TQQ)-Plot werden die Quantile der empirischen
Verteilung gegen entsprechende Quantile einer theoretischen Verteilung F'(z) aufgetragen.
Wiéhlt man beispielsweise hierbei p; = (i—1/2)/n,i = 1,...,n, so fithrt dies mit Definition
2.4 fiir np nicht ganzzahlig zum empirischen Quantil Q(p;) = X(npi+1) = X(fi—1/2141) =
X(s), der i-ten geordneten Stichprobe. Im TQQ-Plot werden daher

i—1/2
n

q(pi) =z gegen qr(p) = F~'(p;)  mit p; = fir i=1,...,n
aufgetragen.

Wird fiir F'(x) die Standard-Normalverteilung verwendet, so spricht man vom Normal-
Plot. Gerne nimmt man auch die Halb-Normalverteilung und konstruiert den Half-
Normal-Plot. Es kénnen aber auch Vergleiche mit beliebigen anderen Verteilungen an-
gestellt werden.

Falls die vorliegende Zufallsstichprobe X7, ..., X,, aus der uns unbekannten Populations-
verteilung G(x) stammt, so folgt unter Verwendung des Satzes 2.1, dass fiir n gro83

Xy =~ E(X@u) = qa(pi)

gilt. Wir betrachten nun den TQQ-Plot, in dem als theoretische Verteilung F'(z) verwendet
wird. Wurde F' darin richtig gewahlt, d.h. F' = G, dann ist z(;) ~ gp(p;) anndhernd eine
Gerade. Falls jedoch G(z) = F((x — a)/b) gilt, also G und F' unterschiedliche Lokations-
und Skalenparameter aufweisen, dann gilt

pi = Glaa(p)) = F(lga(pi) —a)/b) = qr(pi) = (9a(pi) —a)/b,
also qg(pi) = bgr(pi) + a. Fiir z(;) wird daher gelten
T ~ bar(ps) +a,

und der TQQ-Plot mit F' wird Punkte beinhalten, die auf einer Geraden mit Intercept a
und Steigung b liegen.

Folgende Aussagen konnen daher aus dem Verlauf der Punkte im TQQ-Plot mit F' ge-
troffen werden: Bilden die Punkte
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die Gerade y = x, so ist die theoretische Verteilung F' eine gute Approximation von

G, d.h. 2 ~ E(X(;)),

. eine Gerade parallel zu y = z, so liegt der Unterschied zwischen F' und G nur im

Lageparameter, d.h. z¢;) + a = E(X(;),

eine Gerade, die y = x schneidet, so beruht der Unterschied im Skalierungsparame-
ter, d.h. bx) =~ E(X(),

kein Geradenmuster, so liegt der Stichprobe eine andere Verteilung als F' zu Grunde.

Das lineare Muster kann aus vielerlei Griinden verfialscht werden:

1.

Sind einige wenige Punkte an den Enden der Geraden weiter entfernt, so kann dies
Ausreifler hinweisen.

Zeigt am rechten Ende die Kriimmung nach oben (oder links nach unten), so hat
die empirische Verteilung rechts (bzw. links) lingere Schwénze als die theoretische.

. Vergleicht man eine unsymmetrische Verteilung gegen eine symmetrische theoreti-

sche Verteilung, so erhélt man ein Kurvenmuster mit von links nach rechts steigender
Kriimmung (Daten sind rechtsschief) oder entsprechend umgekehrt.

Plateaus oder Spriinge im Plot weisen auf hohe Datenkonzentrationen an einer Stelle
oder fehlende Beobachtungen iiber einen gréfferen Bereich hin.

Verteilung Dichte f(z) Bereich Standardform
Gleich U(a,b ﬁ a<x<b a=0,b=1
Normal N(p,0%) | o= exp <—($2_U’§)2) reR,0>0 pu=002=1
Half-Normal H/(o?) i\/gexp (—%) z, 0>0 o?=1
Gamma G(a, \) W x,a, A\>0 A=1
Exponential  E(\) Aexp(—Az) z, A>0 A=1
5 )| St >0

Tabelle 2.5: Standardformen von Verteilungen fiir den TQQ-Plot.

Die Verteilungen in der Tabelle 2.5 bieten sich gut als Referenzverteilung I’ an. Die Nor-
malverteilung hat hierbei den Vorteil, dass sie nur von einem Lokations- und Skalenpara-
meter abhangt. Trifft dieses Verteilungsmodell zu, so resultiert als TQQ-Plot eine Gerade
die eventuell verschoben ist oder eine andere Steigung aufweist. Dies gilt auch fiir die
Gleich- und Exponentialverteilung. Andere Verteilungen wie etwa die Gammaverteilung
haben auch einen Gestaltsparameter, der vor oder mittels der graphischen Darstellung
festgelegt werden muss.
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Es ist vorteilhaft, die empirische Verteilung mit einer Standardform der theoretischen
Verteilung zu vergleichen (siehe Tabelle 2.5). Aus dem dadurch entstandenen TQQ-Plot
kann optisch der Lokations- und Skalenparameter geschétzt werden.

Beispiel 2.15 Die Abbildung 2.18 vergleicht die VC-Quantile mit Quantilen diverser N(u, o?)-
Verteilungen. Links wird dafiir i = 550 und o = 75 verwendet. Der Punktverlauf bestditigt
die sehr gute Anpassung. Die beiden anderen Plots zeigen, dass o = 50 (Mitte) und
= 600 (rechts) falsch gewdhlt sind. In jeder Graphik ist zusdtzlich auch die erste Media-

ne eingezeichnet (abline (0, 1) ).

vC

> n <- length(VC); p <- (1:n - 1/2)/n # direct calculation of the p_i’s
> p <- ppoints(n) # the same as above but much faster
> plot(gnorm(p, 550, 75), sort(VC)) # produces N(550,75)-plot
> qgplot (gqnorm(p, 550, 75), VC) # produces N(550,75)-plot, no sorting requ.
> qgplot(qnorm(p, mean(VC), 50), VC) # produces N(mean(VC),50)-plot
> qgplot(gnorm(p, 600, sd(VC)), VC) # produces N(600,sd(VC))-plot
s
g1 9 81 yz 9 81 Mf
B B My B P mﬁﬁv@
TR e w0 o T sk w0 o P

N(550, 75)-Quantiles

N(X, 50)-Quantiles

N(600,s)-Quantiles

Abbildung 2.18: TQQ-Plot von VC verglichen mit Normalverteilungen .

In Abbildung 2.19 finden sich Vergleiche mit anderen Verteilungen. Links ist ein Vergleich
der VC-Quantile mit der N(0,1)-Verteilung zu sehen; dies ist ein Normal-Plot der eine
optische Schitzung der beiden Momente u, und o erlaubt. So ist die eingezeichnete Ge-
rade durch das empirische und theoretische erste und dritte Quartil bestimmt. Intercept
und Slope (548.75, 79.69) sind ausgezeichnete Schitzer fir Erwartungswert und Stan-
dardabweichung (553.49, 76.27). In der Mitte werden die Quantile von age mit einer
Ezponential(a,rate = 1/u)-Verteilung verglichen. Dazu wird zuerst die Lokation a auf
das minimale Alter von 16 Jahren gesetzt und fiir rate die Schitzung 1/mean(age-16)
verwendet. Die empirische Verteilung von age hat aber viel kiirzere Schwinze als die
Exponentialverteilung. Rechts wird FEV1.VC einer um den Mittelwert verschobenen und
skalierten t,-Verteilung gegeniiber gestellt. Die Varianz einer t,-Verteilung ist v/(v — 2),
was etwa der empirischen Varianz entsprechen soll. Fir v = 10 (Varianz 10/8) werden
deshalb die theoretischen Quantile mit dem Faktor 5.75 gestreckt, was dann die gewiinschte
Standardabweichung von 6.43 ergibt.

# directly produces a N(0,1)-plot for VC
# adds a line which passes through 1st and 3rd quartiles

> qgnorm(VC)
> qqline(VC)

> qgplot(16+qexp(p, 1/15), age); abline(0,1) # produces Exp-plot for age
> qqplot (mean(FEV1.VC)+qt(p,10)*5.75, FEV1.VC); abline(0,1) #t-plot for FEV1.VC
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Abbildung 2.19: TQQ-Plot von VC (links), age (Mitte) und FEV1.VC (rechts).

Der theoretische Prozent-Prozent-Plot

Da der TQQ-Plot bei Unterschieden im Verteilungszentrum nicht sensitiv ist, wird er oft
mit dem theoretischen Prozent-Prozent (TPP)-Plot kombiniert. Dieser erkennt jedoch kei-
ne Unterschiede in den Schwénzen der Verteilung, da ¢(p) eine stark wachsende Funktion
fiir extreme p ist, wihrend F'(x) eher im Zentralbereich einen steilen Verlauf hat. Fiir den
TPP-Plot werden die empirischen gegen die theoretischen Prozentwerte aufgetragen, also

, —1/2 i) —
i = ! / gegen F(M) .
n

o

F bezeichnet die theoretische Verteilung mit der verglichen wird. Das Muster der Punk-
te ist bei Ubereinstimmung linear. Bei Lokations- oder Skalenunterschieden bleibt das
Referenzmuster allerdings nicht mehr linear.

Beispiel 2.16 In der Abbildung 2.20 sieht man die gute Anpassung einer Normalvertei-
lung fiir VC, wéhrend diesbeziiglich deutliche Unterschiede bei age erkennbar sind.

> plot (pnorm(sort(VC), mean(VC), sd(VC)), p)
> plot(pnorm(sort(age), mean(age), sd(age)), p)
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Abbildung 2.20: TPP-Plot der Variablen VC (links) und age (rechts).



Kapitel 3

Vergleich zweier eindimensionaler
Stichproben

Beim Zwei-Stichproben-Problem unterscheidet man, ob unabhingige Stichproben (von
zwei Populationen wird die selbe Variable beobachtet) oder verbundene/abhingige
Stichproben (in einer Population wird eine Variable zweimal beobachtet) vorliegen. Ge-
geben seien Zufalls-Stichproben X7,..., X, sowie Y;,...,Y,. Diese sollen beispielsweise
Aufschluss tiber den Parameter § = E(Y) — E(X) geben. Als Teststatistik bietet sich
T =Y — X an. Berechnet man die Varianz von T, so lisst sich ein prinzipieller Unter-
schied zwischen den beiden Situationen beobachten. Gilt m = n, so erhilt man

var(T) = var(Y) + var(X) — 2cov(Y, X)
= %Var(Y) + %Var(X) - %cor(X, Y)/var(Y)var(X).

Wiéhrend fiir unabhéngige Komponenten cor(X,Y") = 0 gilt, ist dies bei abhéngigen Stich-
proben nicht der Fall. Werden die Variablen (X;,Y;) am selben Objekt i beobachtet, so
werden X; und Y; hiufig positiv korreliert sein. Dies impliziert dann cor(X,Y) > 0, und
somit eine Verringerung der Varianz von 7.

In diesem Kapitel werden Methoden zur Analyse zweier unabhéngiger Zufalls-Stichproben
Xq,..., X, und Yy, ... Y, eingefithrt. Den Verfahren fiir verbundene Stichproben in der
Form (X1,Y7),...,(X,,Y,) ist dann das folgende Kapitel gewidmet.

3.1 Graphische Verfahren

Unterschiede in den Verteilungsmodellen zweier unabhéngiger Stichproben Xi,..., X,
und Y7, ..., Y, des gleichen Merkmales kénnen héufig mittels graphischer Methoden leicht
erkannt werden.

Der empirische Quantil-Quantil-Plot (EQQ-Plot) stellt die Punkte

qav(p) < qx(p), 0<p<l1

dar. Fiir n = m wird der EQQ-Plot durch die Punkte (z(;,y)) gebildet. Gilt n # m,
wird fiir gewohnlich die kleinere Stichprobe genommen und die Quantile der grofleren

o1
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Stichprobe werden durch Interpolation bestimmt. Bei m < n wird x4y = ¢x((i —1/2)/m)
gegen das interpolierte (i —1/2)/m-Quantil der y-Daten aufgetragen. Dazu wird ein Wert
v benétigt, fiir den (v—1/2)/n = (i—1/2)/m gilt, woraus v = (i—1/2)n/m+1/2 folgt. Ist
v ganzzahlig, wird z(; gegen y,) gezeichnet. Sonst sei j der ganzzahlige Anteil von v und
¢ der positive Rest. Damit folgt gy ((i — 1/2)/m) = (1 — 0)y) + Oy(j+1)- Fiir m = 50 und
n = 100 folgt beispielsweise v = (i — 1/2)100/50 + 1/2 = 2i — 1/2, so dass j = 2i — 1 und
0 = 1/2 gilt. D.h. x(;) wird gegen 1/2y.1) + 1/2y2) gezeichnet, x5y gegen 1/2ys) + 1/2y ),
usw.

Sind X und Y ident verteilt, dann ergibt der EQQ-Plot die Gerade x = y. Beim Vergleich
von Verteilungen mit langen Schwénzen tendiert der EQQ-Plot dazu, die Unterschiede in
diesen Schwénzen eher zu iibertreiben, in den Zentren aber Differenzen zu verwischen.

Beispiel 3.1 Im linken Teil der Abbildung 3.1 werden die VC Beobachtungen von jun-
gen mit jenen von dlteren Personen verglichen. Deutlich ist zu erkennen, dass simtliche
Quantile der Jungen durchwegs gréfiere Werte haben als die entsprechenden bei den dlte-
ren Personen. Im rechten Teil ist zu sehen, dass die Verteilung von VC bei den Murauern
einen kiirzeren linken Schwanz zu haben scheint als bei den Aichfeldern.

> qgplot (VC[age<30], VC[age>=30]);
> qgplot(VC[region=="A"], VC[region=="M"]);

abline(0, 1)
abline(0, 1)
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Abbildung 3.1: EQQ-Plot von VC fiir den Vergleich jung/alt (links), sowie fiir die Bezirke
Aichfeld/Murau (rechts).

Der empirische Prozent-Prozent-Plot (EPP-Plot) ist ein Diagramm der Form

py(q) < px(q).

Sind X und Y beide U(0, 1)-verteilt, so sind der EQQ-Plot und der EPP-Plot ident. Bei
beliebiger identischer Verteilung von X und Y ergibt der EPP-Plot die lineare Anordnung
der Punkte z = y. Im Gegensatz zum EQQ-Plot werden nun Unterschiede in den Zentren
der Verteilungen erkannt. Auf Unterschiede in den Schwénzen der Verteilungen reagiert
er nicht so stark. Deswegen sollten EQQ- und EPP-Plot zusammen verwendet werden.
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Beispiel 3.2 Wie schon im Beispiel zuvor sollen die beiden VC-Stichproben von jungen
und dlteren Probanden, sowie von jenen aus Aichfeld und aus Murau miteinander ver-
glichen werden. Leider bietet R fiir den EPP-Plot keine eigene Graphik an. Ein solcher
lisst sich jedoch ganz einfach erzeugen. Im linken Teil der Abbildung 3.2 ist deutlich zu
erkennen, dass die VC-Beobachtungen der jiingeren Personen Quantilen mit niedrigeren
Niveaus entsprechen als dies bei den dlteren der Fall ist.

s <= sort(VC); mn <- length(VC)
sx <- VC[age< 30]; sy <- VC[age>=30] # am Beispiel der beiden Altersgruppen
px <- py <- 1:n
for (i in 1:n) {
px[i] <- (sum(sx <= s[i]) - 1/2)/lenx
py[i] <- (sum(sy <= s[i]) - 1/2)/leny
}

vV V V V

> plot(px, py); abline(0, 1)
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Abbildung 3.2: EPP-Plot der Variablen VC fiir die beiden Altersgruppen (links) und fiir
die beiden der Bezirke Aichfeld/Murau (rechts).

Will man mehr als zwei Gruppen miteinander vergleichen, so eignen sich Boxplot-Serien.
Fiir diesen Zweck werden zwei Modifikationen des Boxplots eingefiihrt.

1. Im variable-width-box-plot wird die Breite einer Box proportional zum Stich-
probenumfang in der Gruppe gewéhlt.

2. Im notched-box-plot der Abbildung 3.3 werden Kerben (notches) der Form
X + ¢Sy

zusétzlich in die Box eingezeichnet.
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Bemerkungen zu den Kerben im Fall zweier Gruppen:

Es soll damit ein graphischer Test auf die Gleichheit der Erwartungswerte beider Mediane
E(X ) = mx und E(f/) = my derart ermdglicht werden, so dass bei Uberlappung der
Kerben diese Gleichheitshypothese Hy : mx —my = 0 auf einem Niveau « nicht verworfen
werden kann.

Wir nehmen an, dass die beiden Mediane unterschiedliche Standardfehler haben konnen,
also dass X ~ N(my,o?) und Y ~ N(my, k*0?) gilt. Unter H, folgt somit wegen der

Unabhéngigkeit der beiden Gruppen

(X_f/)—(mx—m}/)@ X-v E?N(O 1)
Vit o Vit ko o

Wir kénnen somit Hy nicht verwerfen, falls die Null im Intervall

|:X — ? — Zl_a/g\/ 1 + ]{320',X — }7 + Zl_a/g\/ 1+ ]{?20']

enthalten ist. Die Null ist aber gerade dann in diesem Intervall, wenn

X—f/—zl_a/g\/l—l—k?a <0
X—?—FZl,Q/QV]_—FI{TzO' Z 0.

Teilt man die Konstante auf in z_,/0V1 + k%0 = co + cko = co(1 + k), so folgt ¢ =
Z1—aj2V' 1+ k%/(1 4 k) und die beiden obigen Bedingungen sind dquivalent mit

. V1+ k2 V1+ k2

X=zimapmy 0 < Vibaaps ko
- V1+ k2 ~ V14 k2
X + Zl_a/zH—kU Z Y — Zl_a/QH——kk'O'.

Bei identischer Varianz (k = 1) muss fir @ = 0.05 in jedem der beiden Boxplots ¢ =
zl,a/gx/ﬁ/Q = 1.386 gewahlt werden. Bei k = 2 resultiert ¢ = zl,a/gx/g/3 = 1.461. Wahlt
man ¢ = 1.7, so ist man bei einer Vielzahl von Fillen iiber dem einzuhaltenden Niveau
von a = (.05 und damit auf der sicheren Seite. Fiir die Konstruktion der Kerben folgt
somit

i 1.25IQR

i I
X+178; =X +1.7 QR

e X 4157
1.35y/n vn

Kommt es dabei zu einer Uberlappung, so kann die Gleichheitshypothese fiir benachbarte
Mediane nicht verworfen werden.

Beispiel 3.3 Fir die beiden Gruppierungen jung/dlter sowie Aichfeld/Murau sollen die
Daten mittels Boxplots dargestellt werden. Die Breite der Box soll dabei proportional zum
Umfang der jeweiligen Gruppe sein, und Notches mdgen einen Test auf identische Me-
diane erlauben. Da sich diese Kerben in der Abbildung 3.3 sowohl links (jung/dlter) als
auch rechts (Aichfeld/Murau) tiberlappen, kann kein signifikanter Unterschied in den Lo-
kationszentren der jeweiligen Gruppen festgestellt werden.
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Abbildung 3.3: Boxplots der Variablen VC mit Notches und proportionalen Breiten fiir die
beiden Altersgruppen (links) und fiir die Regionen Aichfeld/Murau (rechts).

> a <- as.factor(trunc(age/30)); levels(a) <- c("young", "old")
> boxplot(VC ~ a, varwidth = TRUE, notch=TRUE)

Um die Dichtefunktionen zweier Gruppen miteinander vergleichen zu kénnen, werden die
beiden gruppenspezifischen Kernschiitzer in einem Plot tibereinander gezeichnet. Dabei
ist zu beachten, dass ein korrekter Vergleich dieser Dichteschitzungen gewéhrleistet ist.
Dies bedeutet, dass dabei der Parameter h sowie der Kern K einheitlich gew#hlt werden
miissen.

Beispiel 3.4 Fine Empfehlung ist die Verwendung des Mittelwertes beider optimaler
Werte fiir h. Dazu betrachtet man fiir jede Gruppe separat den optimal justierten Dich-
teschitzer. In der Abbildung 3.4 wurde jeweils der Gauss-Kern und das Mittel der beiden
gruppenspezifischen optimalen Fensterbreiten fiir h verwendet. Fir die beiden Altersgrup-
pen ergaben sich h = 29.36 (junge) und h = 27.66 (dltere), also wurde h = 28.5 verwendet.
Fiir die beiden Regionen ergaben sich h = 36.47 (Aichfeld) sowie h = 30.20 (Murau). Der
rechte Teil der Abbildung 3.4 wurde mit h = 33.00 erzeugt.

> plot(density(VC[a=="young"], bw=28.5)
> lines(density(VC[a=="o0ld"], bw=28.5), lty=2)

> plot(density(VC[region=="A"], bw=33.0))
> lines(density(VC[region=="M"], bw=33.0), lty=2)

Boxplots sowie Kernschétzer konnen natiirlich auch fiir den graphischen Vergleich von
mehr als zwei Gruppen gezeichnet werden. Bei den Boxplots sind dann aber die Notches
nicht mehr allgemein interpretierbar, sondern nur noch fiir zwei benachbarte Boxen. Die
Anzahl von iibereinander gelegten Kernschiatzungen unterliegt ferner einer natiirlichen
oberen Schranke.
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Abbildung 3.4: Kernschitzer der beiden VC-Gruppierungen fiir (links: jung/solid,
alter /dashed) und (rechts: Aichfeld/solid, Murau/dashed).

3.2 Lineare Rangstatistik

Viele der nicht-parametrischen Tests, welche verschiedene Aspekte zweier unabhéngi-
ger Stichproben miteinander vergleichen, basieren auf speziellen Versionen von linearen
Rangstatistiken. Wir werden uns im Folgenden mit drei Gruppen von Alternativhypo-
thesen nédher auseinander setzen. Gelte dazu allgemein, dass die beiden unabhéngigen
Stichproben X; w F,v=1,...,m, und Y] w G, 7 = 1,...,n, aus stetigen Vertei-
lungen F', und G stammen. Wir testen im Folgenden generell die Gleichheithypothese
Hy: F(z) = G(z), Yz € R gegen die beispielsweise hier zweiseitig formulierte

allgemeine Alternative: H, : F(z) # G(z),
Lokationsalternative: H; : F(z) = G(2+6), 0 # 0,
Variablititsalternative: H; : F(z) = G(20), 6 # 1.

Zu den Tests auf eine allgemeine Alternative (entsprechend den Anpassungstests im
Einstichproben-Problem) zéhlen der Wald-Wolfowitz-Test und der Kolmogorov-Smirnov-
Test. Lineare Rangstatistiken sind dann die Tests auf Lokations- und/oder Variablitétsal-
ternativen. Ist der t-Test der klassische parametrische Test bei Lokationsalternativen, so
gehoren zu den nicht-parametrischen Verfahren unter anderem der Wilcoxon-Test (Mann-
Whitney-U-Test) sowie der Van der Waerden-Test. Variabilitdtsunterschiede in der pa-
rametrischen Statistik werden mit dem F-Test erfasst. Hingegen verwendet man dafiir
nicht-parametrisch unter anderem die linearen Rangstatistiken des Siegel-Tukey-Test und
des Mood-Tests.

Unter Giiltigkeit der Nullhypothese stammen beide Stichproben aus der selben Verteilung
und koénnen daher zu einer kombinierten Stichprobe zusammen gefasst werden.
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Definition 3.1 In der kombinierten Stichprobe Z = (Xi,...,X,,,Y1,...,Y,) sind
die Ringe R; der X; firi=1,...,m bestimmt durch:

m

Ri=R(X;)=> T(X;—X;)+ Xn: T(X; —Yy)

j=1 k=1

] 0 fir u<0,
T(u)_{l fir u>0.

R; definiert also die Anzahl der X; und Y}, kleiner gleich X;. Fiir Rangtests erweist es
sich als sinnvoll, die kombinierte, geordnete Stichprobe 7., = (Z),..., Zy)) von
Xq,..., X, und Yy, ..., Y, mit Umfang N = m + n durch den Vektor V' zu charakterisie-
ren, der die Zugehorigkeit zur Gruppe X beschreibt:

Vo 1 falls Z(; eine X-Variable,
1 0 falls Zj) eine Y-Variable.

Die meisten Statistiken, die auf Range basieren, lassen sich in der folgenden Form (linear
in den V;) darstellen:

N
Ly = Z 9:Vi
i1

mit reellen Gewichtungsfaktoren g;. Ly heifit lineare Rangstatistik. Generell weist diese
Statistik fiir beliebige Gewichte g; unter der Gleichheitshypothese der beiden Verteilungen
folgende Eigenschaften auf:

Satz 3.1 Unter Hy: F' = G gilt fiir allei =1,...,N:
1. B(V) = m/N, var(Vi) = mn/N2, coo(Vi, V;) = —mn/(NA(N = 1)), i # j.
2. E(Ly) =m/N L, i var(Ly) = mn/(N*(N = 1)) (N3, 97 = (2, 9)%).
3. PVi=v,....Vy=wy|F =G)=1/(").

4. P(Ly =c|F=G) = a(c)/(ivl),
wobei a(c) die Anzahl der Vektoren v = (vq,...,vy) ist, fir die Ly(v) = ¢ gilt.

5. Ly ist symmetrisch um E(Ly) verteilt, falls g; + gny—iv1 = k konstant fir alle i ist.
6. Fir m = n ist jede lineare Rangstatistik Ly symmetrisch um E(Ly) verteilt.

7. Fir N =m+n — oo, wobei m/n — A\, 0 < X\ < 00, ist (Ly — E(Ly))/+/var(Ly)
asymptotisch N (0, 1)-verteilt.
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3.3 Tests der allgemeinen Alternative

3.3.1 Iterationstest

Die Idee des Iterationstests lésst sich fiir den Fall einer Stichprobe als Test auf Zufalligkeit
in der Anordnung der Stichprobenelemente, und im Fall zweier Stichproben dann als Test
auf Gleichheit der Verteilungsfunktionen verwenden.

Test auf Zufalligkeit

Die meisten statistischen Verfahren basieren auf der Annahme der Unabhéngigkeit der
Beobachtungen. Im Falle von Alternativdaten (das sind binédre Daten wie Geschlecht,
Erfolg, usw.) wiirde das bedeuten, dass alle moglichen Reihenfolgen des Auftretens die
gleiche Wahrscheinlichkeit haben. Dies ist dquivalent damit, dass eine bestimmte auftre-
tende Reihenfolge zufillig ist. Falls die Annahme der Zufalligkeit nicht gesichert erscheint,
sollte sie vor der Anwendung eines statistischen Verfahrens tiberpriift werden. Neben die-
ser Voruntersuchung kann ein Test auf Zufélligkeit aber auch der eigentliche Gegenstand
der Untersuchung sein, wie beispielsweise die Untersuchung téglicher Kursschwankungen
(steigend/fallend) bei Finanzmarktdaten. Der bekannteste Test auf Zufilligkeit ist der
Iterationstest (Runstest).

Definition 3.2 Unter einer Iteration (Run) versteht man eine Folge von einem oder
mehreren identischen Symbolen, denen entweder ein anderes oder kein Symbol unmittelbar
vorangeht oder folgt. Die Statistik R zdhlt die Anzahl der Gesamtiterationen.

Bei einer zufilligen Reihenfolge ist anzunehmen, dass sich die beiden Ausprigungen des
Merkmales weder ganz regelméflig abwechseln (viele Iterationen), noch dass zuerst mehr
die eine dann mehr die andere Ausprigung auftritt (wenige Iterationen).

Beispiel 3.5 Die n = 20 Schiiler einer Grundschulklasse (ny = 8 Jungen und ny = 12
Mddchen) warten ungeduldig in einer Schlange vor dem Wiirstelstand und zwar in der
folgenden Reihenfolge:

|J J|M M M M|J J J/MMMMM|[J JMMM|J|
RONEER OO M(5) |72 M) )]

In der zweiten Zeile der Tabelle sind Typ und Léange der Iterationen angegeben. Somit
ergibt sich fiir die totale Anzahl der beobachteten Iterationen

r =ry+ry = #(Iterationen vom Typ J und M) =4+3=7.

Maximal konnten hierbei 17 Iterationen vorkommen und minimal 2.
Es soll nun getestet werden, ob die Reihenfolge zuféllig ist, d.h.

e Hj: Anordnung ist zufallig.
Lautet die Alternative

e H; : Anordnung ist nicht zufillig,
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so ist ein zweiseitiger Test zu wahlen. Bei der hypothetischen Annahme eines Trends ist
dagegen ein einseitiger Test zu verwenden. Fiir unser Beispiel lauten die beiden einseitigen
Alternativen

e M : Anordnung ist geschlechtshomogen (wenig gemischt, wenige Iterationen),
e H; : Anordnung ist geschlechtsinhomogen (extrem gemischt, viele Iterationen).

Letztere sollte bei Kindern realistischerweise angenommen werden.

Im zweiseitigen Test wird H, abgelehnt, falls » < 7,0 oder r > r;_, /s realisiert. Die
vorher festgelegte Richtung der Abweichung von der Zufilligkeit (einseitiger Test) kann
hinweisen auf

1. zu wenig Iterationen, d.h. Hy wird abgelehnt, wenn r < r, ist, oder
2. zu viele Iterationen, d.h. Hy wird abgelehnt, wenn r > ry_, ist.

Die Quantile r,, der Verteilung von R unter Hj sind fiir 3 < nq,ne < 20 in der Tabelle G
angegeben.

Beziiglich Beispiel 3.5 folgt bei Wahl von o = 0.1 fiir den zweiten einseitigen Alternativfall
(Geschlechtsinhomogenitét) der kritische Wert rgo = 14, was wegen r = 7 < ry_, nicht
zur Ablehnung von Hj fiihrt. Bzgl. der Alternative ,, Geschlechtshomogenitit® resultiert
ro.1 = 8 was zur Ablehnung von Hj fiithren wiirde.

Der folgende Satz gibt Auskunft iiber die Verteilung der Iterationsanzahl R unter H.
Generell gilt fiir den Realisationsbereich von R:

n=ng: 2<R<n,
ny#ng: 2<R<2min(ng,ng) + 1.

Satz 3.2 Die Wahrscheinlichkeitsfunktion von R unter Hy ist gegeben durch

2(%) ()

()

("D ) + () ()
() '

Beweis: n = n;+ny Elemente kénnen auf n! Arten angeordnet werden. Da jede Permuta-
tion der n; Elemente vom selben Typ A und jede Permutation der ny Elemente vom selben
Typ B die Anordnung unverandert lassen, gibt es also insgesamt ( ) = (") verschiedene
Anordnungen, die alle unter H, die gleiche Wahrscheinlichkeit haben (Anzahl der mogli-
chen Félle). Fiir die Bestimmung der Anzahl der giinstigen Félle kann folgendermaflen
vorgegangen werden:

P(R=r1+m1) = P(R=2k)=

P(R:T1+T2) = P(R:2k+1):

o 1 gerade: Sei r = 2k, so gibt es k Iterationen mit Elementen vom Typ A und k
[terationen mit Elementen vom Typ B (n; > k).
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Typ A: #(giinstige Félle) = #(ny mal A auf k Iterationen verteilen) = #(n; Kugeln
auf k nummerierte Zellen verteilen und keine Zelle leer)

o— |—e—e—|—0e—|—0e—0e—0o—|—0—¢
~—
Zelle 1 Zelle k

= #((k — 1) Striche auf (n; — 1) Zwischenrsiume verteilen) = (7).

Typ B: analoge Vorgangsweise fiihrt zu #(giinstige Félle)= (7}3__11).

Die Gesamtanzahl der verschiedenen Anordnungen, beispielsweise beginnend mit
einer Iteration von Elementen des Typs A, ist somit (’21:11) (’;2:11). Das gleiche gilt fiir
die Anordnungen, welche mit einer Iteration des Typs B beginnen. Die Gesamtanzahl
aller Anordnungen ist also 2(’21__11) (7?__11).

e r ungerade: Sei r = 2k + 1, so gibt es (k + 1) Iterationen mit Elementen vom Typ
A und k Iterationen vom Typ B oder umgekehrt. Die Herleitung der Anzahl der
gilinstigen Fille erfolgt analog dem Fall ,,r gerade*.

Fiir ny; > 20, ny > 20 approximiert man die Verteilung von

5 - B-E#)
var(R)
mit
E(R) = 2”;712 +1,
var(R) = 2””;;((2:1_7121)— n)

durch die N(0, 1)-Verteilung.

Beispiel 3.6 Es sei n = 28 mit ny = ny = 14, also E(R) = 15. Fir den zweiseitigen
Iterationstest und o = 0.05 resultiert aus der Tabelle G als Annahmebereich das Inter-
vall [10,20]. Beispielsweise konnten die folgenden systematischen Anordnungen beobachtet
werden:

0...0[1...1] r =2 |Hy ablehnen,
O|1|0[1]...|O|1] r =28 | Hy ablehnen,
00[11]00] ... 11| r =14 | Hy filschlicherweise nicht ablehnen,

000|111|000]| ... |00|11| | » = 10 | Hy fdlschlicherweise nicht ablehnen.

Der Iterationstest erkennt also nur jene Arten der Abweichung von der Zufilligkeit, die
zu extremen Runanzahlen fiihren.
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Wald-Wolfowitz-Test

Im Falle zweier unabhéngiger Stichproben kann man den Iterationstest als Test der all-
gemeinen zweiseitigen Alternative

o Hy: F(2)=G(z) VzeR
e Hy:F(z)# G(z) fur mindestens ein z € R

verwenden, mit X; % F und Y; % G. Dazu wird in der kombinierten, geordneten Stich-
probe die Anzahl der Iterationen von x und y beobachtet. Fiir die Gleichheitshypothese
wiirde eine perfekte Mischung aus « und y sprechen (sehr viele Runs). Ist die Anzahl der
Iterationen zu klein (R < r,), so wird Hy zu Gunsten H; verworfen. Der Wald-Wolfowitz-
Test is also nur zweiseitig anwendbar. Beachte aber, dass dafiir die Quantile des einseitigen
Iterationstest verwendet werden.

Beispiel 3.7 Bei einer Untersuchung von Kindern soll die Kérpergroffie von 8 Mdadchen
(x) und 10 Jungen (y) verglichen werden. Folgende Beobachtungen liegen vor:

Mddchen x; ‘ 117 120 122 124 126 126 128 132
Jungen  y ‘ 110 113 114 116 116 118 119 119 123 125

Liegt dieselbe Verteilung fiir Madchen und Jungen vor?
Als kombinierte, geordnete Stichprobe resultiert

110 113 114 116 116]117|118 119 119|120 122]123]124]125|126 126 128 132
v v v oy ylaely vy yle zfylafylzs o o 2

Es gibt also r = 8 Iterationen. Fiir a = 0.05 folgt aus der Tabelle G roo95 = 6. Wegen
r > 1905 kann Hy nicht verworfen werden.

Unter Hy ist hier zu erwarten, dass die x und y sehr gut gemischt sind (viele Runs). Die
beiden Extremfille mit minimalem Wert von r

r...xly...y und y...ylr...x
F(z) > G(z) F(z) < G(z)

konnen nicht unterschieden werden. Die Teststatistik beinhaltet daher keinerlei Infor-
mationen iiber Lagealternativen. Beim Ubergang von quantitativen Beobachtungen zur
Runanzahl entsteht daher ein sehr grofier Verlust an Information und der Test ist zum
Erkennen von Lageunterschieden nicht geeignet.

3.3.2 Der Kolmogorov-Smirnov-Test

Wie schon beim Vergleich einer empirischen mit einer theoretischen Verteilung kann der
Kolmogorov-Smirnov-Test auch fiir den Vergleich zweier empirischer Verteilungen ver-

wendet werden. Dazu wird angenommen, dass X; & F,i=1,...,m, und Y} w G,
j =1,...,n, unabhéngig und stetig verteilt sind. Die empirischen Verteilungsfunktionen

F,, und G,, sind erwartungstreue Schétzungen fiir F' und G.
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Folgende Hypothesen konnen getestet werden:
o Test A: Hy: F(z) =G(z2) VzeR, H;:3zeR:F(z)#G(2),
o Test B: Hy: F(2) <G(z) VzeR, Hy:3zeR:F(z)>G(2),
o Test C: Hy: F(2) > G(z) VzeR, H;:3zeR:F(z) <G(2).
Die KS-Teststatistik ist definiert durch
o Test A: K, = max,er |Fn(2) — Gu(2)],
o Test B: K, = max.cr(Fn(2) — Gn(2)),
o Test C: K, , = max.cr(Gn(2) — Fn(2)).
H, wird abgelehnt, falls
o Test A: by > Ki_q,

o Test B: kf, > Ky

1—a
o Test C: ky,,, > ki,

Beim Auftreten von Bindungen ist dieser KS-Test jedoch konservativ. Man kann zeigen,
dass die Verteilung von K,, ,, unter Hy nur von m und n und nicht von F' und G abhéngt.
K, , ist also auch hier eine verteilungsfreie Teststatistik.

Zur Verteilung von K,,, unter Hy: Die Herleitung der exakten Verteilung beruht auf
kombinatorische Uberlegungen und wird anhand eines einfachen Beispiels kurz erliutert.
Der Wert von K,,, hingt nur von der Ordnung der z- und y- Realisationen in der kom-
binierten, geordneten Stichprobe ab und nicht von deren expliziten Werten.

Sei dazu m = 2 und n = 3, so gibt es mit Satz 3.1(3) insgesamt (m:") = 10 unterscheid-
bare kombinierte, geordnete Stichproben, welche unter H, alle gleichwahrscheinlich sind.
Fiir jede dieser Situationen wird nun die Realisierung der KS-Statistik berechnet. Die
dabei resultierenden maximalen Absténde der entsprechenden empirischen Verteilungs-
funktionen F;,, und G, sind in der folgenden Tabelle 3.1 zusammengefasst. Mit dieser
Tabelle erhélt man beispielsweise P(Ky3 < 1/2) = 4/10; oder P(Ky3 = 1) = 0.20. Fiir
m = n findet man k;_,, ki, und k;_, in Tabelle H; fiir m # n benutze man Tabelle 1.

kombinierte, geordnete Stichproben k| P(Ky3=F)
(@, 2,9,9,9), (,9,9, 2, 7) 1 2/10
Wz, 2,9,9), Wy, 2.2,9), (4,9, 2,9, 2), (T,9,2,9,9) | 2/3 4/10
(,9,9,2,9), (.9, 9,9, %), (¥, 2,9,y, ) 1/2 3/10
(v, 2,y,2,9) 1/3 1/10

Tabelle 3.1: Zur Verteilung von K, ,, im Falle m = 2 und n = 3.
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Beispiel 3.8 Wie im Beispiel 3.7 zuvor, testen wir jetzt wieder auf die identische Ver-
teilung der Korpergrifie von Mddchen (m = 8) und Jungen (n = 10). Liegt dieselbe
Verteilung vor?

Es ist also der zweiseitige KS-Test (Test A) anzuwenden. Die Teststatistik realisiert in
ksi0 = 0.675 fiir alle Korpergrofien aus dem Intervall [119,120) (siehe Tabelle 3.2). Ver-
wenden wir o = 0.05, so ist wegen k1o = 0.675 > koos = 46/80 = 0.575 hier H,
abzulehnen. Im Gegensatz dazu fiihrte der Iterationstest von Wald-Wolfowitz nicht zur
Ablehnung von Hy. Dies liegt darin begriindet, dass der KS-Test ein etwas anderes Maf
fiir den Unterschied zweier Verteilungen verwendet als der Wald-Wolfowitz-Test.

Intervall |Fon(2) — Gu(2)] Intervall |Fin(2) — Gu(2)]

—oo < z < 110 0 120 < 2z < 122 0.550
110 < z < 113 0.100 122 < 2z < 123 0.425
113 <2< 114 0.200 123 <z <124 0.525
114 < 2z < 116 0.300 124 < 2z < 125 0.400
116 < 2z < 117 0.500 125 < 2 < 126 0.500
117 < 2 < 118 0.375 126 < 2z < 128 0.250
118 <2 <119 0.475 128 < 2z < 132 0.125
119 < 2z < 120 0.675 132 < z< o0 0

Tabelle 3.2: KS-Tests fiir den Vergleich der Koérpergrofien von Méadchen und Jungen.

> x <- c(117,120,122,124,126,126,128,132) # m=8 Midchen
>y <- ¢(110,113,114,116,116,118,119,119,123,125) # n=10 Knaben
> ks.test(x, y)

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: x and y
D = 0.675, p-value = 0.03484
alternative hypothesis: two.sided

Warning message:
cannot compute correct p-values with ties in: ks.test(x, y)

Wegen vorhandener Bindungen wurde von R eine Warnung ausgegeben (stetige Vertei-
lungen wiirden diese nicht generieren). Diese finden sich zwar nur innerhalb der beiden
Gruppen (z.B. 126,126 in x), haben jedoch trotzdem einen Einfluss auf die Verteilung der
Statistik.

Sehr einfach lassen sich auch die beiden empirischen Verteilungsfunktionen graphisch

miteinander vergleichen. Den mazximalen Abstand der beiden Treppenfunktionen (KS-
Abstand) beobachtet man dabei im Intervall [119,129).

> library(stepfun)
> plot(ecdf(x)); lines(ecdf(y))
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Abbildung 3.5: Graphische Interpretation des KS-Test fiir das Beispiel der Koérpergrofien.

3.4 Tests beziiglich Lokationsalternativen

Héufig weifl man von zwei Stichproben, dass diese bis auf den Lage- (Lokations-) Para-
meter ident verteilt sind. Dies impliziert, dass die Varianzen beider Verteilungsfunktionen
gleich sind. Man mochte in diesem Fall auf mogliche Lageunterschiede in den beiden Ver-
teilungen F' und G testen, d.h.

o Hy:G(z) =F(z) VzeR,
e H:G(2)=F(z—0) VzeR, §#0.

Je nachdem, welche Werte man beziiglich 6 zulésst, werden die folgenden Alternativhy-
pothesen unterschieden:

o 0 # 0 (zweiseitig); d.h. F' # G,
e 0 >0 (einseitig); d.h. F > G,
e 0 <0 (einseitig); d.h. F' < G.

Bemerke, dass unter Giiltigkeit der einseitigen Alternativhypothese 6 > 0 gilt, dass F'
stochastisch grofler als G ist. Dies impliziert weiters, dass beispielsweise der Median,
Erwartungswert oder sdmtliche Quantile von X gerade um 6 kleiner sind als die entspre-
chenden Gréfien von Y. Alle hoheren Momente (Varianz, Schiefe, u.s.w.) diirfen sich weder
unter Hy noch unter den Alternativen H; unterscheiden. Daher ist es in der Praxis auch
notwendig, diese Aspekte vor der Durchfiihrung eines Tests auf Lokationsalternativen zu
priifen.
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3.4.1 Parametrische Tests bei Normalverteilung

Liegen zwei unabhéngige Stichproben X %l N(px,0%),i=1,...,m,und Y] “ N(py,o0%),
7 =1,...,n, vor, so entspricht der Test auf Lokationsalternativen dem Test auf Gleich-
heit der beiden Erwartungswerte. Als Likelihood-Quotienten-Test resultiert dafiir der so
genannte Zweistichproben t-Test fiir unabhéngige Stichproben:

Hy H, Entscheidung kritische Werte
gegen Hy, falls
py —px =0=0 0#0 T <cgoderT >cy c3=1a2, C4="11_qa/
ILLY—,UXZQZO 0>0 T < c1 =t,
py —pux =60=0 6<0 T > co Co = ti_q

Diesen Test kann man dariiber hinaus auch fiir unterschiedliche Varianzen in den Gruppen
verwenden. Wir unterscheiden die beiden Situationen:

1. 0% = o2 (unbekannt) oder 0% /0% bekannt. Fiir die Teststatistik gilt unter Hy:

(X -Y)/itm
\/(m —1)8% + (n—1)82

m-+n—2

(. S

Sp

T =

~ tn+m72 .

Diese Statistik vereinfacht sich im Fall gleich groBer Stichprobenumféinge (n = m)
zZu

(X-7)vi

Die Grofle S% bezeichnet man hierbei als gepoolte Varianzschiitzung.

2. 0% # o%. Fiir diese Teststatistik gilt unter Hy:

. 52 5%)2
X-Y . (W"‘T
T=—" 3¢, mit v=

5,8 L(S3)° 4 (81)
m n m—1 m n—1 n

Dies entspricht gerade dem Ergebnis der Satterthwait’s Approximation fiir die Frei-
heitsgrade einer Summe gewichteter unabhingiger x?-GroSen. Man findet diesen
Test auch unter der Bezeichnung Welch-Test.

Beispiel 3.9 Wir analysieren wiederum die beiden Stichproben mit den Korpergrdfien der
Kinder und testen unter Annahme zweier unabhdingiger normalverteilter Populationen auf
einen signifikanten Unterschied in den beiden Erwartungswerten. Auch in R erlaubt dieser
Test beide obigen Varianzmodelle.
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> t.test(x, y, paired=FALSE, var.equal=TRUE)
Two Sample t-test

data: x and y
t = 3.2357, df = 16, p-value = 0.005174
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:
2.439771 11.710229
sample estimates: mean of x mean of y
124.375  117.300

> t.test(x, y, paired=FALSE, var.equal=FALSE)
Welch Two Sample t-test

data: x and y
t = 3.2196, df = 14.837, p-value = 0.005797
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:
2.386632 11.763368
sample estimates: mean of x mean of y
124.375  117.300

3.4.2 Der Wilcoxon-Rangsummentest (1945)

Sind X; w F)Y; (e stetig verteilt, X, Y unabhéngig, und haben z1,..., 2, ¥1,...,Yn

zumindest ordinales Mefiniveau, so kann der Wilcoxon-Rangsummentest auf Lokations-
unterschiede verwendet werden. Folgende Hypothesen werden dabei getestet:

o Test A: Hy: G(z) = F(2) V2 €R; H:G(z)=F(z—0)Vz€R, 0#0,

o Test B: Hy:G(2) = F(2)Vz€R;, H :G(z2)=F(z—0)VzeR, >0,

o Test C: Hy: G(z) =F(2)VzeR;, H :G(z)=F(z—0)VzeR, 6<0.
Sei N = m + n, so ist die Teststatistik Wy definiert durch

N

WN:ZiW:iRi>
=1

i=1

wobei R; die Rédnge der X; in der kombinierten, geordneten Stichprobe bezeichnen. Wir
verwerfen Hy, falls

o Test A: wy > wi_qy2 oder wy < w2,
o Test B: wy < w,,

o Test C: wy > wi_q-
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Zur Verteilung von Wy unter Hy:
Die Statistik Wy ist eine spezielle lineare Rangstatistik Ly mit den Gewichten ¢g; = ¢
(vgl. Abschnitt 3.2). Sie hat positive Wahrscheinlichkeiten auf dem Bereich

min(Wy) =m(m+1)/2 < Wy <m(m+1)/2 + mn = max(Wy)

sowie Momente (diese ergeben sich einfach durch Anwendung des Satzes 3.1)

N+1 N+1
E(Wy) = m(N +1) und  var(Wy) = M
2 12
Deshalb strebt die Verteilung von
W - 2 as

\/mn N + )/12

fir m/n = X < oo (konstant) gegen die N(0, 1)-Verteilung.

Die exakte Verteilung von Wy unter Hy wird an einem konkreten Beispiel mit m = 3
und n = 5 erldutert. Hierfiir gibt es insgesamt (g ) = (2) = 56 verschiedene Vektoren
(vi,...,vs), die alle unter Hy : F' = G dieselbe Wahrscheinlichkeit 1/56 haben. Da Wy
nach Satz 3.1 wegen ¢; + gn_is1 =i+ N —i+ 1= N + 1 (konstant) symmetrisch um den
Erwartungswert m(N +1)/2 = 13.5 verteilt ist, geniigt es, die obere Hélfte der Verteilung
als Tabelle anzufithren. Fiir a = 4/56 ~ 0.071 ist also das (1 — «)-Quantil w;_, = 19.

w | Rénge der X; (rq1,79,73) PWy =w)
21| (6,7,8) 1/56
20 | (5,7,8) 1/56
19 | (4,7.8); (5,6.8) 2/56
18 | (3,7.,8); (4,6,8); (5,6,7) 3/56
17 | (2,7.8); (3,6,8); (4,6,7): (4,5,8) 4/56
16 | (1,7.8); (2,6.8); (3.5.8): (3,6,7); (4,5,7) 5/56
15 | (1,6,8); (2,5,8); (2,6.7); (3,5.7): (3.4,8): (4,5,6) | 6/56
14| (1,6,7); (1,5.8); (2,5,7): (2,4,8): (3,4,7); (3,5,6) 6/56

Tabelle 3.3: Zur Verteilung von Wy fiir den Fall m = 3 und n = 5.

In der Tabelle J sind die Quantile w,, fiir m < n, m,n < 25, angegeben (Test B). Fiir das
Testproblem C gilt wy_, = 2E(Wy) — w,. Ist m > n werden die Stichproben umbenannt
(X < Y) und damit geht der Test B in den Test C {iber. Fiir grofiere Stichprobenumfinge
verwende man die Normalverteilungs-Approximation.

Beispiel 3.10 Korpergriffen von m = 8 Mddchen und n = 10 Knaben.

‘ Yi Y2 Ys Y4 Y5 1 Y¢ Y7 Ys T2 T3 Y9 T4 Y0 Ts Te T7 T§
z@ (110 113 114 116 116 117 118 119 119 120 122 123 124 125 126 126 128 132
V5 0O 0 0 0 O 1 0 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1
gi 1 2 3 4 5 6 v 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
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Dafiir resultiert wis =) . iv; = 106. Fir das Testproblem A mit oo = 0.05 entnehme man
aus der Tabelle J: wajs = 53; wi_aj2 = 2E(Wy) — wa/2 = 152 — 53 = 99 < wy, was wie
schon beim Kolmogorov-Smirnov-Test zuvor wiederum zur Ablehnung von Hy fiihrt.
Der Wilcozon-Test wird auch von R angeboten. Interessanterweise liefert der Aufruf

> wilcox.test(x, y)

Wilcoxon rank sum test with continuity correction
data: x and y
W = 70, p-value = 0.00866

alternative hypothesis: true mu is not equal to O

Warning message: Cannot compute exact p-value with ties

den kleineren Wert 70 als Wilcoxon-Teststatistik aber dazu den korrekten p-Wert.

Oft bieten Statistik-Pakete statt des Wilcoxon-Rangsummentests den Mann-Whitney-
U-Test (1947) an. Dieser ist jedoch dquivalent zum Wilcoxon-Test und basiert auf fol-
gender Teststatistik:

Un=2_2 Wi
i=1 j=1
mit

W — 1 fir V<X, i=1,...,m
Y10 fir V>X;, j=1,...,n.

Uy gibt also an, wie oft insgesamt x-Werte den y-Werten in der kombinierten, geordneten
Stichprobe folgen. Es kann gezeigt werden, dass
Uy = Wy —min(Wy)
gilt. Alle Eigenschaften des Wilcoxon-Tests halten somit auch fiir den U-Test.
Beispiel 3.11 Korpergrofien von m = 8 Mddchen und n = 10 Knaben.

9 T4 Y10 T5 Te X7 I8

0 4 00 0O

\yl Y2 Ys Ya Ys L1 Yo Y7 Yg T2 T3
§ 8 8 8 8 07 7 7 0 0

*

w

|

Dabei gibt w* an, wie viele x- Werte den jeweiligen y-Werten in der kombinierten, geord-
neten Stichprobe folgen. Aufsummieren von w* fihrt zu u = 70. Dies entspricht genau
wy —m(m+1)/2 =106 — 36 = 70 (dem obigen Ergebnis mit R).
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3.4.3 Van der Waerden X p-Test

Diese lineare Rangstatistik ist definiert als

N » i m » RZ
XN:Z;(I) (N+1)VZ:ZCD (N—+1>

=1

mit den (monoton wachsenden) Quantilen der Normalverteilung g = ®~!(+) als Gewichte.

Zur Verteilung von Xy unter Hy: Unter Verwendung des Satzes 3.1 folgt fiir Xy:

) )
i i =071 o' (1- =0
9i + gN—i+1 <N+1)+ ( N+1) )

also Symmetrie um E(Xy). Wegen Zf\il g; = 0 folgen als Momente

E(Xy) =0,  var(Xy) = %i (cpl (Ni 1))2 |

i=1

Xy ist daher symmetrisch um E(Xy) = 0 verteilt.

Die Verteilung von X,, unter Hy wird wieder fiir m = 3 und n = 5 hergeleitet. Wiederum
gibt es (Z ) = 56 verschiedene Vektoren, die alle unter H, dieselbe Wahrscheinlichkeit
1/56 haben. Die Gewichte g; sind dafiir gegeben durch:

i 1 2 3 4 5 6 7 8
g9i | —1.2206 —0.7647 —0.4307 —0.1397 0.1397 0.4307 0.7647 1.2206

Fiir die ersten 28 unterschiedlichen Rangtripel (ry, r9,73) von (X7, X5, X3) in der kombi-
nierten, geordneten Stichprobe findet man die Realisationen von Xg, und deren Auftritts-
wahrscheinlichkeiten P = P(Xg = z3) in der folgenden Tabelle:

(7’1,7’2,7’3) T P (7“1,?”2,7"3) T P (T’l,T’Q,T3) xTs P
(6,7.8) | 2416 | 1/56 | (4,6,7) | 1.056 | 1/56 | (4,5,6) | 0.431
(5,7.8) | 2.125|1/56 | (3,58) |0.930 | 1/56 | (1,6,8) | 0.431 |3/56
(4,78) | 1.846 | 1/56 | (2,6,8) |0.887 | 1/56 | (2,6,7) | 0.431
(5.6,8) | 1.791 [ 1/56 | (1,7.8) |0.765 (2,4,8) |0.316 | 1/56
(3,7,8) | 1.555 | 1/56 | (3,6,7) |0.765 | 3/56 | (3,4,7) | 0.194 | 1/56
(4,6,8) | 1.512|1/56 | (4,5,7) |0.765 (1,5,8) | 0.140
(5,6,7) | 1.335|1/56 | (3,4,8) |0.650 | 1/56 | (2,5,7) | 0.140 | 3/56
(2,7.8) | 1.221 (2,5.8) | 0.596 | 1/56 | (3,5,6) |0.140
(3,6,8) | 1.221|3/56 | (3,5,7) |0.474|1/56 (2,3.8) |0.025]1/56
(4,5,8) | 1.221

Tabelle 3.4: Zur Verteilung von Xy fiir den Fall m = 3 und n = 5.
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Fiir die restlichen 28 Mdglichkeiten gilt: ist Xy = x fiir (r1,79,73), so ist Xy = —x fiir
(N+1—r,N+1—ry, N+1—r3). Falls « = 4/56 = 0.071 ist das (1 — «)-Quantil gegeben
durch z;_, = 1.79. Weiters fallt auf, dass dieselben 4 Rangtripel wie beim Wilcoxon-Test
den kritischen Bereich C' = {(6,7,8);(5,7,8);(4,7,8);(5,6,8)} fiir den einseitigen Test
C bilden. Die kritischen Werte von Xy findet man in der Tabelle K. Ist N > 20, so
approximiert man die Verteilung von Xy /+/var(Xy) durch die N(0, 1)-Verteilung.

Beispiel 3.12 Korpergrifsen von m = 8 Mddchen und n = 10 Knaben. Die Gewichte sind
bestimmt durch g; = ®~' (i/19). Als Realisation von Xy erhdlt man nun x1g = 4.945. Die
Tabelle K liefert fiir o = 0.05 den kritischen Wert x1_q/2 = 3.616. Da 218 > x1_q/2 gilt,
wird auch hier Hy abgelehnt.

Leider beinhaltet R diesen Test nicht standardmdf$ig. Er kann aber recht einfach selbst
programmiert werden. Hier eine Moglichkeit:

x <- c(117,120,122,124,126,126,128,132) # m=8 Midchen

y <- ¢(110,113,114,116,116,118,119,119,123,125) # n=10 Knaben

m <- length(x); n <- length(y); N <- m+n

group <- c(rep("x", m), rep("y", n))

V <- 1x(grouplorder(c(x, y))]=="x") # Indikator(x) in komb-geord-StPr
g <- gqnorm((1:N)/(N+1)) # Gewichte

X <- sum(g*V); X # Van der Waerden Statistik

[1] 4.944933

> var.X <- mxn/(N*(N-1))*sum(g~2) # Varianz(X)

> var.X

[1] 3.468656

> p.value <- 2%(1 - pnorm(abs(X)/sqrt(var.X))) # two-sided p.value
[1] 0.007928642

V V V V V Vv V

Als approximativen p-Wert liefert dies 0.008 und erlaubt somit die gleiche Aussage.

3.4.4 Weitere lineare Rangtests fiir Lokationsalternativen

Fisher-Yates-Terry-Hoeffding:
g =E(Za)

Hier ist g; ist der Erwartungswert der i-ten geordneten Statistik Z(;) einer Zufalls-
Stichprobe vom Umfang N aus der N(0, 1)-Verteilung. Diese Gewichte entnimmt
man einer Tabelle.

Median-Test:

0 fiir i< (N+1)/2
TV fie i (V412

Diese Statistik summiert die Rénge der x-Werte, die grofler als der Median sind.
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3.5 Tests beziiglich Variabilitidtsalternativen

In diesem Abschnitt werden Rangtests fiir Variabilitédtsalternativen diskutiert. Die beiden
Verteilungen F' und G seien wiederum stetig und unter der Nullhypothese ident. Die
Alternativhypothese H; beinhaltet jetzt die Gleichheit der Verteilungen von X und 0Y,
mit # > 0. Damit folgt

F(0z) = P(X <0z)=P(0Y <0z)=G(2).
Fiir die ersten Momente bedeutet dies

E(X) = 0E(Y)
var(X) = 0*var(Y).

Variabilitatsalternativen schlieen daher sowohl Lokations- als auch Varianzunterschiede
ein. Nur im Fall E(X) = E(Y) = 0 sind Tests auf Variabilitédt auch Tests auf Varianz.
Bemerke, dass fiir 6 > 1 (6 < 1) X mehr (weniger) streut als Y.

Allgemein koénnen folgende Hypothesen getestet werden:

o Hy:G(z)=F(z),Vz € R;
o H :G(2)=F(0z),Vze Rmit § # 1,60 > 1 oder 6 < 1.

Wiéhrend bei den Tests auf Lokationsalternativen monotone Gewichte verwendet wurden,
liegt es nahe, fiir Tests auf Variabilitdt den extremen Beobachtungen in der kombinierten,
geordneten Stichprobe (jene mit niedrigen oder groBen Riangen) kleine Gewichte zu verge-
ben und die mittleren Werten hoch zu gewichten (oder genau umgekehrt). Eine derartige
Gewichtung hat dann ein etwa quadratisches Aussehen (als Funktion in i gesehen).

3.5.1 Parametrischer Test bei Normalverteilung

Liegen zwei unabhiingige Stichproben X; < N(uy,0%) und Y; % N(uy,02) vor, mit
unbekannten px und py, dann entspricht der Likelihood-Quotienten-Test auf Gleichheit
der beiden Varianzen dem F-Test:

Hy H, Entscheidung kritische Werte
gegen Hy, falls
ox =0y oxFoy (0#1) T <cgoderT >cy c3 = fas2
€4 = f1-a/2
ox =0y ox >0y (0>1) T> ¢ 1= fia
ox =0y ox <oy (0<1) T < ¢y Co = fu

Unter H, gilt:
_ 5%

S

T

~ Fm—l,n—l-

Der F-Test ist sehr empfindlich gegeniiber Abweichungen von der Normalverteilung.
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Beispiel 3.13 Wir verwenden wiederum die Daten tiber die Kdorpergrifien von 8§ Mdadchen
und 10 Knaben und testen auf Gleichheit der beiden Varianzen (unter Annahme zweier
Normalverteilungen,).

> x <- ¢(117,120,122,124,126,126,128,132) # m=8 Madchen
>y <- ¢(110,113,114,116,116,118,119,119,123,125) # n=10 Knaben
> var.test(x, y, ratio = 1) # ratio=1 default

F test to compare two variances

data: x and y
F =1.0886, num df = 7, denom df = 9, p-value = 0.8841
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.2593722 5.2505398
sample estimates:
ratio of variances
1.088597

Hierbei iiberdeckt das angefiihrte Konfidenzintervall den wahren Varianzquotienten 0% /0%

3.5.2 Siegel-Tukey-Test (1960)

Dieser nicht-parametrische Test auf Variabilitdtsalternativen stellt das Analogon zum
Wilcoxon-Test auf Lokationsalternativen dar. Unter den gleichen Voraussetzungen wie
fiir den Wilcoxon-Test konnen jetzt folgende Hypothesen formuliert werden:

o Test A: Hy: G(2) =F(z); Hy:G(z2)=F0z)VzeR, 0#1, 0 >0,

o Test B: Hy: G(z) =F(z2); Hy:G(z)=F(0z)Vz€R, 0>1,

o Test C: Hy: G(z) =F(z); Hi:G(2)=F(0z)VzeR, 0<0<1.

Die Siegel-Tukey-Statistik ist eine lineare Rangstatistik und versucht symmetrische Ge-
wichte zu verwenden, welche an den Enden der kombinierten, geordneten Stichprobe kleine
Werte aufweisen. Solche Gewichte konnten mittels

vergeben werden. Wéhrend jedoch bei diesem Verfahren keine Symmetrie in den Gewich-
ten vorhanden ist, liefert das folgende zumindest Symmetrie in der Summe benachbarter
Gewichte fiir N gerade
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Ist N ungerade, dann wird die “mittlere* Beobachtung aus der kombinierten, geordneten
Stichprobe gestrichen und g; fiir N* = N — 1 berechnet.

Die Siegel-Tukey-Teststatistik verwendet diese Gewichtung und kann daher fiir gerades
N wie folgt definiert werden

N 21 fiir i gerade und 1 <i < N/2,
_ : ) 2(N—-14)+2  furigerade und N/2 <i < N,
Sy = ;g,% mit - g; = 21 — 1 fiir 7 ungerade und 1 <1i < N/2,
. 2(N —i)+1  fiir i ungerade und N/2 <i < N.
Diese Gewichte bestehen wiederum aus den ganzen Zahlen {1,2,..., N}. Das sind daher

die gleichen Gewichte wie schon zuvor bei der Wilcoxon-Statistik (hier nur anders numme-
riert) und es folgt aw, (¢) = as, (c). Daher hat unter Hy : F' = G (was dann unabhéngig
von der Nummerierung ist) die Statistik Sy dieselbe Verteilung wie die Wilcoxon-Statistik
Wy, d.h.

m(N + 1)

mn(N + 1)
2 ’ '

E(Sy) = 15

var(Sy) =
Hy wird abgelehnt, falls:

o Test A: Sy > wi_q/0 oder Sy < w2,

e Test B: Sy < w,,

o Test C: Sy > wi_g.

Die Quantile findet man in der Tabelle J (Wilcoxon) fiir m,n < 30. Fiir grofiere m und n
verwendet man wiederum die Normalverteilungsapproximation wie bei Wy .

Beispiel 3.14 Korpergriffen von m = 8 Mddchen und n = 10 Knaben.

‘ Y Y2 Ys Y4 Ys X1 Y Y7 Y T2 T3 Y9 T4 Y0 T5 Te Ty T§
2(i) 110 113 114 116 116 117 118 119 119 120 122 123 124 125 126 126 128 132
V5 O 0 0 0 O 1 0 0 O 1 1 0 1 0 1 1 1 1
7 1 2 3 4 5) 6 T 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Gi 1 4 5 8 9 12 13 16 17 18 15 14 11 10 7 6 3 2

Also resultiert s;g = Y, giv; = T4. Fir a = 0.05 entnehme man Way2 = 53 aus der
Tabelle J. Damit ist wi_q/2 = 2E(Wx) — wqa/2 = 152 — 53 = 99. Wegen 53 < 74 < 99
kann Hy nicht verworfen werden.

g <- rep(1, N); gIN] <- 2

odd <- 1-(even <- (trunc(1:N/2)==(1:N/2)))

for (i in 2:(N/2)) glil <- gli-1] + 1xodd[i] + 3*even[i]

for (i in (N-1):(N/2+1)) gli] <- gli+1] + 1*xodd[i] + 3*even[il
S <- sum(gxV) # [1] 74

E.S <- mx(N+1)/2 # [1] 76

var.S <- mxnx(N+1)/12 # [1] 126.6667

p-value <- 2*(1-pnorm(abs(X-E.S)/sqrt(var.X))) # two-sided
p.value

>
>
>
>
>
>
>
>
>
[1] 0.858955
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Die Anwendung des Siegel-Tukey-Tests basiert auf der Annahme, dass F und G vom
selben Verteilungstyp sind und etwa den gleichen Median haben. Lageunterschiede oder
Varianzunterschiede kénnen generell damit nicht erfasst werden. Dies soll auch durch das
néchste Beispiel anschaulich gemacht werden.

Beispiel 3.15 Es liege eine kombinierte, geordnete Stichprobe der Form xxxxzyyyyy
vor. Diese kann das FErgebnis zweier ganzlich unterschiedlicher Verteilungen sein mit
Median(X ) < Median(Y ), oder der Unterschied kann nur im Lokationsparameter vor-
liegen. Weiters kionnen dabei auch die x-Werte stirker streuen, als die y-Werte oder
umgekehrt. Man erhdlt dafiir s;o =1+4+54+8+9 = 27. Selbst fiir « = 0.50 fiihrt ein
zweiseitiger Sy -Test nicht zur Ablehnung von Hy.

3.5.3 Mood-Test (1954)

Wihrend die Siegel-Tukey-Statistik Sy die Variabilitdt der ;- und y;-Werte dadurch cha-
rakterisiert, dass am oberen und unteren Ende der kombinierten, geordneten Stichprobe
kleine Gewichte vergeben werden, misst die Mood-Statistik unmittelbar die quadratischen
Abweichungen der Ringe der z;, also R(X;) = R;, vom mittleren Rang R = (N + 1)/2,
d.h. die empirische Varianz der R; in der kombinierten, geordneten Stichprobe

N

MN:Z(z‘ N“) :éR R)’

i=1

GroBle Werte von My zeigen an, dass die z;-Werte stérker variieren als die y,;-Werte.

Zur Verteilung von My unter Hy:

Fiir den Erwartungswert und die Varianz von My ergibt sich mit Satz 3.1

m(N? —1)
12 ’

mn(N +1)(N? — 4)
180

E(MN) = V&I'(MN) =
Da g;+gn11-; nicht konstant ist, ist die Mood-Statistik im Allgemeinen nicht symmetrisch
verteilt. Natiirlich resultiert aber Symmetrie fir den Fall m = n (vgl. Satz 3.1(6)).

Fiir das Beispiel m = 3 und n = 4 gibt es (;) = 35 verschiedene Rangtupeln und als
Gewichte resultieren g; = (i —4)%. Alle moglichen Realisationen und deren Auftrittswahr-
scheinlichkeiten P = P(My = my) unter Hy findet man in der Tabelle 3.5.

Die Quantile der Verteilung von My sind fiir N < 20 in der Tabelle L angegeben. Fiir
N > 20 verwende man die Normalverteilungsapproximation.

Beispiel 3.16 Fir das Beispiel der Kiorpergrofsen ist (N +1)/2 = 9.5 und damit myg =
228. Fiir a = 0.20 ist ma o = 146 und mi_o/o = 284, d.h. Hy kann nicht einmal dafiir
abgelehnt werden.

> mood.test(x, y)
Mood two-sample test of scale
data: x and y
= 0.2341, p-value = 0.815
alternative hypothesis: two.sided
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(7”177"2,7”3) mr P (7‘1,7“2,7‘3) mr P (7“1,7”2,7“3) mr P
(1,2,7) 22 2/35 (1,2,4) 13 (2,3,4) 5
(1,6,7) 22 (1,4,6) 13 4/35 (2,4,5) 5 4/35
(1,3,7) 19 2/35 (2,4,7) 13 (3,4,6) 5
(1,5,7) 19 (4,6,7) 13 (4,5,6) 5
(1,4,7) 18 1/35 (1,3,5) 11 2/35 (3,4,5) 2 1/35
(1,2,6) 17 2/35 (3,5,7) 11
§2,6,7; 17 El,3,4§ 10
1,2.3 14 1,4,5 10
(1.25) | 14 (347) | 10 | ¥
§1,3,6§ 14 24,5,73 10
1,5,6 14 2,3,6 9
(2,3,7) 14 8/35 (2,5,6) 9 2/35
(2,5,7) 14 (2,4,6) 8 1/35
(3,6,7) 14 (2,3,5) 6
(5.67) | 14 56 | 6 |2/

Tabelle 3.5: Zur Verteilung von My im Falle m = 3 und n = 4.

>E.M<-m* (N"2-1)/12 # [1] 215.3333

> var.M <- m*n * (N+1)*(N"2-4)/180 # [1] 2702.222

> mood.test(x, y)$statistic*ksqrt(var.M) + E.M + 1/2
Z

228.0

Die von R ausgegebene Statistik Z entspricht also der standardisieren Form von My (mit
zusdtzlicher Stetigkeitskorrektur 1/2).

3.5.4 Weitere lineare Rangtests fiir Variabilitidtsalternativen

Ansari-Bradley-Test (1960):
Die Ansari-Bradley-Statistik ist eine Lineare Rangstatistik mit Gewichten

Ist i < (N+1)/2,so ergibt sich g; = i. Fiir dieses ¢ ist dann N+1—¢ > (N+41)/2 mit
gN+1—; = 1 (symmetrische Dreiecksgewichtung). Hierbei wird also der kleinsten und
grofiten Beobachtung der Rang 1, der zweitkleinsten und zweitgréfiten der Rang 2,
usw. zugeordnet. Fiir die Summe dieser beiden Gewichte folgt daher g;+gn11_; = 21,
weshalb diese lineare Rangstatistik auch nur fiir m = n symmetrisch ist.

Sind die Abweichungen [i — (N + 1)/2| gro8, so wird dadurch Ay klein. Dies ist ein
Hinweis fiir starker streuende x;-Werte.

Beispiel 3.17 Fir die Korpergrifsen ergibt dieser Test:
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> ansari.test(x,y)
Ansari-Bradley test

data: x and y
AB = 39, p-value = 0.8574
alternative hypothesis: true ratio of scales is not equal to 1

Die Tests von Klotz (1962) und Capon (1961):
Klotz hat das Quadrat des Gewichts der Van der Waerden-Statistik Xy verwendet,
Capon den Erwartungswert des Quadrats von Z;) (vgl. mit Fisher-Yates-Terry-
Hoeffding-Test fiir Lokationsalternativen).

o= £l (s

i=1

N
Cy = > E(Z3) Vi
i=1

Der Ky-Test und der Cy-Test sind asymptotisch dquivalent.

Fligner-Killeen-Test (1976):

N .
1 1
Fy=So(z0 v
VT L (2+2(N+1))

Die in R implementierte Version dieses Tests verwendet statt dessen die Rénge der
Absolutbetriage der Median-zentrierten Stichproben. Ferner wird die Verteilung die-
ser Teststatistik nicht durch die N (0, 1) sondern durch die X7 , approximiert. Dabei
bezeichnet k die Anzahl der Stichprobengruppen (hier k = 2), die auf Variabilitéts-
unterschiede verglichen werden.

Beispiel 3.18 Da mit fligner.test () mehrere Gruppen verglichen werden kinnen,
ist die Syntax dieser Funktion auch etwas anders, und bendtigt die gesamte Stich-
probe sowie den Faoktor, der fir die Gruppierung zustindig ist. Dieser Test erqgibt
fiir unser Beispiel:

>z <= c(x, y) # kombinierte Stichprobe
> sex <- c(rep("F", m), rep("M", n)) # "F"=Female, "M"=Male
> fligner.test(z ~ as.factor(sex))

Fligner-Killeen test for homogeneity of variances

data: z by as.factor(sex)
Fligner-Killeen:med chi-squared = 0.0081, df = 1, p-value = 0.9284



Kapitel 4

Das Zwei-Stichproben-Problem

In diesem Kapitel werden Zufallsstichproben von n unabhéngig, identisch verteilten Paa-
ren von Zufallsvariablen diskutiert. Zuerst werden dafiir einige Anwendungen des Scatter-
Plots besprochen. Auch Serien von Boxplots sind geeignete graphische Darstellungen.
Nur im Falle eines linearen Zusammenhangs ist dafiir auch der entsprechende empirische
Korrelationskoeffizient interpretierbar. Falls ein nicht-linearer Zusammenhang besteht,
dann kann dieser mittels eines Glattungsverfahrens ersichtlich gemacht werden. Die kon-
firmatorische Statistik bietet hierzu Verfahren an, um Unterschiede in der Lokation der
beiden Verteilungen zu verifizieren. Ist die Annahme einer Normalverteilung fiir die bei-
den Populationen gerechtfertigt, so wird dafiir der t-Test verwendet. Nicht-parametrische
Alternativen stellen der Vorzeichen-Test oder der Wilcoxon-Test dar. Abschlieend wer-
den die beiden Stichproben auf Korrelation (parametrisch wie auch nicht-parametrisch)
sowie mittels Verfahren fiir Kontingenztafeln auf deren stochastische Unabhéngigkeit un-
tersucht.

4.1 Graphische Verfahren

Gegeben seien n Stichprobenpaare (X1,Y)),. .., (X,,Y,) mit den entsprechenden n Rea-
lisierungen (z1,v1), ..., (Tn,yn). Dabei beschreiben (X;,Y;) zwei Merkmale die am i-ten
Merkmalstrager (i-ten Objekt) beobachtet wurden. Der bivariate Scatter-Plot stellt die
empirische zweidimensionale Verteilung durch die Punkte (z;,y;) dar. Im Gegensatz dazu
lieferte der EQQ-Plot aus dem vorigen Kapitel einen Vergleich der beiden eindimensiona-
len empirischen Verteilungen.

Beispiel 4.1 Wihrend n = 132 Monaten wurde die Ozon-Konzentration in Yonkers (x;)
und Stamford (y;) beobachtet. Die Abhdingigkeit der Stichproben X und Y ist durch die
gemeinsamen Zeitpunkte der Erhebungen i gegeben. Der Scatter-Plot (z;,y;) zeigt im lin-
ken Teil der Abbildung 4.1 den Zusammenhang zwischen den beiden Konzentrationen,
wéhrend rechts keine spezielle Verdnderung der Beobachtungen aus Stamford dber die
Zeit erkennbar ist.

> ozon <- read.table("ozon.dat", header=TRUE)
> attach(ozon); plot(Yonkers, Stamford); abline(0, 1)
> plot(Monat, Stamford)

7
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Abbildung 4.1: Scatter-Plot der Stamford und Yonkers Ozon-Daten (links) und der Stam-
ford Ozon-Daten gegen den Zeitverlauf (rechts).

Man kann auch zwei verschiedene Merkmale durch einen Scatter-Plot darstellen und damit
den moglichen funktionalen Zusammenhang optisch erkennbar machen. Diese Uberlegung
fithrt dann spéter zur Idee der Regression.

Beispiel 4.2 Die Abhdngigkeit der Variablen VC vom Alter und von der Grife ist in der
Abbildung 4.2 dargestellt. Im linken Teil erkennt man, dass der funktionale Zusammen-
hang zwischen VC und age ein scheinbar anndihernd quadratischer ist. Maximale Vitalka-
pazitit erreicht man etwa bei einem Alter von 25 Jahren. Im Gegensatz dazu scheint die
links dargestellte Abhdngigkeit der Vitalkapazitit von der Kdorpergrdfe anndhernd linear
zu sein. Grofsere Personen haben tendenziell auch eine héohere Vitalkapazitit.

> attach(aimu); plot(age, VC); plot(height, VC)
Der empirische Korrelationskoeffizient R stellt ein Ma$ fiir die lineare Abhéngigkeit
zwischen den Y; und den X; dar. Dieser ist definiert als Momentenschétzer der theoreti-

schen Korrelation p = cor(X,Y’) in der Population, also durch
8, Y& -Xm-T)
VIS Y- R e - T

Er realisiert im Intervall [—1,1]. Ist r = 1 (bzw. r = —1), dann liegen alle Punkte (x;, ;)
auf einer Geraden mit positiver (bzw. negativer) Steigung und man spricht von einem
perfekten linearen Zusammenhang. Ist » = 0, dann besteht kein linearer Zusammenhang.
Alternative nicht-parametrische Schétzer und darauf basierende Tests werden spéter noch
in Abschnitt 4.3 diskutiert.

R

Beispiel 4.3 Fir die beiden in der Abbildung 4.2 dargestellten Situationen liefert der
empirische Korrelationskoeffizient
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Abbildung 4.2: Scatter-Plot der VC-Daten gegen age (links) und height (rechts).

> cor(age, VC)

[1] -0.2914085
> cor(height, VC)
[1] 0.6829789

Der negative Wert von —0.29 ist sicherlich nicht adiquat als Maf fiir den (linearen)
Zusammenhang von VC mit age. Zwar gibt es eine linear steigende Tendenz fiir Personen
bis zu 25 Jahren, jedoch fillt diese danach wieder linear ab. Durch diese Mischung aus
positiver und negativer Abhdngigkeit wird der empirische Korrelationskoeffizient relativ
klein. Sein Vorzeichen bestimmt die grifsere Gruppe der tiber 25-jihrigen.

Viel sinnvoller als Maf fiir den linearen Zusammenhang ist der Wert +0.68, welcher fiir
die Situation im rechten Teil der Abbildung 4.2 resultiert. Der Zusammenhang zwischen
VC und height scheint linear sowie auch positiv zu sein. Der empirische Korrelations-
koeffizient ist nur wegen der vorhandenen Streuung um die gedachte (Ausgleichs)-Gerade
etwas geringer.

Der Wert von r kann ohne zusétzliche Information {iber die Struktur der Daten zu falschen
oder irrefiihrenden Schliissen fiihren. Die folgende Abbildung 4.3 demonstriert verschie-
denartige Situationen, fiir die jeweils annéhernd r = 0.7 resultiert (vergleichbar mit der
Korrelation zwischen VC und height).

# (a): set.seed(3)

> x <= 1 + runif(20)*1.7; y <= 1 + runif(20)*1.7

> x[21] <- y[21] <- 5.0; cor(x, y); plot(x, y)
[1] 0.7159042

# (b): set.seed(1)

>x <= 1.2+ (1:9)/4; y <- xx5/4 + (1/2-runif(9))*0.2

> x[10] <- 5; y[10] <- 3.4; cor(x, y); plot(x, y)
[1] 0.7138063
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# (c) set.seed(b)
>x <= 1.1 + 3.7*xrunif(60); y <- x - (x-1)*runif(50)
> cor(x, y); plot(x, y)
[1] 0.7147086
# (d) set.seed(7)
> x1 <= 1 + 2.5%xrunif(42); y1 <- 1 + 2.5*%runif (42)
> x2 <- 4 + 1.5*%runif(18); y2 <- 4 + 1.5%runif(18)
> cor(x<- c(x1, x2), y<- c(y1l, y2)); plot(x, y)
[1] 0.710447
# (e) set.seed(4)
x1 <- (4:20)/4
yl <- x1  + (runif(17)-1/2)
y2 <- 1+x1/4 + (runif(17)-1/2)
cor(x <- c(xl, x1), y<- c(yl, y2)); plot(x, y)
[1] 0.7105082
# (f) set.seed(1)
> x <= 3/4 + (1:17)/4
>y <=1+ 0.7%(x-2.5)**2 + (runif(17)-1/2)/2
> cor(x, y); plot(x, y)
[1] 0.7016779

>
>
>
>

Abbildung 4.3: Diverse Scatter-Plots von Stichproben, fiir die jeweils etwa r = 0.7 gilt.
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4.1.1 Analyse der Struktur der Abhingigkeit

Es liege eine Zufallsstichprobe aus der zweidimensionalen Verteilung von (X, Y’) vor. Wir
betrachten nun die Verdnderung der empirischen lokalen Verteilung von Y in Abhéngigkeit
von X. Um dies zu beschreiben kann im einfachsten Fall der z-Bereich in mehrere vertikale
Streifen unterteilt werden. Die lokale Verteilung der Y-Variable in einem Streifen wird
durch einen Box-Plot dargestellt, so dass fiir simtliche Streifen eine Box-Plot-Serie
resultiert.

Beispiel 4.4 Die Zeitreihe in der Abbildung 4.4 zeigt die mittlere Anzahl taglicher Son-
nenflecken eines Monats iiber 33 Jahre von Jinner 1951 bis Dezember 1983. Dieser Zeit-
raum stellt nur einen Ausschnitt der Daten dar, denn diese Daten werden kontinuierlich
von Janner 1749 bis Dezember 1983 in Zirich erhoben (das ist ein Zeitraum von 235
Jahren). FEin Boxplot basiert somit auf das Datenmaterial der zwélf Monatsmittel dieses
Jahres. Dabei fdllt besonders ein 11-Jahreszyklus in der Sonnenaktivitdt auf.

> sunspots <- scan("sunspots.dat")

> year <- gl(235, 12, label=c(1749:1983)) # 12x1749, ..., 12%x1983

> plot.it <- (as.numeric(year) >= 203)

> boxplot(sunspots[plot.it] ~ year[plot.it]) # use data from 1951-1983 only

Q& 7 THE: -
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Abbildung 4.4: Box-Plot-Serie iiber die Aktivitdt der Sonne, 1951-1983.

Beispiel 4.5 Die lokalen Verteilungen der Variablen VC, gebildet durch die Altersklassen
der Probanden, sind in der Abbildung 4.5 dargestellt. Nachteil dieser Streifenbildung ist die
fehlende Information iiber die Anderungen der lokalen Verteilung zwischen den einzelnen
Streifen.

> attach(aimu)
> age.class <- cut(age, breaks=seq(15,60,by=5))
> table(age.class)
(15,20] (20,25] (25,30] (30,35] (35,40] (40,45] (45,50] (50,55] (55,60]
21 8 10 16 8 8 7 0 1
> boxplot(VC ~ age.class)
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Abbildung 4.5: Box-Plots der VC-Werte in Abhéngigkeit von der Altersgruppe.

Den Nachteil einer ausnahmslosen Betrachtung der empirischen Verteilung innerhalb dis-
junkter Streifen umgeht man bei den Glattungsverfahren, indem man den Streifen
langsam und kontinuierlich von links nach rechts iiber den gesamten Bereich der z-Werte
bewegt. Dadurch geht eine Beobachtung (z;,y;) 6fter in die Schétzung der lokalen Ver-
teilung ein, wodurch wiederum ein glatter (smooth) Verlauf gewéhrleistet wird. Gerade
diese Vorgehensweise ist im lowess-Verfahren implementiert.

4.1.2 Lokal gewichtete Regression (lowess)

Das Verfahren Locally Weighted Regression Scatter Plot Smoothing wurde von Cleveland
(1979) publiziert. Es besteht aus zwei Teilen: einer lokalen Glattung mittels Techniken
der gewichtete Regression aller Daten in einem Fenster, und einer anschlieBenden Robu-
stifizierung gegen etwaige Ausreifler.

Fiir jeden Punkt (z;,v;), i = 1,...,n, wird ein geglitteter Punkt (x;,y;) bestimmt. Die
einzelnen Schritte des Glattungsverfahrens werden nun am Beispiel von n = 20 kiinstliche
generierten Punkten im Detail erldutert.

1. Um jeden Datenpunkt (z;,1;) wird ein vertikaler Streifen gelegt, der die ¢ = [ fn]
benachbarten Punkte enthalt. Dabei zahlt x; als zu sich nachster Nachbar. Der Wert
des Glattungsparameters f, mit 0 < f < 1, soll laut Cleveland aus dem Intervall
[1/3,2/3] gewéhlt werden. In der Abbildung 4.6 wird diese Streifenkonstruktion fiir
f =1/2 an den beiden Stellen xg und 9y (rechter Rand) demonstriert.

2. Nun definiert man fiir alle Punkte Nachbarschaftsgewichte mit den Eigenschaften:
(a) Der Fenstermitte (x;,y;) hat das grofite Gewicht.
(b

)
)
(c¢) Die Gewichtsfunktion ist symmetrisch um x;.
(d) Alle Punkte aufierhalb des Streifens haben Gewicht Null.

Das Gewicht eines Punktes im Fenster nimmt mit seinem Abstand zu z; ab.
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Abbildung 4.6: Streifen um zg = 8 (links) und w9y = 27 (rechts) mit Zentrum (dashed)
und Réndern (solid).

Als Nachbarschaftsgewicht eignet sich besonders gut die Tricube-Funktion

A =up)? fir |ul<1
T(u) = { 0 sonst,

die in der Abbildung 4.7 dargestellt ist. Das Nachbarschaftsgewicht eines Punktes
(ks yk), K =1,...,n, fir die Glattung im Punkt x; ist damit definiert als

Ty — X
ti(xy) :T( — k) ’

wobei d; die Entfernung von x; zum ¢-néichsten Nachbarn (halbe Fensterbreite um
x;) beschreibt. Falls d; = 0, so haben alle g-néichsten Nachbarn gleiche Abszisse z;.
In diesem Fall bekommen all diese Punkte im Fenster das Gewicht 1.

3. Fiir (x;,y;) bestimmt man den geglitteten Wert (z;,9;) als jenen, der auf der Aus-
gleichsgeraden aller (gewichteten) Punkte im Inneren des Fensters liegt, also durch

Ji = i + b, .
Die beiden Parameter (a;, I;Z) bezeichnen die Konstante und Steigung der Ausgleichs-
geraden und werden nach der gewichteten Kleinsten-Quadrate Methode bestimmt.
Das bedeutet, die beiden Gréflen a;, b; minimieren die gewichtete Fehlerquadrat-
summe (Sum of Squared Errors)

SSEy(ai,bi) = Y ti(wn) (ye — ai — big)*.
h=1
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Abbildung 4.7: Nachbarschaftsgewichte um zg = 8 (links) und x99 = 27 (rechts).

Dazu werden die Losungen der beiden Normalgleichungen 0SSFE;(a;, b;)/0a; = 0
und 8SSEt(ai, bz)/abz = O, also

th(iﬁk)(yk —a; — Bzxk’) = 0,
k=1

D ti(w) (e — a5 — bz, = 0

k=1

benotigt. Ist d; = 0, so nimmt man als geglidtteten Wert ¢; das arithmetische Mit-
tel aller y; innerhalb dieses Fensters. Die Abbildung 4.8 stellt die Ergebnisse fiir
die beiden betrachteten Fenster graphisch dar. Wendet man diese Idee der lowess
Glattung in allen n Punkten an, so fiihrt dies zum Ergebnis in Abbildung 4.9 (links).

Das Verfahren ist jedoch auch anféllig auf extreme y-Werte, so genannte Ausreifler. Um
dies zu demonstrieren wurde der Wert von g, von 23 auf 40 verdndert und fiir diese mo-
difizierten Daten die lowess-Glattung gerechnet. In der rechten Teil der Abbildung 4.9 ist
dafiir das Ergebnis dargestellt. Deutlich ist zu erkennen, dass dieser eine extreme y-Wert
iiber einen groflen Bereich die geglitteten Werte stark beeinflusst und nach oben zieht.
Um dies zu vermeiden oder um den Einfluss einzelner extremer Punkte zu reduzieren,
sollte als zusétzlicher vierter Schritt noch eine Robustifizierung durchgefiihrt werden.
Als erstes berechnet man dazu in allen n Punkten die Residuen

ri =Y — Ui

Diese sind fiir die modifizierten Daten in der Abbildung 4.10 links dargestellt sind. Deut-
lich ist zu erkennen, dass die eine extreme Beobachtung auch ein extremes, positives
Residuum (ry; = 14) generiert hat, und dass die Residuen in der Nachbarschaft stark
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Abbildung 4.8: Ergebnisse der gewichteten linearen Regression in den Streifen um zg = 8
(links) und um x99 = 27 (rechts) mit geglatteten Punkten (x).

Abbildung 4.9: lowess-Glattung der originalen 20 Punkte (links) und der mit einem
extremen Wert y;; = 40 modifizierten Daten (rechts).

negativ sind. Ausreifler haben grosse Residuen und man versucht jetzt den Einfluss von
Punkten mit derartigen Residuen auf das Ergebnis der Glattung zu reduzieren. Mit der
in der Abbildung 4.10 rechts dargestellten Bisquare-Funktion

A =wu?)? fir Jul <1,
B(u) = { 0 sonst

werden die Residuen relativiert, indem man zusétzlich noch Robustheitsgewichte fiir die
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Abbildung 4.10: Scatter-Plot der Residuen r; gegen die z; (links) und auf diese Residuen
angewandte Gewichtung (rechts).

Punkte (zy, yx) verwendet, die definiert sind durch

Tk

wie) = B (6m> ’
wobei m den Median aller absoluten Residuen, |rg|, bezeichnet. Grofie Residuen bekom-
men dadurch kleine Gewichte.
Bemerkung zur Skalierung durch 6m: Falls eine Zufallsvariable R ~ N(0,0?) vorliegt,
dann folgt fiir deren Betrag, dass dieser halbnormal-verteilt ist, also |R| ~ H(o?) gilt. Die
Halbnormal-Verteilungsfunktion ist gerade 2® (|r|/o) — 1. Daher gilt fiir den theoretischen
Median m dieser Verteilung 2® (m/o) — 1 = 1/2. Somit entspricht m/o dem Quantil 23,4
der Standard-Normalverteilung. Mit dieser Uberlegung ergibt sich m = 0.6750 =~ 2/30,
also 6m = 4o0. Wir skalieren hier daher etwa mit der vier-fachen Standardabweichung der
absoluten Residuen.
Man geht jetzt zuriick zu Schritt 2. und verwendet wiederum die Methode der gewichteten
Kleinsten-Quadrate, wobei sich nun die Gewichte aus dem Produkt der Nachbarschafts-
mit den Robustheitsgewichten zusammensetzen. Es werden nun jene Schétzer a; und I;f,
mit ¢ = 1,...,n, bestimmt, welche die derart gewichteten Fehlerquadratsummen

n

SSEBu(ai bi) =Y wlae)ti(ze) (ye — ai — bixy)’
k=1

minimieren. Dadurch resultieren die geglatteten Werte
mit den entsprechenden Residuen

A~k

i =Yi — Y -
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Abbildung 4.11: Geglattete Werte nach dem 1. Robustifizierungsschritt (links) mit
Scatter-Plot der Residuen r; (rechts).

Dieser Schritt einer Robustifizierung sollte zumindest zweimal durchgefiihrt werden. In
der Abbildung 4.11 ist links das Ergebnis der lowess Glattung (wiederum mit f = 1/2)
nach der ersten Robustifizierung dargestellt. Die entsprechenden Residuen im rechten
Teil dieser Abbildung zeigen, dass zwar jetzt r1; = 19.5 gilt, aber dafiir die benachbarten
Residuen kleiner geworden sind und keine auffillige Struktur mehr haben.

Beispiel 4.6 Fir die Variable VC resultiert als geglittete Abhdngigkeit von age der in
der Abbildung 4.12 links dargestellte Verlauf. Dabei wurde f = 1/2 gewdhlt und zweimal
robustifiziert. Bemerke, dass das Ergebnis von lowess nur aus den x-Werten (aufsteigend
sortiert) und den dazugehorenden geglitteten y-Werten (in entsprechender Reihenfolge)
besteht. Bei der korrekten Berechnung von Residuen muss also auf die Sortierung aufge-
passt werden. Diese sind im rechten Teil der Abbildung 4.12 gezeigt und weisen keinerlei
auffdllige Struktur auf.

> o <- order(age); o.age <- agelo]l; 0.VC <- VC[o]
> lowess.fit <- lowess(0.VC ~ o.age, f=1/2, iter=2)
> plot(lowess.fit); points(age, VC)

> yhat <- lowess.fit$y; r <- 0.VC - yhat
> plot(o.age, r); abline(h=0)

4.2 Lokationstests bei abhingigen Stichproben

Gegeben sind unabhéngige, zweidimensionale Stichprobenvektoren (Xi, Y1), ..., (X,, Ya).
Sei D; = X; — Y; % F mit E(D;) = E(X;) — E(Y;) = 6. Das Mittel der Differenzen
D = X — Y ist ein unverzerrter Schitzer fiir 6. Beschreibt X die Messung vor einer
Behandlung und Y den Wert danach, so kann ein moglicher Behandlungseffekt durch

Testen der Hypothese Hy : 8 = 0 gegen H; : 6 # 0 erkannt werden.
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Abbildung 4.12: Ergebnis von lowess fiir VC in Abhéngigkeit von age mit f = 1/2 und
zweimaliger Robustifizierung (links) sowie entsprechende Residuen (rechts).

4.2.1 Parametrischer Test bei Normalverteilung
Unter den Annahmen X; ~ N(ux,0%), Yi ~ N(uy,0%), und 0% = cov(X;,Y;) # 0 folgt

Di=X, - Y, N(0,03)

mit 6 = px — py und 0% = 0% + 0% — 20%y, sowie
D=X-Y ~N(9,0%/n).
Folgende Hypothesen konnen getestet werden:

H, H, Entscheidung kritische Werte
gegen H, falls
=0 97&0 T<CgOd€I‘T>C4 ngta/g

Cy =11 a2
QSO 6>0 T>c c1 =ti_a
920 0 <0 T<CQ co = tq,

mit

Unter Hy: 0 =0 gilt E(D)=0und T~ t,,_1.

Beispiel 4.7 An n =10 PKW'’s wird die Leistung von zwei Arten von Kraftstoff A und
B getestet. Dabei ergaben sich die folgenden Fahrleistungen in km:
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PKW‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A 89 110 105 101 90 92 104 100 101 98
B 95 109 111 110 91 95 106 99 104 101
d; -0 1 -6 -9 -1 -8 -2 1 -3 -8

Wegen d = —3.1 und sp = 3.18 folgt t = —3.08 als Realisierung der Teststatistik. Fiir
a = 0.05 ist beim zweiseitigen Test t1_qj2m—1 = togrse = 2.26. Da t > t1_qp wird die
Nullhypothese, dass die durchschnittliche Fahrleistung bei A und B gleich ist, verworfen.
> A <- c(89, 110, 105, 101, 90, 92, 104, 100, 101, 98)

> B <- c¢(95, 109, 111, 110, 91, 95, 106, 99, 104, 101)

> t.test(A, B, paired = TRUE)

Paired t-test

data: A and B
t = -3.0846, df = 9, p-value = 0.01304
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:

-5.3734398 -0.8265602

sample estimates:
mean of the differences

-3.1

Wir vermuten, dass Kraftstoff B besser als A ist, und fiihren auch den einseitigen Test der
Nullhypothese ,Kraftstoff A bringt mehr Fahrleistung als B “ durch. Hierfir istt;_, = 1.83
und Hy kann natirlich auch verworfen werden.

> t.test(A, B, alt="less", paired = TRUE)
Paired t-test

data: A and B
t = -3.0846, df = 9, p-value = 0.006521
alternative hypothesis: true difference in means is less than O
95 percent confidence interval:

-Inf -1.257744
sample estimates:
mean of the differences

-3.1

Der einseitige p- Wert entspricht natirlich genau dem halben p-Wert des zweiseitigen Test.
Eigentlich vermuten wir sogar, dass Treibstoff B sogar im Mittel um mindestens 2 Liter
besser als A ist. Die entsprechende Nullhypothese kann jetzt nicht mehr verworfen werden.

> t.test(A, B, alt="less", paired = TRUE, mu=-2)
Paired t-test
data: A and B

t = -1.0945, df = 9, p-value = 0.1511
alternative hypothesis: true difference in means is less than -2
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4.2.2 Der Vorzeichentest

Fiir den Vorzeichentest benutzt man als Teststatistik entweder die Anzahl der Differen-
zen X;—Y; mit positiven Vorzeichen (falls kardinales Mefniveau), oder die Anzahl der Paa-
re mit X; > Y; (falls ordinales Mefiniveau, z.B. Vergleich Mathematiknote — Deutschnote
beim i-ten Schiiler). Unter der Annahme, dass die entsprechenden Indikatoren unabhéngig
ident verteilte Stichprobenvariablen sind und dass P(X; = Y;) = 0 (stetig) gilt, konnen
die folgenden Hypothesen getestet werden:

o Test A: Hy: P(X <Y)=P(X>Y), H :PX<Y)#PX>Y),

o Test B: Hy: P(X <Y)<P(X>Y), H :PX<Y)>PX>Y),

e Test C: Hy: P(X <Y)>P(X>Y), H :PX<Y)<PX>Y).
Die Teststatistik ist hierbei definiert durch

=1

1 falls X; >Y;,
0 falls X; <Y,.

Bei kardinalem Mefiniveau gibt 7' die Anzahl der positiven Differenzen X; — Y; an. Bei
ordinalem Niveau wird 7" als Zdhlvariable interpretiert, welche die Anzahl der Paare mit
X; > Y; angibt. Aufgrund der Annahmen geniigt die Teststatistik 7" unter H, einer
Binomialverteilung mit Parameter n und p = P(X >Y) = 1/2.

Entscheidungsregel: H, wird abgelehnt, wenn

o Test Ait <t,p0 odert >n —t,)s,
e Test B:t >n —t,,
o Test C: t <t,,

wobei ¢, das a-Quantil einer Binomial(n, 1/2)-Verteilung ist.
Der Vorzeichen-Test lasst sich bei kardinalem Mefiniveau auch zur Priifung der Hypothese

Hy : 'Der Median von X — Y ist mg’

verwenden. Die Teststatistik ist dann

! - / . ! ]. faHS m0<XZ_§/l,
T_;Zi it Zi_{O falls mg > X; —Y;,

und 7" ist wiederum unter der Nullhypothese Binomial(n,1/2)-verteilt.

Fiir n > 20 approximiert man die Verteilung von Z = (T'—n/2)/+/n/4 durch die N(0,1)-
Verteilung.

Ist die Variable X — Y symmetrisch um ihren Median verteilt und liegt dafiir zumindest
kardinales Mefiniveau vor, so ist der Wilcoxon-Test dem Vorzeichen-Test vorzuziehen, da
dieser mehr Information aus der Stichprobe nutzt.

Beispiel 4.8 Treibstoffe A und B werden auf unterschiedliche Fahrleistung getestet.
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PKW | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A 89 110 105 101 90 92 104 100 101 98
B 95 109 111 110 91 95 106 99 104 101
d; -0 1 -6 -9 -1 -8 -2 1 -3 -8
2 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1

Wir beobachten also t = 2. Fir o = 0.055 ist gerade t, = 2 (d.h. P(T < 2) = «) und
damit t;_o =n —t, =10—2 =28 (d.h. P(T > 8) = «). Es wird somit Hy: , Treibstoff A
1st tm Mittel besser als B“ gerade noch abgelehnt.

> binom.test(sum(A>B), length(A), p=1/2, alt="two.sided")
Exact binomial test

data: sum(A > B) and length(A)
number of successes = 2, number of trials = 10, p-value = 0.1094
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.5
95 percent confidence interval:

0.02521073 0.55609546

sample estimates:
probability of success

0.2

> binom.test(sum(A>B), length(A), p=1/2, alt="less")
Exact binomial test

data: sum(A > B) and length(A)
number of successes = 2, number of trials = 10, p-value = 0.05469
alternative hypothesis: true probability of success is less than 0.5
95 percent confidence interval:
0.0000000 0.5069013
probability of success
0.2

4.2.3 Wilcoxon-Test

Der Wilcoxon-Test bei verbundenen Stichproben entspricht dem Wilcoxon-Vorzeichen-
Rang-Test fiir den Median beim Einstichproben-Problem. Seien die D; = X; — Y] o ,

wobei F' stetig und symmetrisch um den Median der Differenzen mp verteilt ist. Wegen
der Symmetrie von F' gilt E(D) = mp und folgende Hypothesen werden getestet:

e Test A: Hy: mp=0; H;:mp#0,

e Test B: Hy:mp <0; Hy:mp >0,

e Test C: Hy: mp >0; H;:mp<O0.
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Die Teststatistik ist definiert als
" 1 fir D;>0
+ __ . ) : R ) ;
Wt = Z;Z@R(ym) mit  Z; { 0 fir D <0

wobei R(|D;|) den Rang von |D;| beschreibt. Obwohl Wilcoxon’s Vorzeichen-Rangtest fiir
den Median und der Wilcoxon-Test fiir verbundene Stichproben auf verschiedene Proble-
me angewandt werden, haben sie die Teststatistik gemeinsam.

Hy wird abgelehnt, falls

o Test A: wt < wy e oder wh > wi_q )9,
o Test B: w™ > wy_,,
o Test C: w™ < w,,.

Die Quantile w} werden wieder aus der Tabelle F entnommen. Fiir n > 20 verwende man
die Normalverteilungsapproximation.

Beispiel 4.9 Benzinverbrauch zweier Kraftstoffarten A und B.
PKW | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A 89 110 105 101 90 92 104 100 101 98
B 95 109 111 110 91 95 106 99 104 101
d; -6 1 -6 -9 -1 -3 -2 1 -3 -3

r(ldi]) | 85 2 85 10 2 6 4 2 6 6

Fiir die Vergabe der Ringe der |d;| wurden wegen der Bindungen der Realisierungen 1,
3 und 6 die Methode der Durchschnittsringe verwendet. Es kann also w™ = 4 beobachtet
werden. Fir o = 0.05 ist w, = 10, d.h. fiir das einseitige Testproblem (Test C) wird Hy
wegen 2 < 10 abgelehnt.

> wilcox.test(A, B, paired = TRUE, alt="less")
Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: A and B
V = 4, p-value = 0.009182
alternative hypothesis: true mu is less than O

Es ist zu beachten, dass die Hypothese Hy : mp = 0 im Allgemeinen nicht dquivalent ist
mit Hy : mx = my. Sind jedoch X bzw. Y symmetrisch um ihre Mediane myx bzw. my
verteilt, so sind die folgenden Aussagen dquivalent:

® Mp = 07
® Mx = My,
« B(X)=E(Y).

Der Wilcoxon Vorzeichen-Rangsummen-Test fiir den Median kann als Sonderfall des
Wilcoxon-Tests fiir verbundene Stichproben angesehen werden, indem man Xi,..., X,
als Paare (X1, my), ..., (X,, my) auffasst.
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4.3 Korrelation und Unabhingigkeit

Die beiden Begriffe ,,Korrelation“ und ,, Kontingenz“ werden beide als Synonyme fiir die
stochastische Unabhéngigkeit zweier Zufallsvariablen verwendet. Es hat sich jedoch ein-
gebiirgert von Kontingenz dann zu sprechen, wenn sowohl X als auch Y nominal skaliert
sind, und von Korrelation, wenn X und Y zumindest ordinal skaliert vorliegen.

Der Korrelationskoeffizient der Grundgesamtheit

cov(X,Y)
var(X)var(Y)

p(X, Y) =

beschreibt den Grad der linearen Abhéngigkeit zweier Variablen X und Y.
Bei Kontingenztafeln wird haufig das ,,Odds Ratio“ verwendet. Liegt eine 2 x 2 Tafel vor
mit Wahrscheinlichkeiten

Y=1Y=2]|PX)
X =1 11 12 T14
X =2 21 722 o4
P(Y) 41 42

so beschreibt ; = m;; /72 die Chance (,0dds*), dass bei X =i, i = 1,2, die Variable Y
in Spalte 1 statt in Spalte 2 ist. Jedes §2; ist nicht-negativ mit Werten grofler 1, falls fiir
Y die Spalte 1 wahrscheinlicher ist als die Spalte 2. Den Quotienten der beiden Chancen
Q7 und Q5 nennt man Chancenverhéltnis (,,odds ratio®)

11/ 12 _ T11T22
7T21/7T22 12721

0 =0 /Q =

Sind X und Y unabhéngig, so gilt m;; = m;; 74, und es folgt 6 = 1.

4.3.1 Betrachtung von p bei bivariater Normalverteilung

Definition 4.1 Die Dichte der bivariaten Normalverteilung No(ux, pry, 0%, 0%, p) ist de-
finiert als

1 1 a:—ux)Q T— X Y—py (y—w)z
x,y)= exp | — —2 + .
flz.y) 2roxoy\/1—p? ( 2(1-p?) (( ox P ox Oy Oy

FEigenschaften von p:

L [p] <1,
2. |p|=1< P(Y =aX +b) =1, wobei a # 0 und b Konstanten sind.
3. X,Y stochastisch unabhéngig = p = 0. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht,

4. Sind (X,Y) ~ No(px, pty, 0%, 0%, p) mit p = 0, so gilt X und Y sind stochastisch
unabhéngig. (Umkehrung von 3. also nur bei Normalverteilung).
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Unter der Normalverteilungsannahme kénnen zur Priifung der Unabhéingigkeitshypothese
die folgenden drei Situationen betrachtet werden:

Hy H, Entscheidung kritische Werte
gegen H,, falls
p=0 p#0 T <czoderT >cy c3="1a

cy =T1-qa)2
p:O p>0 T>c c1=1ti_a
p:O p<0 T < ¢y co = t,

Fiir die Teststatistik 7" gilt nur unter Hy : p =0

n—2
Py e

da X und Y unter Hy unabhingig sind. Den Schétzer
YLK -D)-T)
VI (X - X2 (v - T

nennt man empirischen Korrelationskoeffizient nach Pearson. Stammen die (X;,Y;) aus
einer bivariaten Normalverteilung und sind die Paare (X;,Y;) voneinander unabhéngig,
so ist R der Maximum-Likelihood Schétzer fiir p.

Zur Konstruktion eines Konfidenzintervalls fiir p ist es notwendig, iiber die Verteilung von
R unter beliebigen Werten von p Bescheid zu wissen. Nur im Fall p = 0 gilt 7" ~ ¢,,_5. Bei
p # 0 ist es zweckméafig, R passend zu transformieren. Fiir Fisher’s Z-Transformation

gilt:
1 14+ R 4 1 1 1
Z = —log i ~ N —logﬁ, .
2 1-R 2 l1—p n-3

R

Bezeichne
I+p

1—p’

! 1
=-lo
M 5 g
so folgt fiir die standardisierte Grofle
U= (Z—p)vn—3<N(0,1).
Aus der Definition von p folgt als inverse Funktion
6# — ef:u‘
= ——— =tanh(u).
P= iy oms = tanh(p)

Der Erwartungswert der Fisher Z-Transformaierten bildet also p € (—1,+1) auf p € R
ab. Als Konfidenzintervall fiir ein beliebiges p ergibt sich somit

21—a/2 “l1—a/2
P2y U< zi_aqn) =P - <Z-—u< =1—a.
(ap SU < 21-ap) ( Vn—3 g n—3>

Bezeichne a = 21_4/2/v/n — 3, so folgt wegen der strengen Monotonie von tanh
P (tanh(Z — a) < tanh(u) = p <tanh(Z +a)) =1—a.
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Beispiel 4.10 n = 9 Personen bewerben sich fiir eine freie Stelle. Fiir die Selektion
werden zwei Kommissionen A und B eingesetzt, um die Bewerber zu testen. Nach einigen
durchgefiihrten Tests werden die folgenden Punkte vergeben:

Bewerber i |1 2 3 4 5 6 7 8 9|
z; ... Punkte von A |75 62 87 76 73 66 81 74 77|T=T456 s3% = H4.78
Yi ... Punkte von B |82 69 89 84 80 68 79 70 T4 |y=77.22 s} =54.19

Wie groff ist die Ubereinstimmung im Urteil der beiden Kommissionen? Wir vermuten
ferner, dass die Abhdngigkeit der beiden Beurteilungen positiv ist. Unter Annahme einer
bivariaten Normalverteilung ist daher die Hypothese Hy : p = 0 gegen Hy : p > 0 z2u
testen. Abschlieflend soll noch ein zweiseitiges Konfidenzintervall fiir p mit Uberdeckungs-
wahrscheinlichkeit von 95% bestimmt werden.

Mit der empirischen Kovarianz s%y = 42.99 folgt r = 0.789. Wegen t = 3.40 > t7.1-0.05 =
1.89 kann Hy verworfen werden, d.h. beide Kommissionen erzielten positiv tibereinstim-
mende Resultate. Mit zg.975 = 1.96 und a = 1.96/\/6 = 0.80 ergibt sich das asymmetrische
Konfidenzintervall tanh(z — a) = tanh(0.269) = 0.26 bzw. tanh(z + a) = tanh(1.869) =
0.95, also (0.26,0.95).

> A <- ¢(75,62,87,76,73,66,81,74,77)
> B <- ¢(82,69,89,84,80,68,79,70,74)
> cor.test(A, B)

Pearson’s product-moment correlation

data: A and B
t = 3.3971, df = 7, p-value = 0.01149
alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0O
95 percent confidence interval:
0.2622175 0.9534845
sample estimates:
cor
0.7889483

> cor.test(A, B, alt="greater")
Pearson’s product-moment correlation

data: A and B
t = 3.3971, df = 7, p-value = 0.005744
alternative hypothesis: true correlation is greater than 0O
95 percent confidence interval:
0.3774919 1.0000000
sample estimates:
cor
0.7889483
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4.3.2 Rangkorrelationskoeffizient von Spearman (1904)

Es soll nun eine alternative nicht-parametrische Mafizahl, die zudem auch als Teststatistik
fiir Tests auf Unabhéngigkeit benutzt werden kann. Wir nehmen an, dass (X, Y') aus einer
beliebigen stetigen zweidimensionalen Verteilung stammt. Liegen die Daten zumindest
ordinal skaliert vor, so konnen jeweils die Réange der X;: Ry, ..., R, bzw. der Y;: S1,...,5,
bestimmt werden. Nun wird statt mit den originalen Beobachtungen mit diesen beiden
Réngen der Korrelationskoeffizient nach Pearson gebildet, d.h.

= > (Ri — R)(S; = 5) ‘
VI (R~ R2Y(S; — 5)2

Dieser Ausdruck kann vereinfacht werden, denn es gilt:

R

und

i(&_n?)?: :1 <Z__n—2|—1)2: (n—1)1n2<n+1) :i(&_n?){

i=1

Damit ergibt sich

n

fis = <n—1>f<n+1>z<3i‘n;1> (S“n;l) '

Setzt man nun noch D; = R; — S;, oder noch besser

n—+1 n+1
D, = - — -

so folgt dafiir als Quadratsumme

D:in

n+1\? <& n+1)\2 " n41 n41
() B (- () ()

i=1

(n—1)n(n+1) (n—1)n(n+1)
= 2 -2
12 12 Rs
n—1)nn+1
IES VLI
Es resultiert damit die einfache Darstellung
6D

Bs == 1)
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FEigenschaften der Realisierungen von rg:

I =1 <rg <+1,

2.rg=+1lr=s Vi=1,....n

.rg=—1r=n+1-—s; Yi=1,...,n

4. rg ist invariant gegeniiber monotonen Transformationen der Daten.
Interpretation von rg:

1. Ist rs nahe bei +1, so deutet dies auf eine positive Korrelation zwischen X und Y
hin. Hat z; einen hohen (niedrigen) Rang, so hat auch y; einen hohen (niedrigen)
Rang.

2. Ist s nahe bei —1, so deutet dies auf eine negative Korrelation zwischen X und Y
hin. Hat z; einen hohen (niedrigen) Rang, so hat auch y; einen niedrigen (hohen)
Rang.

3. Ist rg nahe Null, so besteht kein Zusammenhang zwischen X und Y.
Bewertung von rg:

1. rg ist bei ordinal skalierten Daten anwendbar, jedoch entsteht ein Verlust an Infor-
mation, falls die Daten kardinal skaliert vorliegen.

2. rg ist gut interpretierbar, falls es in der Ndhe von —1, 0 oder +1 liegt. Ansonsten
ist es jedoch nicht zu interpretieren.

3. rg ist nicht als Schitzung fiir p geeignet.
Fiir einen Test auf Unabhingigkeit, d.h.
e Test A: Hy: X und Y sind unabhéngig, H;: X und Y sind korreliert
e Test B: Hy: X und Y sind unabhéngig, H;: X und Y sind positiv korreliert
e Test C: Hy: X und Y sind unabhéngig, H;: X und Y sind negativ korreliert

verwendet man die Hotelling-Pabst-Statistik D. Sie ist eine lineare Funktion in Rg.
Sortiert man die Stichprobe (Xj,Y;) nach den X; in aufsteigender Reihenfolge, so wird
dadurch R; =i und wegen > S? = Y2 ergibt sich

D:Zn:(i—si Zz —QZ@S +ZS2 nin + )3(2"+1 —QZZS
i=1

=1 =1

Die Verteilung von D und damit auch die von Rg hédngt somit nur von der Verteilung
von »_1S; ab. Unter der Unabhéngigkeitshypothese nimmt der Rangvektor (Si,...,Sy)
die n! Permutationen von (1,...,n) mit gleicher Wahrscheinlichkeit an. Fiir n = 3 ist in
der Tabelle 4.1 die Berechnung der Verteilung illustriert.
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(s1,82,83) | > is; | d| rg
1,2,3) | 14 0] 1
(1,3,2) | 13 |2]1/2
(2,1,3) | 13 |2]1/2
(2,3,1) | 11 |6]-1/2
(3,1,2) | 11 |6]-1/2
(3,2,1) | 10 |8]| -1

Tabelle 4.1: Zur Verteilung von Rg und D im Falle n = 3.

Rg und D sind diskret verteilt und haben folgende Wahrscheinlichkeitsfunktionen:

rs | -1 -1/2 1/2 1 d | 8 6 2 0
P(Rs=rg)|1/6 2/6 2/6 1/6 P(D=d)|1/6 2/6 2/6 1/6

Es ist zu beachten, dass im Gegensatz zu Rg kleine (grofie) Werte von D fiir eine positive
(negative) Korrelation sprechen.
Weiters gilt nach Satz 2.3 iiber die Verteilung von Rangen

2 _
E(Sz) - n + 1 Val"(SZ') - n 1 y COV(Si,Sj) = —n—H

2 12 o Vi

Daraus folgt sofort

E (Zw) = ZZE(S,-):"(”TW,

i=1 i=1
n n _1 2 1 9

var (Z iSZ-> = Z ivar(S;) + Z ijeov(S;, S;) = (n )?4é<ln +1)
i=1 i=1 i#j

und schliellich

E(D) = C var(p) = = 1)7;6(” +1)°

sowie

E(Rs) =0, var(Rg) =

Fiir n < 11 wird H, abgelehnt, falls
o Test A:d < dyp oder d > di_q 2,
e Test B: d < d,,

o Test C: d > di_,.
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Die exakten Quantile d, werden fiir n < 11 aus der Tabelle M entnommen. Fiir 12 < n <
20 approximiert man T = Rg+/(n —2)/(1 — R%) durch die t,_o-Verteilung. Fiir n > 20
verwende die Approximation Z = Rgyv/n — 1 < N(0,1).

Bemerkung: Rg ist nur unter der Unabhéngigkeitshypothese eine verteilungsfreie Statistik
und deshalb auch nicht fiir die Konstruktion eines Konfidenzintervalls fiir p geeignet.
Ferner wird p durch Rg oft iiberschétzt, weshalb Rg auch keine brauchbare Schéatzung fiir
p darstellt.

Beispiel 4.11 FErgebnisse der beiden Kommissionen A und B:

Bewerber i 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Zi...Punkte von A |75 62 87 76 73 66 81 T4 T7
Yi ... Punkte von B |82 69 89 84 80 68 79 70 74

Rang r; von A 51 9 6 3 2 8 4 7
Rang s; von B 7T 2 9 8 6 1 5 3 4
d? 4 1 0 4 9 1 9 1 9

Es resultiert d = >_d? = 38 und somit rs = 1 — 6 - 38/720 = 0.683. Der Pearson
Koeffizient ergab hingegen r = 0.789. Mit o« = 0.05 liefert die Tabelle M fiir Test B:
d =38 < doos = 48, was zur Ablehnung der Unabhdingigkeitshypothese fiihrt.

> cor.test(A, B, alt="greater", method="spearman")
Spearman’s rank correlation rho

data: A and B
S = 38, p-value = 0.02516
alternative hypothesis: true rho is greater than O
sample estimates:
rho
0.6833333

4.3.3 Kendall’s 7

Die Abhéngigkeit der beiden Variablen kann auch durch die Anzahl der konkordanten und
diskordanten Paare beschrieben werden.

Definition 4.2 Das Paar [(z;,y;), (x;,y;)] heifit konkordant (ibereinstimmend), falls
1. z; < x; = y; <yj, oder
2. Xy > = Y > Y

gilt. Andernfalls heifst das Paar diskordant.

Aus der Stichprobe koénnen (g) Paare [(z;,y), (z,y;)], © < j, ausgewahlt werden. Sei ny,
die Anzahl konkordanter Paare und n, die Anzahl diskordanter Paare, so muss n; +ng =
(g) gelten. Als Maf fiir die Korrelation zwischen X und Y verwendet man

N — Ny

T




100 KAPITEL 4. DAS ZWEI-STICHPROBEN-PROBLEM

Offensichtlich ist —1 <7 < +1 und es gelten die folgenden Beziehungen:
o T=+41&n, = (g) & perfekte positive Korrelation,
e 7 =0< np =nyg < keine Korrelation,
o T=—-1&n;= (Z) & perfekte negative Korrelation.

Ebenso wie Rg kann auch mit der Teststatistik 7 auf Unabhéngigkeit der Variablen X
und Y getestet werden. Einfacher jedoch ist Kendall’s S

S=N,—Ngy.

Die Quantile s, findet man fiir n < 10 in der Tabelle N. Die Testprozedur ist dquivalent
mit der Spearman-Prozedur. Unter H, kann gezeigt werden, dass schon fiir n > 8 gilt

T%N(O,%).

Beispiel 4.12 Im Vergleich der beiden Testergebnis-Reihen konnen die folgenden kon-
kordanten bzw. diskordanten Paare beobachtet werden:

Konkordante | [1,2], [1,3], [1,4], [1,5], [1,6], [1,8], [2,3], [2,4], [2,5]

Beurteilungen | [2,7], [2,8], [2,9], [3,4], [3,5], [3,6], [3,7, [38], [39]

/775]} [4:6], [4.8], [5.6], [6,7], [6,8], [6,9], [7.8], [7.9]
8,9

Diskordante | [1,7], [1,9], [2.6], 4.7, 4.9 5.7, [5.8. [5.9]

Beurteilungen

Wir finden ni = 28 konkordante und ng = 8 diskordante aus den insgesamt (;) = 36
Paaren. Somit ist T = (28 — 8)/36 = 0.556 (noch kleiner als rs). Kendall’s S realisiert in
s =20. Firn =9 und s = 20 liefert die Tabelle N (Test B) a = 0.025. Da a < 0.05 gilt,
wird auch hier Hy verworfen.

> cor.test(A, B, alt="greater", method="kendall")
Kendall’s rank correlation tau

data: A and B
T = 28, p-value = 0.02231
alternative hypothesis: true tau is greater than O
sample estimates:
tau
0.5555556

Hierbei bezeichnet T nicht Kendall’s S sondern es gibt die Anzahl konkordanter Paare an.
Alle drei vorgestellten Teststatistiken fiihrten zum Verwerfen von Hy zu Gunsten der po-
sitiven Zusammenhangs-Hypothese. Der kleinste p-Wert wurde mit der Pearson-Statistik
erzielt (jedoch unter sehr starken Annahmen).
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4.4 Kontingenztafeln

Wie bereits erwihnt, verwenden wir den Begriff Kontingenz fir den Zusammenhang (gene-
relle stochastische Abhéngigkeit) von nominal skalierten Variablen (X, Y"). Derartige Va-
riablen nennt man auch Faktoren und all ihre moglichen Realisierungen bezeichnet man
als Stufen dieses Faktors. Der nun vorgestellte Test auf die stochastische Unabhéngig-
keit zweier Faktoren kann unmittelbar auch auf mehr als zwei Faktoren verallgemeinert
werden.

4.4.1 Der y*-Test auf Unabhiingigkeit

Sei (X1, Y1),...,(X,,Y,) eine Zufallsstichprobe aus einer zweidimensionalen Population.
Die Daten konnen hierbei beliebiges Mefiniveau aufweisen. Meist betrachtet man die Si-
tuation, in der sowohl X als auch Y Faktoren sind mit k bzw. ¢ Faktorstufen, welche durch
A und B bezeichnet sind. D.h., A und B koénnen jeweils nur die moglichen Realisierungen

{ai,...,a;} und {by,...,bs} haben.
Unter der Annahme, dass diese n Paare unabhéngig sind, kann man das Testproblem

e Hy: A und B sind unabhéngig,
e H;: Aund B sind abhéngig
betrachten. Bezeichne dazu
P(A=a;,B="0;) =m, P(A=ua;) =my, P(B=b;)=my,
so gilt fiir stochastisch unabhéngige Variablen A und B
P(A=a;,B=0;) = P(A=ua;)P(B=1,),

fir e = 1,...,kund j = 1,...¢, wodurch sich das obige Testproblem auch alternativ
formulieren lasst durch

o H}:mjj =myny; (fir alle Paare (4, j)),
o Hf:mj # miypy; (fiir zumindest ein Paar (4, 7)).

Die am weitesten verbreitete Statistik zum Testen dieser Hypothese ist definiert durch
¢

k ~
s (Ni; — E(Ny;))?

i=1 j=1 ij

Der Berechnung dieser Teststatistik X2 liegt die folgende Kontingenztafel zugrunde:

A\B bl Ce bj e bg iy
ay Nip | oo | Mg | -+ | Mg | M1y
a; ni1 coe | Mg | e | Nge | M4
Q. N1 | oo | Mg | oo+ | Mg | Mg

Ny L R I L N Y n
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Hierbei bezeichnet n;; die Haufigkeit des Paares (A = A;, B = B,). Entsprechend steht
niw = Y_;ni; fiir die Anzahl von Stichprobenpaaren mit A = A;, und ny; = -, ny; fiir
die Anzahl mit B = B;. Natiirlich gilt 37, n;i = 3, ny; = n. Die Statistik X* nennt man
haufig auch Pearson-Statistik. Diese basiert auf den quadrierten Abstédnden zwischen den
beobachteten und erwarteten Zellhdufigkeiten.

Die Erwartungswerte der Zellhdufigkeiten werden unter der Annahme der Unabhéngigkeit
der beiden Faktoren berechnet. Dazu nehmen wir an, dass die Kontingenztafel

Nll e ng ™M1 ... Ty
N = : : mit E(N) =n
Nkl ng Tk .. Ty

eine Zufallsmatrix ist, deren Elemente N;; die Anzahl jener Beobachtungen angibt, die in
die Klasse (a;,b;) fallen. Generell ist N multinomial-verteilt, d.h.

|
n: ni1 Nk

P(Ny1 =nq1,..., Ny = nge) = T e Ty

7111! .. -nkg!

mit k¢ unbekannten Parametern m;;, wovon jedoch wegen » ;> m; = 1 nur kf — 1 frei
wahlbar sind.
Fiir dieses Wahrscheinlichkeitsmass folgt unter Hy die Vereinfachung

n!

nii Nke

P(Niu = n11,..., Ny = nie) = ,(7T1+7T+1) (T Trp)

nlll-...-nk(g.

Wegen »; mi = >, my; = 1 miissen jetzt nur noch die k + ¢ — 2 unbekannten Parameter
mi+ und 7 ; geschitzt werden. Als relevanter Teil der Likelihood Funktion resultiert dafiir
unter Hy

L(m|N) = L(mit,. . Ty, T, M| N)
kot
o< [TIT(mimes)™
i=1 j=1
k ¢
ﬂ.g_j"ij 7%%

i=1 j=1
k

= Hﬂ' Hwn”.
i=1

Erinnern wir uns, dass beispielsweise mp, =1 — Zk 11 iy gilt, so folgt damit

Mkt -1

L(w|N) = <1 — ZWH) Hﬂn” Hﬂj_-;j :

beziehungsweise

k-1 k-1
log L(w|N) = ng4 log (1 — ZWH) + an log m;y + Znﬂ log ;.

=1 =1 7j=1
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Setzt man die partiellen Ableitungen (das sind die m;, Scores)

alOgL _ Ng+ 1 n;4

omiy T+ Tt
gleich Null, so resultieren die Maximum-Likelihood Schétzer der Randwahrscheinlichkei-
ten

N; .
m:frHN; Vi=1,....,k—1.

TLﬁ'kJr

Da deren Summe wiederum Eins ergeben muss, d.h. 1 = Y. 7, = £ 5" 0,y = =

gilt, folgt fiir den Maximum-Likelihood Schitzer .

. N
i+ =
n
Analog geht man fiir 7, vor und erhélt
. Ny
Ty = —.
n

Damit wird nun der Schétzer fiir E(N;;) = nm; 47, ; konstruiert und wir erhalten

) o 1

E(NZ) =NT4 T4 = ENH‘N‘H .
Somit handelt es sich bei X2 um einen modifizierten x2-Test auf Anpassung mit r =
(k—1) 4+ (¢ — 1) Maximum-Likelihood geschétzten Parametern 7, und 7, und es gilt

(Nij = nftipT45)% as o
~Y

ko0
X(k—1)(e—1) -

X2:Z‘

e
i=1j Caa

1

Wir verwerfen H, falls X2 > X%fa;(kfl)(éfl) gilt.

Testen wir damit auf die Unabhéngigkeit zweier Faktoren mit sehr vielen Stufen, dann
muss auf die Giite der Approximation geachtet werden. Diese ist gut, falls die folgenden
Faustregeln erfiillt sind

e nach Cochran (1954)
— kein E(N;;) < 1 und
— fiir maximal 20% der Felder gilt: E(N;;) < 5;

e nach Conover (1971)

— fast alle E(V;;) von derselben CréBenordnung sind,
— alle E(Nzg) > 1,
— die Anzahl der Klassen klein ist.
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Beispiel 4.13 (Agresti, p. 80) In einer Studie wurde die religiose Finstellung (Funda-
mentalismus) einer Person mit deren hochsten Ausbildungsgrad gegeniibergestellt. Dazu
wurden n = 2726 zufillig ausgewdhlte Person befragt.

Religioser Glaube
Ausbildung Fundamentalist gemdfsigt liberal | Total
Weniger als high school 178 138 108 424
High school oder junior college 570 048 442 | 1660
Bachelor oder Graduate 138 252 252 642
Total 886 1038 802 | 2720

> n <- matrix(c(178, 138, 108, 570, 648, 442, 138, 252, 252), 3, 3, byrow=TRUE)
>n
[,11 [,2] [,3]
[1,] 178 138 108
[2,] 570 648 442
[3,] 138 252 252
> chisq.test(n)

Pearson’s Chi-squared test

data: n
X-squared = 69.1568, df = 4, p-value = 3.42e-14

Es gibt also ein extrem starkes Anzeichen, dass hierbei eine Assoziation vorliegt.
Die Funktion chisq.test liefert dariberhinaus auch noch die geschdtzten Erwartungs-

werte E(Ny;) sowie die Residuen (Nyj — E(N;))/+/ E(Ny;).

> chisq.test(n)$expected
[,1] [,2] [,3]
[1,] 137.8078 161.4497 124.7425
[2,] 539.5304 632.0910 488.3786
[3,] 208.6618 244.4593 188.8789

> chisq.test(n)$residuals
[,1] [,2] [,3]
[1,] 3.423775 -1.8455228 -1.499038
[2,] 1.311771 0.6327815 -2.098646
[3,] -4.891737 0.4822914 4.592852

Man sieht, dass die Zelle Bachelor oder Graduate / Fundamentalist den grifsten Beitrag
zur Teststatistik ausmacht. Dieser ist mit —4.89% = 23.93 etwa ein Drittel vom gesamten
X2. Unter der Null-Hypothese wird fiir diese Zelle eine bedeutend gréfere Anzahl erwartet
(E(Ny) = 208.66) als dies beobachtet werden konnte (ns, = 138). Interessanterweise
waren in dieser Gruppe viel mehr liberale als erwartet. Ohne Bachelors oder Graduierte
erhdlt man

> n <- matrix(c(178,138,108,570,648,442), 2, 3, byrow=TRUE)
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> chisq.test(n)
Pearson’s Chi-squared test

data: n
X-squared = 9.439, df = 2, p-value = 0.00892

> chisq.test(n)$residuals

[,1] [,2] [,3]
[1,] 2.092665 -1.7330336 -0.3686978
[2,] -1.057617 0.8758623 0.1863372

Dies ist wiederum ein starker Hinweis dafiir, dass fir diesen Personenkreis der Ausbil-
dungsgrad nicht unabhdngig vom Fundamentalismus zu sein scheint. Die Residuen sind
jetzt auch viel gleichmdssiger als zuvor.

4.4.2 Der exakte Test von Fisher

Fiir den Spezialfall einer 2 x 2-Tafel (Vierfelder-Tafel) ist fiir kleine Stichproben Fisher’s
exakter Test anwendbar. Dies steht somit im Gegensatz zum y2-Test, bei dem die Vertei-
lung der Teststatistik gerade fiir grofie Stichproben durch die y2-Verteilung approximiert
werden kann.

Zuvor wurde bereits gezeigt, dass die Verteilung einer 2 x 2 Kontingenztafel unter Hy (die
beiden Faktoren A und B sind unabhéngig) geschrieben werden kann als

n!
P(Nyp =nqq,- -+, Nog = ngg) = ,(771+7T+1)n11 oo (Topmig) .

n11! ... Ngo!
Das bedeutet, dass die Verteilung von N nur von den marginalen Haufigkeiten abhéngt,
welche somit eine suffiziente Statistik fiir die Parameter darstellen. Somit ist die konditio-
nale Verteilung von N gegeben diese suffiziente Statistik von den Parametern unabhéngig.
Um dies zu erreichen, miissen wir also die beiden Rénder festhalten.

Wir ermitteln also alle Tafeln mit der gleichen Randh&ufigkeit wie die Stichprobentafel.
Andere mogliche Tafeln mit gleicher Randh&ufigkeiten sind (0 < x < min(a + b, a + ¢):

by by Ty by by T
a a b a—+b ay z a+b—xz|a+b
as c d |c+d as |la+c—z|d—a+x|c+d
nyjlat+c|b+d| n nyj| a+c b+d n

Welche Auftrittswahrscheinlichkeit hat die Stichprobentafel unter der Unabhéngigkeits-
hypothese? Diese ergibt sich durch das hypergeometrische Modell. In einer Urne mit n
Kugeln befinden sich a + ¢ rote und b + d blaue Kugeln. Es werden a + b Kugeln ohne
Zuriicklegen gezogen. X ist die Anzahl der gezogenen roten Kugeln mit

(a+0b)(a+c)

WL e o |

P(X =x) = (n) "
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Die Zufallsvariable X wird beim Fisher-Test als Teststatistik verwendet. Wir lehnen
Hy ab, falls # < cqy0 oder * > c¢1_qo/2 ist. Dabei bezeichnet ¢, das a-Quantil der
Hypergeometrisch(n, a + ¢, a + b)-Verteilung. Diese ist genau dann symmetrisch, wenn
(a+c)/n=1/2 oder (a+b)/n = 1/2 gilt. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X kann
mit der folgenden Rekursionsbeziehung bestimmt werden:

b+ d)! (c+4d)!

(d—a)! n!
(a+b—x)(a+c—2x)
(z+1)(d—a+z+1)
Beispiel 4.14 (Fisher, 1935, Agresti, p.92) In diesem originalen Beispiel (Fisher’s Tea
Drinker) beschreibt Sir R. A. Fisher seine Tage in der Rothamsted Experiment Station.
Fine Kollegin behauptete dort unterscheiden zu kénnen, ob zuerst Tee oder Milch in die

Tasse gegeben wurde. Sie testete acht Tassen, in die jeweils viermal Milch und Tee zuerst
gegeben wurde, und kam dabei auf folgendes FErgebnis:

P(X=0) =

P(X=z+1) = P(X=a)

Vermutung
Zuerst in der Tasse | Milch Tee | Total
Milch 3 1 4
Tee 1 3 4
Total 4 4 8

> n <- matrix(c(3, 1, 1, 3), 2, 2, byrow=TRUE)
> fisher.test(n)

Fisher’s Exact Test for Count Data

data: n
p-value = 0.4857
alternative hypothesis: true odds ratio is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.2117329 621.9337505
sample estimates:
odds ratio
6.408309

> chisq.test(n)
Pearson’s Chi-squared test with Yates’ continuity correction

data: n
X-squared = 0.5, df = 1, p-value = 0.4795

Obwohl der Ausgang des Experiments beeindruckte, war seine Meinung tiber seine Kollegin
somit bekrdftigt. Man bemerke, dass dafiir nur bei perfekter Ubereinstimmung (v = 4) die
Hypothese Hy mit einem p-Wert von 0.029 verworfen werden kann. Andererseits sollte
thn jedoch die Kollegin laut Fisher’s Tochter doch von ihrer Fahigkeit iberzeugt haben.



Kapitel 5

Lineare Regression

In der Korrelationsanalyse erhélt man ein quantitatives Maf fiir den Grad des linearen
Zusammenhangs der beiden Zufallsvariablen (X,Y’). In der Regressionsanalyse hingegen
wird ein funktionaler (meist linearer) Zusammenhang spezifiziert und es wird angenom-
men, dass an gegebenen Stellen x die Zufallsvariable Y eine von x abhéngige Verteilung
(Erwartung) hat. Es wird also das Paar (z,Y") betrachtet, wobei = als gewthnliche Va-
riable (keine Zufallsvariable) und Y als eine von z abhéngige Zufallsvariable aufgefasst
wird. Diese Abhéangigkeit der Zufallsvariablen Y von x nennt man Regression. Hiaufig be-
zeichnet man dabei Y als interessierende (abhéngige) Variable oder Responsevariable,
wihrend x erklirende (unabhingige) Variable oder Pradiktorvariable genannt wird.
Regressionsmodelle sind relevant um zu verstehen, wie sich der Erwartungswert der Re-
sponse Y mit x dndert.

5.1 Einfache lineare Regression

Bei der einfachen linearen Regression wird angenommen, dass es in der Population Y eine
Regressionsgerade gibt mit

BE(Y) = p(z) = fo + brz.

Das Modell ist linear in den Parametern (3, und ;. Die Varianz von Y sei konstant, d.h.
unabhéngig von x.

Eine Stichprobe vom Umfang n unter diesem Modell kommt zustande, indem man n Werte
x1,...,T, wiahlt und dort unabhéngige Zufallsvariablen Y;, i = 1,...,n, beobachtet. Die
Stichprobenversion des Regressionsmodells kann auch geschrieben werden als

Yi=pfo+ bizi+e, i=1....n.

Dabei bezeichnen die Zufallsvariablen ¢; die statistischen Fehler, die nicht beobachtbar
sind und fiir die E(¢;) = 0, var(e;) = o2 (unbekannt und konstant), cov(e;, e;) = 0 fiir
i+ j, gilt.

Unter der zusitzlichen Annahme Y; %' N (u(z;),0%) folgt fiir den statistischen Fehler

e N(0,0?).

Diese Situation ist auch in der Abbildung 5.1 schematisch dargestellt.
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E(Y) = o+ Bux

X1 X2 X3 X4 Xg X

Abbildung 5.1: Verteilungsannahmen beim einfachen linearen Regressionsmodell.

5.1.1 Schitzen der Parameter

Liegt die Stichprobe (z1,Y7), ..., (z,, Y,) vor, so kénnen die Regressionsparameter (g, 1)
durch die Methode der Kleinsten-Quadrate (least squares) geschétzt werden. Dabei
wird die Fehlerquadratsumme (sum of squared errors)

n n

SSE(fo, B1) = D _ (Y = p(@:))* = D (¥i = o — Br:)*,

i=1 i=1

also die Quadratsumme aller vertikalen Abweichungen zwischen den beobachteten Werten
(x;,Y;) und den erwarteten Werten auf der Regressionsgeraden (z;, u(x;)) in (5o, £1) mini-
miert. Als erste partielle Ableitungen erhélt man die sogenannten Normalgleichungen

@%SSE(@O, B) = -2 ;m — o — Bri),
0

a—@SSEwo,ﬁl) = —2;@(% — Bo — Bis).

Setzt man die beiden Gleichungen Null, so ergibt sich fiir die Losung (B(), Bl)
b+ = Y
bzt 3 = Y,
i=1 i=1

Als Kleinste-Quadrate Schétzer (LSE) resultieren

A

Bo = ?—B@
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Die minimale Fehlerquadratsumme ist

3

A~ A _ ~ 2
SSE(A. A1) = Y (V=¥ ~ il —7)
=1
(n—1)(s3 — Ais3)
= (n—=1)(s} = spy/5).

Alle Punkte (z;,1;) liegen genau dann auf der Geraden p(z), wenn SSE(Go, 61) = 0 und
somit sty = s2s? gilt, also wenn

s\
( 2t ) = cor’(z,Y) =1

SzSy

und somit perfekte Korrelation zwischen den @ Werten und der Response Y vorliegt.
Nachdem [y und (; gefunden sind ist es méglich, den Prognose- oder Vorhersagewert
(den Schitzer fiir den Erwartungswert unter dem Modell) anzugeben. Fiir diesen ergibt
sich

fi(x) = Bo + Pz :7+B1(I - T).
Die Differenz zwischen einer Beobachtung und dem geschétzten Erwartungswert
r=Y — ji(z)
nennt man Residuum oder beobachtbaren Fehler. Damit l&sst sich die minimale Fehler-

quadratsumme darstellen als

n n

SSE(fo, 1) = Y (¥ — )’ = Y _r?.

i=1 i=1
Weiters folgt aus der ersten Normalgleichung die Identitéat

n

> (Vi — () = Zri =0.

i=1

Die Summe der Residuen ist somit immer Null und es gilt, dass die Summe der Beobach-
tungen der Summe der Vorhersagen entspricht.

Die Minimierung von SSE(3y, 3;) liefert jedoch keinen Schétzer fiir die Varianz o?. Fiir
gewohnlich wird deshalb zusétzlich angenommen, dass Y normalverteilt ist, d.h.

ind
Y; N (i), 0%) .



110 KAPITEL 5. LINEARE REGRESSION

Diese Annahme erlaubt die Herleitung der Maximum-Likelihood Schétzer fiir die beiden
Regressionsparameter sowie fiir den Varianzparameter. Unter diesem Modell folgt als Log-
Likelihood Funktion der Stichprobe

n

log L(Bo, A1, 0%ly) = —5 log 2m — —109;0 552 (yi — Bo — Pr;)?
=1
und damit das Score-System
%) ) 1
350 log L(Bo, B1,0%y) = 52 (yi — Bo — Brzi)

=1

o) 1 &
5 log L(Bo, B1,0°|y) = ;;xi(%—ﬁo—ﬁwi)-

Diese beiden Gleichungen entsprechen gerade den Normalgleichungen zu den Kleinsten-
Quadrate Schatzungen. Daher sind die gefundenen LSE’s identisch den MLE’s unter der
Annahme normalverteilter Responses.

Als zusiitzliche Scoregleichung fiir den Varianzparameter o2 erhilt man

8 2 1 & 2
507 log L(Bo, 1, 0%|y) = _@ +— 5 ;(?Jz — Bo — Brx;)

mit Losung
n

1 A A 1 Ao
52— L —_ N2 —
6" =— ;(Yz Bo — Bir)” = nSSE(ﬁo,ﬁl) :
Dieser MLE fiir den Varianzparameter unter dem Regressionsmodell entspricht von der
Idee der Konstruktion des MLE’s bei Vorliegen einer Zufallsstichprobe. Der Unterschied
liegt dabei nur in der Schitzung der Erwartungswerte.

5.1.2 Verteilungseigenschaften der Schétzer
Wir zeigen zuerst, dass By und B; Linearkombinationen der Responses (Y7,...,Y,) sind.
Dazu schreiben wir die Schéitzer um zu

n n

B = ﬁZ(xi_@(n—?):Z("”ﬁx Y; = Zam

T ;1 = T

n

BO - %ixfz_fzaz z (__az )Y; sz}/z
=1 i=1

mit den Konstanten

€T, —T 1 X, —T
bi:——.ilf

4= (n—1)s2’ n (n—1)s2"

Nun sind Linearkombinationen normalverteilter Variablen selbst normalverteilt.
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Die Verwendung dieser Schreibweisen erlaubt auch eine einfache Herleitung der Momente
beider Schétzer. Mit den Ergebnissen

n 1 .
Zai = mZ(xi—x)—O

i=1 i=1
. (= 1) -
i=1 =1
2 ="
2% = G T e
i=1 =1
zn: R zn:( 7 =1
o (n—1)s2 4 =
=1 =1
n f n
Z bir, = T— (r; —T)x; =0
(n—1)s2 2
“ 1 "\ (2; — ) T2
b2 _ —2 4 -9 —
Zl n+x (n—1)%s2 0 n+(n—1)s§
i=1 =1
folgt
E(B) = Y aBY) =) a(f+ b)) =5
i=1 i=1
E(fo) = Y bEY) =) b5+ fw:) = o,
i=1 i=1
sowle
. =, o? o
var(f;) = Z@ivar(yé) = Ns2 o
i=1 (n—1)s} (z; —T)?
i=1
A . 1 T
var(fy) = Z bivar(Y;) = o°~ + 0% —
i=1 " > (@ —7)?

=1

Fiir zwei beliebige lineare Formen a'y und b'y in y ~ N(u,o%I,) gilt

cov(a'y,b'y) = E(a'(y—p)b'(y —p)) =E (a'(y — p)(y — n)'d)
= o2alh.

Somit sind a'y und b'y genau dann unabhingig wenn

atb =0.
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Betrachte 3 und Bl. Beides sind lineare Formen und mit
1
= —(1,...,1)
@ = ()

b = ——— (21 -7,...,2, — T)

schreiben wir

Wegen

1
B = Z(1.....1
a n(’ 7)n

= %Z(mi—x)—()
ny (r; —T)? i=1

i=1
folgt die Unabhéngigkeit des Responsemittels und des Steigungsschétzers. Bemerke je-
doch, dass mit (3; keine Unabhéngigkeit besteht.

5.1.3 Quadratsummen-Zerlegung

Eine wesentliche Rolle in der Regressionsanalyse spielt die Zerlegung der sogenannten

totalen Quadratsumme

SST=> (Vi-Y)*.
i=1
Aus dem rechten Teil der Abbildung 5.2 erkennt man, dass die Summe der unquadrierten

Differenzen linear zerlegt werden kann in
im_?) En: +ZY jii)
Interessanterweise halt Zd?ese Zerlegungz aluch im quadratlschen Sinne, denn
ST = 3 (i) + -7
i=1 i=1

= D (=Y + ) (Vi— )
i=1 i=1
Die Summe der gemischten Terme verschwindet, weil

n n

Z(Yz’ — i) (s —=Y) = Z(Y; - ,&i)(BO + B1$i -Y)

=1 =1

_ ﬁoZY uz+ﬁlzxY i) — Y Y (Y- ).
i=1
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Abbildung 5.2: Stichprobensituation bei der einfachen linearen Regression (links), und
zur Quadratsummenzerlegung (rechts).

Die erste und dritte Summe verschwindet, da die Summe der Residuen Null ist. Die zweite
Summe definiert den Score und ist daher an der Stelle des Schatzers Null.
Die Zerlegung liefert also

Z(Yi—W = Z(m—7>2+z<n—m>2

SST = SSR(fo, 1) + SSE(y,31).

Hier ist zu bemerken, dass die totale Quadratsumme (SST) gar nicht vom Regressions-
modell abhingt. Die Regressions-Quadratsumme

n

SSR(6o, ) = Y (fuu —Y)?

=1

beschreibt den Unterschied zwischen den n geschitzten Erwartungswerten unter Annah-
me eines Regressionsmodells, /i;, und der einen geschétzten Erwartung bei Annahme einer
Zufallsstichprobe, Y. Je grofier diese Quadratsumme ist, desto wesentlicher ist das Re-
gressionsmodell. Die Summe

n

SSE(BO, 31) = Z(Yz - ﬂz’)z

i=1

ist die bereits definierte Fehler-Quadratsumme. Sie ist minimal in den LSE.
Diese Partitionierung kann auch als Variationszerlegung interpretiert werden

totale Variabilitdt \ durch das Modell durch das Modell nicht
inY ~ \ erklarte Variabilitét erklarte Variabilitit
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Da das arithmetische Mittel aller ji; dem Mittelwert 3 entspricht, beschreibt SSR die
Variation in den angepassten Werten. Da die Summe der Residuen Null ist, beschreiben
die beiden Variationskomponenten die Variation beziiglich der Regressionsgeraden und
die Variation um die Regressionsgerade.

5.1.4 Bestimmtheitsmass

Natiirlich sollte SSE(Go, 41) im Vergleich zu SSR(3,, 1) moglichst klein sein. Die Schiitzer
(ﬁo, ﬁl) minimieren die Fehler-Quadratsumme unter dem Regressionsmodell. Die Grofe
SST hingegen héngt nur von den Responses Y; ab. In dieser Quadratsumme ist keine
Information iiber das Modell enthalten. Somit haben wir

SST = SSR(A. &)+ SSE(A B1)

(fest) (mammal) (mznzmal)

Zur Beurteilung der Giite der Anpassung wird haufig das Bestimmtheitsmass
SSR’(BO:BI) —1— SSE(BU)BI)
SST SST ’

verwendet. R? gibt den relativen Varianzanteil an, der durch das Modell erklért wird.
Fiir das einfache lineare Modell gilt

R = 0<R*<1

ot e

sy sy
() -

= = cor’(z,Y)
SzSYy

und R? stimmt mit dem Quadrat des empirischen Korrelationskoeffizienten zwischen Y;
und z; iiberein.

5.2 Multiple lineare Regression

Nun betrachten wir ein lineares Regressionsmodell mit mehreren erkldrenden Variablen.
Das multiple lineare Modell lautet somit

y=XB+e¢
mit dem Responsevektor y = (yi,...,y,)", dem Parametervektor 3 = (fo, ..., Sp—1)" und
dem Fehlervektor € = (eq,...,€,)", sowie der Designmatrix
1 21 212 o0 Tipa
P 1 2o @2 ... Top

1 Tn1 Tp2 ... Tpp-1
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Die erste Spalte in der Designmatrix X ist mit 1 belegt, um fiir ein Modell mit Intercept
(Modellkonstante) verwendbar zu sein. Wie schon zuvor nehmen wir auch jetzt wiederum

an, dass
y ~ N(XB,0%l,)

oder dquivalent dazu, dass
e~ N(0,0%I,).

5.2.1 Schitzen der linearen Parameter
Um den MLE B zu finden muss wiederum
SSE(B) = (y— XB)'(y~ XP)
= yy—20'X"y + 4'X'XP
bzgl. § minimiert werden. Als Scorevektor erhalten wir

a t t
%SSE(@ = —2X'y + 2X'X3.

Das Minimum ist somit definiert durch
XIX[ =Xy,

Falls X*X reguldr (von vollem Rang p), dann existiert die Inverse und wir erhalten als
MLE R
B=(X"X)"X"y.

Ist dies tiberhaupt ein Minimum (ist die Matrix der zweiten Ableitung positiv semidefinit)?
o2
9pop’

Wir haben somit den MLE von § gefunden. Ganz einfach ist jetzt zu sehen, dass jede
Komponente des Vektors 3 jeweils eine Linearkombination der normalverteilten Responses
ist, und dass deshalb

SSE(8) =2X'X > 0.

B~ N (B var(3)) |
gilt mit
E(f) = E(X'X)™'X'y) = (X'X) "' X'E(y) = (X'X)'X'X5 =5
und
var(() = var((X'X)"1Xty) = (X! X)X var(y) X (X' X)L = o2(X'X) L.

Als Prognosevektor erhalten wir

f=XB=X(X'X)"'"X'y = Hy
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mit der Matrix

H=XX'X)"Xx"
H ist symmetrisch und wurde von Tukey als Hat Matrix bezeichnet. H angewandt auf
y erzeugt den Prognosevektor [i (setzt dem p das Dach auf). H ist auch idempotent, da

HH = X(X'X)''X{(X(X'X)'x"
X(X'X)'Xt=H.
Der Vektor der Residuen ist wiederum definiert als
r=y—p=y-Hy=(-Hy.
Auch I — H ist symmetrisch und idempotent, da
(I-HY(I-H!=1-2H+H=1—-H,

Man bemerke, dass die Elemente sowohl in fi als auch in r Linearkombinationen der
normalverteilten Responses sind und damit

fu~ N (E(p),var(n)) , o~ N(E(r), var(r))
folgt. Fiir die Momente erhélt man
B(i) = XE(3)=Xp=p
var(fl) = Xvar(B)X'=o’H
B(r) = (I—H)E(y) = (I - H)X§ =0
var(r) = (I — H)var(y)(I — H) =0o*(I — H)

5.2.2 Schéitzen der Varianz
In diesem Abschnitt werden wir zuerst zeigen, dass der MLE @ und SSE(3) = rr un-

abhéangig sind. Wir betrachten dazu die Kovarianz zwischen 3 und r, schreiben diese
Variablen jedoch vorerst um in Termen des statistischen Fehlers €, d.h.

B =(X'X)"'Xy = (X'X) X (X +e) = B+ (XTX) T X e
und

r=(I-Hy=I-H)(XB+¢) =X8—-X(X'X)"'X'XB+ (I —H)e= (I — H)e.

Somit folgt das interessante Resultat

~

cov(fB,r) = cov (ﬁ + (XEX) "t X e, (I — H)e)
= (X'X)'X" cov(ee) (I —H)
————
=var(e)=o2I
= aQ(XtX)’lXt([—H)
= AX'X)' X - X' X)X X(XIX) X!
= 07
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und daher die Unabhéngigkeit von B und SSE(B) :Artr unter Normalverteilungsannahme.
Im néichsten Schritt wird nun gezeigt, dass SSE(3)/0? einer y?-Verteilung geniigt mit
n — p Freiheitsgraden. Dazu betrachten wir die Summe aller quadrierten Fehlerterme

de = (y—XB)'y - X0) = (y— X5+ X5 X5) (y— X6+ X5~ X5)
- <r+XB—Xﬂ>t<r+XB—Xﬁ>:<r+X(B—ﬁ)>t<r—l—X(B—ﬁ)>.

Dies entspricht der Summe von n quadrierten unabhéngigen normalverteilten Gréfien mit
Varianz 2. Um dafiir eine x2-Verteilung zu erhalten, betrachten wir

ce/o’ = r'r/o + (B - B)X'X(F~p)/0".
Wegen HX = X verschwindet der gemischte Term, denn damit ist
"X =(I-Hpy)'X=y'(I-HX=0.

Weiters wissen wir, dass
n

ee/o? = 2:(62-/(7)2 ~ X2,

i=1
Wegen
B~ Np(B, 0% (X' X))
gilt weiters .
(6 = B)(X'X)? [ ~ N,(0,1)

und fiir den letzten Term folgt, dass
(B=B)'X'X(B—P)/0* ~ x;.-

Zur Erinnerung ist die momentenerzeugende Funktion einer x2-verteilten Zufallsvariablen
M(t) = (1 —2t)7"/2, t < 1/2. Wendet man die Momentenerzeugende auf die Zerlegung
an, so liefert dies

(1 —2t)~™2 = E(exp(trir/o?))(1 — 2t)7P/2.

Daraus folgt nun direkt, dass die uns interessierende momentenerzeugende Funktion der

Fehlerquadratsumme
E(exp(trir/o?)) = (1 — 2t)~ (P2

die einer Xf%p Verteilung entspricht. Also gilt
t 2 1 4 2
r'r/of = ;SSE(ﬂ) ~ Xpps

und somit

E(SSE(8)) = o*(n — p)

wie auch

var(SSE(5)) = 20%(n — p).
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Jetzt ist es verstéandlich, dass der MLE modifiziert werden muss um unverzerrt zu sein,
und wir verwenden als erwartungstreuen Schiitzer fiir die Varianz o2 unter dem multiplen

linearen Regressionsmodell
1 .
SSE(() .
n—p

Gerade haben wir die Verteilungseigenschaft vom minimalen SSE(ﬁ:) fiir normalverteilte
Responsevariablen diskutiert. Interessanterweise resultiert E(SSE(3)) = o%(n — p) auch
ohne Annahme der Normalverteilung. Wir schreiben

S2 =

SSE(B) = r'r =y'(I — H)'(I = H)y = y'(I — H)y.

und berechnen unter der Annahme E(y) = X3 = p und var(y) = o1

~

E(SSE(B)) = E(y'(I - H)y)
= E((y—u)t(f—H)(y—u) +p' (I~ H)y+yt(l—H)u—ut(1—H)u>

mit den Skalaren y'(I — H)u = p'(I — H)y wofiir E(y*(I — H)p) = p'(I — H)p gilt. Wir
erhalten somit

A

E(SSE(9)) = E((y —w)'(I = H)(y - u)) +u' (I = H)p.

Fiir das erste Skalar folgt

E((y — 'l = H)y - u)) = E(trace((y — 'l = H)(y - u)))
= trace(B(( - H)(y — )y — n)") )
= trace((] - H)J2I>
= o’trace(] — H)
= o’(n—p)

wahrend das zweite Skalar generell verschwindet, denn
Pl —Hp = (XB)'(I—H)(XP)
= XX - X X(X'X)'XIXp
= 0.

Daher gilt ganz allgemein unter E(y) = X3 = p und var(y) = o[
E(SSE(3) = o*(n — 1)

5.2.3 Likelihood Terme

Beobachtete und erwartete Informationsmatrizen (Fisher Information) sind auch zentra-
le GroBlen bei linearen Regressionsmodellen. Sie liefern Varianzschranken fiir die MLE’s
(Cramér-Rao Schranke multivariat).
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Wir beginnen mit den (p 4+ 1) Scoregleichungen

0 .
aﬁjlogf(y‘ﬁa) = 0.2le] Z? ]:077])_1
0 o n 1 11 9

apz 08 fWlB,0%) = —5—5 45— (yz—ul),

i=1

und den negativen zweiten Ableitungen

_J 1 « ,

8 .
35,90 790z 08 f(yl8,0%) = 042% W), j=0,....p—1

d ) 1
507y s flB. oY) = ( Za:w )

Die Fisherinformation beinhaltet nun den Erwartungswert dieser Groéfien
1

0
El-—o7571 = —a! k=0,....p—1

0
E(- 1 ) = i =0,....,p—1
( 35,007 ng(y\ﬁ,0)> 0, j=0,...,p

0 1
E(—mlogf(ylﬂ,02)> = g;

Die erwartete Informationsmatrix ist somit

-2yt
1(5702) = <J é(X 0—4)

1
2n0

et = (7O L0 )

Die Null in der Nebendiagonalen weist darauf hin, dass die entsprechenden MLE’s B
und 6% asymptotisch unkorreliert sind. Wir wissen auch, dass der Eintrag o?(X?X)~!
gerade die Varianz/Kovarianzmatrix des MLE B darstellt, weshalb der fiir 5 unverzerrte
Schétzer B die Varianzschranke erreicht. Generell konnte dies gezeigt werden, indem man
eine passende Faktorisierung der Scorefunktion sucht. Nun ist

mit Inverser

9 1 1
aﬁlogf(y\ﬁa) = ;Xt(y—Xﬂ)zg(Xty—XtXﬁ)
1

= —(X'X) (X'X)"' X'y — B)

= —(X'X) (5 — ﬁ)
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mit E(B) = (. Also erreicht B die Cramér-Rao Schranke. Wie sieht dies fiir einen Vari-
anzschéatzer aus? Die Scorefunktion ldsst sich schreiben als

) nl 11 <

@bgf(ywyﬁ) = —§;+§; (yi — p:)?
=1

n 1 &
= oot (gzwi—ui)“f)
=1

wobei der resultierende Schiitzer n~'SSE(3) erwartungstreu fiir o2 ist. Also erreicht der
Schitzer n~'SSE(3), mit 3 bekannt, die Cramér-Rao Schranke. Wir haben schon gezeigt,
dass auch 5% = (n —p) ™' 3", (y;i — fu)? erwartungstreu fiir o2 ist und dass (n — p)S?/o? ~
X?],—p gilt. Deshalb resultiert als Varianz dieses Schétzers

0.4

n—p

var(S?) = 2
was natiirlich groBer ist als 20 /n.

5.2.4 Konfidenz- und Vorhersageintervalle

Wir haben nun Schitzer fiir die unbekannten Parameter 3 und o2 hergeleitet und deren
Verteilungseigenschaften beschrieben. In diesem Abschnitt wollen wir priifen, ob unter
dem postulierten Regressionsmodell auch wirklich jede einzelne erkldrende Komponente
x; relevant ist. Wir betrachten also Hypothesen der Form

H()Zﬁj:o, jzl,,p—l

Kann Hj fiir ein spezielles 1 < j < p—1 verworfen werden, so scheint der Einfluss der j-ten
Variablen im Erwartungswertmodell sehr gering zu sein. Deswegen sollten auch derartige
erkldarenden Groflen nicht in das Modell aufgenommen werden.

Generell gilt fiir jede Komponente ﬂAj

B ~ N(Bj,0%vy5)
wobel v;; das j-te Diagonalelement von (X*X)~! bezeichnet. Somit gilt

b= b ~ N(0,1).

/20 ..
0°Vj;

Es wurde bereits gezeigt, dass 3 und SSE(3) unabhiingig sind und dass

n—p
o2

2 2
S~ Xn—p -

Daher definiert man
B;—B; .
T — \ o2v55 _ B — B; N
S ) VT

tnp-
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Moéchte man also die Relevanz der j-ten erklarenden Grofle testen, so verwendet man dazu
die Statistik

~

Bi

V5?55
und verwirft Hy, falls |T'| > t,_p1-a/2-
Ein zweiseitiges Konfidenzintervall fiir die Parameterkomponente [3; ist

T =

KIV(B) = B £ 50,/ *tu_p1aya.-

Eine ginzlich andere Fragestellung richtet sich auf neue, noch nicht beobachtete Vektoren
vy =(1,241,...,24p-1)" und auf den Erwartungswert dafiir, also auf p; = 2, 3. Nun ist

fiy = xﬁﬁ der MLE fiir p; und es gilt dafiir
E(iip) = 248
var(fiy) = xivar(ﬁ)m =02 (X'X) "y

Nun ist iy eine Linearkombination der normalverteilten Komponenten /3 und somit selbst
normalverteilt mit den oben angegebenen Momenten. Da S? unabhiingig von 3 folgt

a' f—at

\/S2xt (XtX) 1z ~ tnp-
T +

Bemerke, dass die Varianz eines geschéitzten Erwartungswertes unter dem Modell, [i; =
2t [, geschrieben werden kann als

var(ji;) = 0?2 (X' X) " tw; = 0*hy

mit h;; dem i-ten Diagonalelement der Hat Matrix H = X (X'X)~1 X%
Ein Vorhersageintervall fiir eine neue Beobachtung yy = 2/, 3 + e, mit e, ~ N(0,0?)

unabhéngig von allen y mit denen B berechnet wurde, ist ein Intervall, welches mit Wahr-
scheinlichkeit (1 — «v) die Realisierung dieser zusétzlichen Response y; beinhalten wird.
Die Momente des MLE von y, sind gerade

B@lf+e) = a4
var(z\ B +e;) = var(z’3) + var(e;) = o*(1 + 2" (X' X) ay) .
Weiters gilt
E(ys — xié) = -2 0=0
var(y, — 2, 06) = o*(1+2 (X' X) 1 ay).
Also basieren wir die Inferenz beziiglich einer neuen Response unter einem multiplen
Regresssionsmodell auf die Statistik
Y+ — CCZB ~t
NEEEr O B

Ein graphischer Vergleich eines Vorhersageintervalls fiir y, und eines Konfidenzintervalls
fiir o findet man in der Abbildung 5.3.
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Pred. Limits for v,
¥ Conf. Limits for LL,

v v
pred. limits  pred. limits
if W, here if W, here

A A N

T N . T
leftmost p, M, rightmost .,

Abbildung 5.3: Zur Konstruktion von Konfidenzintervall und Vorhersageintervall bei der
linearen Regression.

Beispiel 5.1 Wir wollen nun zwei Gruppen normalverteilter Responses mit einem linea-
ren Regressionsmodell analysieren. Habe dazu die erste Gruppe Erwartung By, d.h. fir
Responses aus dieser Gruppe gelte

Yoi = Bo + €oi 1=1,...,n9

und die andere Gruppe habe Erwartung By + (1, also gilt fiir Responses aus der zweiten
Gruppe

Y1 = Bo + B + €1, i=1,...,n1.
Hierbei sind die statistischen Fehlerterme €y, g € {1,2}, alle unabhdingig mit Varianz o.
Die Matrizform dieses Modells lautet somit

Yo1 10 €01
Yono _ 10 Bo T €0ng
Y11 11 B €11
ylnl 1 1 6lnl

Der MLE 3 = (X'X)™' X'y ist fiir dieses Modell gleich

A 1 _ _
@0 _ [ motm o m noYo + N1y,
B ny ny n1Y,

mity, = ng_1 > i Ygi die jeweiligen Gruppenmittel bezeichnet. Nun gilt

-1
Ng+ny N . 1 ny —Nnq
ny ny (no+mni)ny —n? \ —n1 ng+mny
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womit folgt

@o _ ngy' —ng! noYo + N1y,
B —ng' ng'4+ni’ n1y,
(05
Y1 — Yo

Bemerke, dass die Elemente von o?(X'X)™! gerade die Varianzen und die Kovarianz
der MLE’s Bo und By beinhalten. So ist beispielsweise var(fy) = var(yy) = o2/ng oder
var(fr) = var(y, — o) = 0*(1/n1 + 1/ny). R

éls geschitzte Erwartungen unter diesem Modell erhdlt man E(yo) = Bo = Y, sowie
E(y1i) = Bo + B = 7.

Die Hypothese Hy : E(yo;) = E(y1;) ist somit dquivalent zur Hypothese Hy : fy = 0. Als
Teststatistik resultiert dafiir

Br—0 Y1 — Yo

T = = ~
V) VS e+ 1/m)

to.

Dies ist gerade die uns bekannte t-Test Statistik, falls die Varianzen in den beiden Gruppen
gleich sind.

5.2.5 Ein angewandtes Beispiel

Beispiel 5.2 Die n = 79 Vitalkapazititen sollen nun als Responses betrachtet werden
und ihr Erwartungswert soll in Termen der Korpergrofie und/oder des Alters modelliert
werden. Einfache lineare Modelle mit Intercept und einer erkldrenden Variablen schdtzt
man durch

> 1m(vc ~ height)

Coefficients:
(Intercept) height
-812.31 7.72

> Im(vec ~ age)

Coefficients:
(Intercept) age
617.741 -2.122

Hierbei werden jeweils nur die Parameterschitzer von Konstante und Steigung ausgegeben.
Ausfiihrlichere Resultate erhdlt man hingegen durch
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> summary(lm(vc ~ height))
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)
(Intercept) -812.3122 166.5833 -4.876 5.69e-06 **xx*
height 7.7197 0.9409 8.205 4.10e-12 *x%*%*

Signif. codes: O ‘*%x’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ ’ 1

Residual standard error: 56.07 on 77 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.4665, Adjusted R-squared: 0.4595
F-statistic: 67.32 on 1 and 77 DF, p-value: 4.099e-12

> summary(lm(vc ~ age))
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 617.7413 25.4151 24.306 < 2e-16 *x*x
age -2.1219 0.7938 -2.673 0.00917 **

Signif. codes: 0O “*%x’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 ¢.” 0.1 ¢ * 1

Residual standard error: 73.43 on 77 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.08492, Adjusted R-squared: 0.07303
F-statistic: 7.146 on 1 and 77 DF, p-value: 0.00917

Falls die Vitalkapazitiat nur durch die Korpergrifle erkldrt ist (erstes Modell), so ist diese
dafiir signifikant notwendig. Jeder einzelne Zentimeter mehr an Korpergrifie bedeutet im
Mittel 7.7 Zentiliter mehr an Vitalkapazitit. Im anderen Modell wird die Vitalkapazitit
erfolgreich durch das Alter erkldrt. Jedes zusdtzliche Jahr im Alter eines Probanden ldsst
im Mittel die Vitalkapazitit um 2.1 Zentiliter abnehmen.

Kombiniert man diese beiden einfachen Regressionsmodelle, so liefert dies

> summary(lm(vc ~ height + age))
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -717.3919 175.2551 -4.093 0.000105 *x*x*
height 7.3525 0.9593 T7.664 4.82e-11 **xx
age -0.9892 0.6180 -1.601 0.113584

Signif. codes: 0O “*%x’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 ¢.” 0.1 ¢ ’ 1

Residual standard error: 55.51 on 76 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.4839, Adjusted R-squared: 0.4703
F-statistic: 35.62 on 2 and 76 DF, p-value: 1.216e-11

Hierbei ist deutlich zu erkennen, dass die zusdtzliche Altersinformation zu einem Modell,
das bereits die Korpergrifle inkludiert, keine signifikante Notwendigkeit aufweist (p-Wert
11%). Natiirlich ist uns auch schon bekannt, dass kein linearer Zusammenhang zwischen
VC und age besteht sondern eher ein quadratischer oder sogar kubischer (vergleiche mit
den LOWESS-Abbildungen). Die Schitzung eines Modells mit Grifle, sowie linearem,
quadratischem und kubischen Alterseffekt
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> summary(lm(vc ~ height + age + I(age”™2) + I(age”3)))
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -1.106e+03 2.055e+02 -5.381 8.33e-07 *x*x

height 6.660e+00 9.106e-01  7.314 2.55e-10 **x*
age 4.888e+01 1.575e+01  3.105 0.00270 *x*
I(age™2) -1.462e+00 4.979e-01 -2.935 0.00443 *x*
I(age™3) 1.318e-02 4.945e-03 2.665 0.00944 *x*

Signif. codes: 0O “*%x’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 ¢.” 0.1 ¢ * 1

Residual standard error: 51.59 on 74 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.566, Adjusted R-squared: 0.5426
F-statistic: 24.13 on 4 and 74 DF, p-value: 8.468e-13

zeigt, dass all diese Effekte signifikant im Modell berechtigt sind. Wie sieht nun die De-
signamatriz zu diesem doch schon recht komplexen Modell aus? Diese erhdlt man sehr
einfach durch

> mod <- 1m(vc ~ height + age + I(age™2) + I(age~3), x=TRUE)

> mod$x
(Intercept) height age I(age~2) I(age”3)
1 1 171 42 1764 74088
1 178 32 1024 32768

3 1 176 46 2116 97336

Damit kénnte man jetzt die Wurzel der Diagonalelemente in s*(X'X)™! berechnen, die
oben angefiihrten Standardfehler der Parameterschdtzer:

> X <- mod$x
> sqrt(diag(solve(t(X) %x*% X))) * 51.59

(Intercept) height age I(age~2) I(age~3)
2.054779e+02 9.106415e-01 1.574705e+01 4.979678e-01 4.945972e-03

Wir entscheiden uns fiir dieses multiple lineare Modell und definieren eine neue Person
xy mit Alter 45 Jahre und einer Grif$e von 184 cm. Welchen vorhergesagten (geschdtzten)
mittleren VC-Wert hat diese Person?

> height <- 184; age <- 45
> x.plus <- matrix(c(l, height, age, age~2, age~3)) # column vector
> hat.beta <- matrix(coef (mod))
> hatmu.plus <- as.numeric(t(x.plus) %x’, hat.beta); hatmu.plus
[1] 560.766

Gebe ein 95% Konfidenzintervall fiir diesen Parameter py an:

> alpha <- 0.05; s <- summary(mod)$sigma; df <- summary(mod)$df [2]

> var.hatmu.plus <- as.numeric(s"2 * t(x.plus) %x*% solve(t(X) %x% X) %x*) x.plus)
> hatmu.plus - sqrt(var.hatmu.plus)* qt(l-alpha/2, df)

[1] 530.158

> hatmu.plus + sqrt(var.hatmu.plus)* qt(l-alpha/2, df)

[1] 591.374



126 KAPITEL 5. LINEARE REGRESSION

Sehr viel einfacher erhdlt man dieses Resultat mittels

> predict(mod, new=data.frame(age=age, height=height), interval="confidence")
fit lwr upr
[1,] 560.766 530.158 591.374

Ein Vorhersageintervall fiir eine neue Responsebeobachtung in x ergibt

> var.haty.plus <- as.numeric(s**2 * (1 + t(x.plus) %x*% solve(t(X) %*% X) %x% x.plus))
> hatmu.plus - sqrt(var.haty.plus)* qt(l-alpha/2, df)

[1] 453.52

> hatmu.plus + sqrt(var.haty.plus)* qt(l-alpha/2, df)

[1] 668.012

oder vereinfacht berechnet

> predict(mod, new=data.frame(age=age, height=height), interval="predict")
fit lwr upr
[1,] 560.766 453.52 668.012

Wir wollen nun den Verlauf des geschdtzten Modells zusammen mit punktweisen Vorher-
sageintervalle zeichnen.

> a <- seq(15, 50); g <- rep(175, length(a))

> p <- predict(mod, new=data.frame(age=a, height=g), interval="predict")
> plot (a, p[ , "fit"], ylim=c(400,700))

> lines(a, p[ , "lwr"]); lines(a, p[ , "upr"l)

In der Abbildung 5.4 ist deutlich der gut passende kubische Altersverlauf zu sehen.
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Abbildung 5.4: Geschétzte Erwartungswerte unter dem Modell mit kubischem Altersein-
fluss und 95% punktweise Vorhersageintervalle fiir neue Responsebeobachtungen.
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5.2.6 Multiples Bestimmtheitsmass

Auch fiir multiple lineare Regressionsmodelle ist das Bestimmtheitsmass definiert als

_ SSR(3) L SSE(3)

R = = 0<R*<1.
SST SST ' - -
Extreme Situationen liefern: R
e 2 = 1: perfekte Anpassung y; = ji; = SSE(3) = 0
e r? = 0: keine Abhéngigkeit von z1,...,2p1 = 61 = - - = [0 =0= 1 =7y =

~

SSR(5) = 0.

Nachteil dieses Masses ist, dass es mit zunehmender Anzahl von erkldrender Variablen
im Modell wéachst und damit gegen 1 geht. Aus diesem Grund wird es adjustiert und wir
betrachten

A

> _, _ SSE(B)/(n—p)
Fat =1~ 55T/ —1)

Dieses Mass kann auch bei sehr schlecht passenden Modellen negative Werte haben.

5.3 Varianzanalyse — ANOVA

5.3.1 Geometrische Interpretation der Schétzer

Der LSE (3 minimiert SSE(3) = (y — X3)!(y — X3), die quadrierte Distanz zwischen y
und = X 3. Diese Distanz wird minimal wenn der Vektor (y — X /3) orthogonal zu dem
von den Spalten in X aufgespannten Raum ist. Damit haben wir fiir jede Spalte = aus X

und die Score- bzw. Normalgleichungen X*(y — X B) = 0 halten.

Der Punkt /i = X3 = X(X'X) 1 X'y = Hy ist die orthogonale Projektion von y auf die
durch die Spalten von X aufgespannte Ebene. Die Matrix H reprisentiert gerade diese
Projektion. Bemerke, dass /i eindeutig ist unabhingig davon ob XX invertierbar ist oder
nicht.

Abbildung 5.5 zeigt, dass der Residuenvektor r = y — i = (I — H)y und der Vektor der
angepassten Werte 1 = Hy orthogonal sind. Um dies algebraisch zu erkennen, priifen wir

jlr =y'H(I - H)y =y'"(H - H)y =0.

Es gibt also eine unmittelbare Beziehung zwischen der Orthogonalitdt und der Unabhéngig-
keit normalverteilter Vektoren. Wir haben bereits gezeigt, dass zwei lineare Formen u =
aly und v = bly, y ~ N(u,X), unabhingig sind falls cov(u,v) = a'¥b = 0. Fiir zwei
Vektoren von linearen Formen u = A'y und v = B'y impliziert dies Unabhingigkeit,
falls cov(u,v) = A'YXB = 0. In unserem Regressionskontext gilt ¥ = o021, 0% > 0. Das
Kriterium fiir Unabhéngigkeit wird damit zu cov(u,v) = 0?A'B = 0. Dies ist gerade dann
erfiillt, wenn die beiden Vektoren orthogonal sind. Orthogonalitét ist somit dquivalent zur
Unabhéngigkeit bei Normalverteilung!
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Yy
Iy
7]
. « = X[3
0 Tl fp=2Xp

Abbildung 5.5: Zur Geometrie der Kleinsten Quadrate.

So gilt auch
W'y =y — i ) — i ) = (@) i) = '+ 20

Wie bereits gezeigt sind 7 und & orthogonal und somit r'ji = 0. Wir konne daher die
overall sum of squares schreiben als

yly=rr+ i

Dies resultiert auch unmittelbar aus dem Satz von Pythagoras und ist auch in der Abbil-
dung 5.5 dargestellt.

5.3.2 F Statistiken

In den meisten Regressionsmodellen besteht die Schliisselfrage darin, ob die erklarenden
Variablen die Responsevariable beeinflussen oder nicht. Dies wirft auch die Frage auf,
welche erkldrenden Variablen im Modell benétigt werden.

Um konkret zu werden nehmen wir an, dass unser Modell lautet

b

y:Xﬁ+€:<X1,X2)<ﬁQ

)+€:X1ﬁ1+X252+6-

Hierbei ist X; eine n x ¢ Matrix, X5 eine n X (p — ¢) Matrix mit ¢ < p,und 3 sowie
(5 sind Parametervektoren mit entsprechenden Léangen. Die erkldrenden Variablen in X,
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sind nicht notwendig wenn 3 = 0. In diesem Fall hélt das einfachere Modell y = X3, +e€.
Wie kann man diese Situation erkennen?

In der Abbildung 5.5 représentiert die Gerade x = 0 in der horizontalen Ebene durch
den Ursprung den linearen Unterraum der durch die Spalten in X; aufgespannt ist. Die
Schiitzung ji; = X1 (X1 X)) ' X!y ist die orthogonale Projektion von y auf diesen Unter-
raum. der Residuenvektor y — ji; = (I — X1(X1X;) ' X!)y zerfillt in die beiden orthogo-
nalen Vektoren y — i und i — jiy, also

y—fin=(y— i)+ (= ju),

mit (y — f1)(& — f11) = 0. Diese Vektoren sind das Residuum vom komplexeren Modell
y — fi, und die Anderung in den geschitzten Werten, falls X, in die Designmatrix auf-
genommen wird, ft — fi;. Da diese beiden Vektoren orthogonale lineare Funktionen der
normalverteilten Responses y sind, Sind sie auch unabhéngig. Der Satz von Pythagoras
impliziert, dass

~

(v — 1) (y — ) = (y — )" (y — 1) + (o — )" (f1 = fua)
oder dquivalent
SSE(/1) = SSE(8) + (SSE(Bl) - SSE(B)) .

Die Quadratsumme des einfacheren Modells ist die Summe zweier unabhéngiger Teile: der
Quadratsumme des komplexeren Modells, SSE( B ), und der Reduktion in der Quadratsum-
me wenn die Spalten von X, ins Modell aufgenommen werden, SSE(3,) — SSE().

Ist das einfachere Untermodell korrekt, dann ist auch das komplexere Modell richtig, denn

dort muss nur 3, = 0 gesetzt werden. In diesem Fall folgt SSE(5;) einer o?x2_,-Verteilung
und SSE(3) hat eine o®xs_,-Verteilung. Weiters ist nun SSE(1) — SSE(() unabhiingig

von SSE(3). Falls 3, = 0 so folgt SSE(f;) — SSE(5) einer o*x;_,-Verteilung (Argument
mittels momentenerzeugender Funktion wie zuvor in Abschnitt 5.2.2). Somit gilt unter
By =0 A A

_ (SSE(B) =SSE))/(p—a) _ 1

= 2 p—qn—p -

SSE(5)/(n — p)

Ist jedoch S5 nicht Null, so wird die durchschnittliche Reduktion in der Quadratsumme
grofer sein als unter B = 0 erwartet. F’ wird daher im Vergleich zur F),_, ,_,-Verteilung
grof} sein. Wir testen Hj : o = 0 mit F' und verwerfen Hy, falls F' > F,_;,,_pi—q-
Besteht der Teil X, nur aus einer erklarenden Grofle xo, dann ist 35 ein Skalar. Wir
modellieren y = X3, + 2902 + € und berechnen daraus

_ B -0

V SQUTT ’
wobei v, das zu 35 gehorende Diagonalelement von (X*X)~" ist, mit X = (X, x). Der
Varianzschiitzer 5% = (n — p) !SSE(3) bezieht sich auch auf das komplexe Modell. Wir

haben bereits gezeigt, dass unter Hy : 3o = 0 gilt: T ~ ¢,_,. Hier besteht eine ganz
einfache Beziehung zu F"

T

32
F=7%2—-_=2
S20,,
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Beinhaltet andererseits X; nur den Intercept, dann wird mit F' die Hypothese getestet,
dass alle p — 1 Slopeparameter im Modell Null sind, d.h. dass

Hy:081=--=0,1=0.

Unter dieser Hypothese ist keine der erklérenden Variablen relevant. Daher gilt SSE(Bl) =

SSE(y) = SST, und SST — SSE(3) = SSR() ist unabhéngig von SSE(). Dieser Test
wird haufig globaler F-Test genannt und wird von vielen Programmen gerechnet.

5.3.3 Quadratsummen

Die Interpretation von Quadratsummen ist dann besonders hilfreich, falls diese zerlegbar
ist in die Reduktionen die durch sukzessives Aufnehmen einzelner erkldrender Variablen
in die Designmatrix entstehen.

Angenommen wir haben ein lineares Normalverteilungsmodell

yzln 0+X1ﬁ1+X252+"'+Xmﬁm+67

worin die Matrizen 1,, Xy,...,X,, Terme genannt werden. Fiir gewthnlich lautet das
einfachste in Betracht kommende Modell

yzlnﬁO"i_Ea

was die Schétzungen i = 1,y zu Folge hat und wofiir als Fehlerquadratsumme SSE, =
SSE(fy) = > (yi — ¥)?* mit vy = n — 1 Freiheitsgraden resultiert.

Nun reduzieren wir sukzessive das SSE indem wir weitere Terme in die Designmatrix
aufnehmen. Bezeichne fi, die Schitzung wenn die Terme X7, ..., X, inkludiert sind, und
schreibe

y_ﬂOZ (y_ﬂm>+(ﬂm_ﬂm—1)++<la1_,&0)
Dies ist eine Verallgemeinerung der Uberlegung von zuvor. Die Geometrie der LSE ergibt
wiederum, dass die Klammerausdriicke alle orthogonal sind. Somit folgt mit Pythagoras

(y—f10)"(y = fi0) = (Y~ fim)" (Y = fim) + (fim = fon—1)" (fom = flm—1) +- - = (fir — f0)" (/11 — fio)
oder dquivalent dazu

SSE, = SSE,, + (SSEW1 . SSEm> T <SSE0 _ SSE1> .

Alle Klammerausdriicke auf der rechten Seite sind unabhéngige Zufallsvariablen. Die Dif-
ferenz (SSE,_; — SSE,.) ist die Reduktion in der Fehlerquadratsumme durch Hinzunahme
von X, in das Modell, das jedoch die Terme 1,,, X1, X5, ..., X,_1 bereits beinhaltet. Gibt
man immer mehr Terme in das Modell, so reduzieren sich dadurch die Freiheitsgrade und
esgilt vy >4 > > vy,

Die Situation v, = v, tritt gerade dann auf wenn die Spalten von X, eine Linearkom-
bination der Spalten von 1,,, X1, X5, ..., X, sind. In diesem Fall ist X,,; redundant und
€s gllt Vp = Vg1, /lr = ﬂr—O—la SSET = SSET+1’
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Die Quadratsummenkomponenten werden zusammengefasst in einer ANOVA Tabelle. Thr
Prototyp ist

Terme df  Resid. | Term df Reduktion mittlere
QS | zugeben in QS QS
1, n—1 SSEg
1m X1 141 SSE1 X1 n—1-— 141 SSEO — SSE1 %
177,7 Xl, X2 129} SSE2 X2 V1 — 1V SSE1 - SSE2 Ss%i%liéEg
L Xty Xm Vm SSEm | Xm Vmei—tm  SSE,_ —SSE,, Solmo1-SSE,
Beispiel 5.3 Das multiple lineare Regressionsmodell fir die n = 79 Vitalkapazititen

beinhaltete die Terme Kdrpergrofie und einen linearen, quadratischen, sowie kubischen
Alterseffekt. Sequentielle F' Test werden durchgefiihrt mittels

> anova(mod)
Analysis of Variance Table

Response: vc

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)
height 1 211652 211652 79.5378 2.372e-13 **x
age 1 7896 7896 2.9672 0.089144 .
I(age™2) 1 18376 18376 6.9057 0.010441 *
I(age~3) 1 18901 18901 7.1028 0.009443 *x*
Residuals 74 196915 2661

Signif. codes: 0O ‘*%x’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 ¢.” 0.1 ¢ * 1

Interpretation: Gibt man in ein Intercept Modell die Griffeninformation dazu, so stellt
dies eine signifikante Verbesserung (***) dar. Beinhaltet das Modell die Grifle, so ist die
zusdtzliche Altersinformation nur mit einem p-Wert von 8.9% relevant.

Man bemerke, dass dies gerade eine spezielle Sequenz darstellt. Interessant wdre es auch,
zuerst die Altersterme aufzunehmen und dann erst die Korpergrofie. Dazu muss jedoch
das Modell neu geschdtzt werden.

> modh <- lm(vc ~ age + I(age™2) + I(age”3) + height)
> anova(modh)
Analysis of Variance Table

Response: vc

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (OF)
age 1 38531 38531 14.480 0.0002896 **x
I(age~2) 1 39624 39624 14.890 0.0002415 *xx*
I(age™3) 1 36331 36331 13.653 0.0004188 *x*x
height 1 142339 142339 53.490 2.546e-10 **x
Residuals 74 196915 2661

Signif. codes: O ‘x*x*’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ ’ 1

*
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5.4 Residuenanalyse
Bei der Schitzung des Parametervektors ist darauf zu achten, dass die Regression von Aus-
reifiern (in 2- und in y-Richtung) beeinflusst werden kann. Die verwendete Least-Squares
Methode ist leider sehr anfillig gegeniiber Ausreilern. Man verwendet daher Verfahren,
um solche Ausreifler zu lokalisieren, beziehungsweise um das Modell zu verifizieren.
Die Hat-Matrix H erweist sich hierbei als wichtiges Werkzeug und ist definiert durch
H=XX'X)"'Xx"
Geometrisch kann man H auf y anwenden und erhélt
= Hy.

Fiir die einzelnen Elemente gilt

hij:IE(XtX)ilxj, i,jzl,...,n.
Weiters folgt fiir den i-ten Vorhersagewert

fi = hiyi = hiy; + Y higy;, i=1,....n.
=1 J#i

Daraus resultiert

Ofs .
u:hii, Z:1,...,n.
Ay

Die Diagonalelemente h;; konnen somit als Maf fiir den Einfluss von y; auf den Vorher-
sagewert [i; interpretiert werden.
Da H idempotent und symmetrisch ist, gilt fiir die Diagonalelemente zusétzlich

hii = ihijhﬁ = ihfj =hi+ ) h, i=1,...n.
j=1 j=1 i
Dies bedeutet aber gerade, dass
1. 0< hy <11,
2. falls hyy =0= h;; =0, Vi,j,
3. falls hjy =1= h;; =0, Vi,j, 1 # ],
4. falls h;; = 0 = [1; wird nicht von y; beeinflusst,

5. falls hy; = 1 = f1; = y;, d.h. das Modell liefert eine exakte Schéitzung fiir y;.
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Da trace(H) = p, folgt fiir das arithmetische Mittel der Diagonalelemente von H

Falls alle h;; gleich grof sind, d.h. falls h; = h, ¢ = 1,...,n, spricht man von einem
D-optimalen Design.
Fiir das einfache lineare Modell p(z) = Gy + B1x hélt fiir h;; die interessante Darstellung

1 T2
hii = —+ i)

n é(xk_fy.

Fiir ein multiples lineares Modell mit Intercept resultiert die verallgemeinerte Darstellung

1 1
hi = —+ ;= 7)) S oy — 7)),
n n— 1( i 1) ( i 1)
wobei le = (i1, ..., xip-1)" die i-te Designzeile ohne Intercept bezeichnet. S ist die em-

pirische Varianz-Kovarianzmatrix dieser z;.

Somit gilt fiir ein Modell mit Intercept, dass h; > 1/n. Aus den obigen Darstellungen
von h;; ist auBlerdem zu erkennen, dass h; wéchst, falls die Distanz zwischen z; und =
beziehungsweise z; und 7; grofler wird. Die Werte h;; konnen somit direkt als Distanz
der x} zum Zentrum T, interpretiert werden. Je grofer h;; ist, desto extremer ist der i-te
Designpunkt. Hoaglin und Welsch bezeichnen die i-te Beobachtung als high-leverage
Punkt (Punkte mit grofiler Hebelwirkung), falls

n

High-leverage Punkte sind daher extreme Designpunkte, deren Vorhersagewerte [i; sehr
stark von den Beobachtungen y; abhédngen. Zur Identifizierung solcher Punkte stehen
aufler den h;; noch weitere Distanzen, wie die euklidische- oder die Mlahalanobisdistanz
zur Verfiigung. Die Mahalanobisdistanz fiir die i-te Beobachtung ist definiert durch

MD? = (n—1) (h - %) .

Eine Beobachtung, die als high-leverage identifiziert ist, muss nicht unbedingt auch eine
einflussreiche Beobachtung sein. Beobachtungen werden einflussreich genannt, wenn
ihre Elimination eine starke Anderung in der Schitzung der Parameter ergeben. Dies
kann von Ausreiffern in y- und/oder in z-Richtung verursacht sein. Das Auffinden solcher
Beobachtungen wird aufgrund der Tatsache, dass diese sowohl einzeln, als auch gemeinsam
einflussreich sein konnen, erschwert (Masking-Effekt).

Nun wird auf die Eigenschaften verschiedener Typen von Residuen eingegangen.
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5.4.1 Gewo6hnliche Residuen
Die Residuen r; (beobachtbare Fehler) sind bei Least-Squares Schétzung gegeben durch

r=y—p=U-H)y.

Sie stellen den Anteil dar, der durch das Modell nicht erklirt werden konnte. Dadurch
ist es moglich, getroffene Modellannahmen auf ihre Richtigkeit zu verifizieren. Zwischen
Residuenvektor r und nicht beobachtbaren Fehlervektor e gilt folgende Beziehung

r=I—-H)(XB+¢ ={—-H)e,
d.h.

n
T’Z'ZEi—E hij€j7 z:l,,n
=1

Diese Darstellung zeigt, dass die Beziehung zwischen r und € einzig von H abhéngt. Sind
die h;; hinreichend klein, so kann r als verniinftiger Ersatz fiir e angenommen werden.
Die skalenabhéingigen Residuen r; haben zwar denselben Erwartungswert wie die ¢;, jedoch
andere Varianz. Vergleiche

E(e)=0 var(e) = 0?1
E(r)=0 var(r) =o*(I — H).

Dies bedeutet, dass die r; im Gegensatz zu den ¢; unterschiedliche Varianz haben. Deshalb
sollten auch keine gewohnliche Residuen miteinander verglichen werden. Geniigt e einer
Normalverteilung, so sind auch die Residuen r; normalverteilt mit

T~ N(070'2(I—H>) .
Fiir die nicht unabhéngigen Residuen gilt

COV(T’i,Tj> = —O'2hl'j
h,’j
V(1= i) (1= hyy)

cor(r;,rj) = —

Sie sind also negativ korreliert.
Falls man Least-Squares Schétzungen verwendet hat, folgt fiir die Summe der Residuen

Zn:ri:O.
i=1

5.4.2 Standardisierte Residuen

Gewdhnliche Residuen mit grolen h;; haben kleine Varianz und umgekehrt. Um konstante
Varianz zu bekommen, werden die

ri =y — i mit var(r;) = o*(1 — hy)
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zZu
! SV 1— h”
transformiert. Nun gilt fiir allei =1,....n

E(r;)=0 und var(r])=1.

7

Jedoch ist die Summe der standardisierten Residuen nicht mehr Null.
Weiters kann gezeigt werden, dass die Quadrate der 7} einer Betaverteilung geniigen mit

ri? 5 ln—p-1
n—p 2’ 2 '
Daraus folgt, dass die Verteilung der 7} eine monotone Transformation einer ¢-Verteilung

ist, deren Teststatistik zum Erkennen von Ausreiflern Verwendung findet. Weisberg defi-
nierte y; als potentiellen Ausreifier, falls gilt

|r7| > 2y/var(r}) = 2.

Diese standardisierten Residuen werden in der Literatur leider auch oft als studentisierte
Residuen bezeichnet. Da aber r; und s? nicht unabhingig sind, stammen die 7} nicht aus
einer t-Verteilung.

5.4.3 Deletion (Jackknife) Residuen

Es dréngt sich die interessante Frage auf, wie sich das Residuum von y; verdndert, wenn
die i-te Beobachtung fiir die Schétzung gar nicht verwendet wird. Daraus kénnen Schliisse
iiber den Einfluss der i-ten Beobachtung auf die Schétzungen gezogen werden.

Bevor wir die Deletion-Residuen definieren, untersuchen wir den Effekt auf die Matrix
(XtX)™, auf 3 und auf die Summe der quadratischen Residuen (SSE), falls die i-te
Beobachtung nicht beriicksichtigt wird.

e Effekt auf (X'X)~ %

Sei X(;) die Designmatrix ohne i-ter Beobachtung (Zeile), so kann man zeigen

Unter der Voraussetzung, dass X fi)X (i) eine reguldre Matrix ist, gilt fiir die Inverse dieser

quadratischen Matrix

_ 1
(Xi X)) = (X'x)"+ m(XtX)_lxizﬁ(XtX)_l-

e Effekt auf den Parameterschéitzer @:
Entfernen wir die i-te Beobachtung, so gilt fiir den Parameterschéitzer der n — 1 verblei-
benden Beobachtungen

B(i) = (Xéti)X(i))_1 X(tz')y(i) = (Xfi)X(i))_1 (Xty — i),
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wobei y(;) der Responsevektor ohne der i-ten Komponente ist. Substituieren wir darin die
Inverse, so folgt

; ; - fhi _

By = B— (X'X)  awy + 1_ h”(XtX) tay —
(X' X) o

1 — hy

(X'X) 1ty
T

1 — hy

= B—
e Effekt auf die Summe der quadratischen Residuen (SSE):

SSE = (n — p)s® = y'y — B'X'y.
Aquivalent dazu gilt fiir die Summe der quadrierten Residuen ohne der i-ten Beobachtung
SSE = (n—1—p)sty = 'y — v — By ( X'y — za1) -
Setzen wir den Ausdruck fiir B(i) ein, so folgt

i

SSEw = y'y—vi - (Bt - h”x?(XtX)l) (X'y — ziy:)

= SSE—y} +y.0' + 1 _Tihnxg(XtX)ilXty - 1T_i—y;%ux§(XtX)ilxi
A Tifls riYilii
= SSE — y7 + vifls -
yl+yu+1—hu’ 1 — hi

2
U

1 —hi
= SSE—r?s*=s*(n—p—r/?).

)

= SSE —

Die Deletion-Residuen sind daher definiert als

vi — 2B r STy

T sV R sp
S(i)\/l—i—l’f <Xt)X(i)) xT; @) )

©

t; =

-1
weil x! (X fi)X (i)> x; = hy; /(1 — hy;) gilt. Dies ist eine sinnvolle Definition, denn

0.2

L—hi

var(y; — /lz‘(i)) =0’ (1 + xf (Xfi)X(i))_l Iz> =

Jetzt wird nur noch das unbekannte o2 durch S%i) geschétzt. Der Unterschied zwischen
den standardisierten und den Deletion-Residuen besteht somit in der Schétzung von o.
Betrachten wir nun die Quadratsummenzerlegung

E = SSE; L
SS SSE;) + 1=,
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so folgt die Unabhéngigkeit von SSE(; und 7. Bei Normalverteilungsannahme ist weiters

SSE(;) ~ 0°x%_,_,- Da E< ) = 0 und Var( ) = 1 folgt ~ N(0,1)

\/1 T a\/{qi—hii i o
. r2
und damit 2y ™ X3
Mit diesen beiden y2-verteilten GréBen wird das Deletion-Residuum gebildet, denn
r2
02(1—hz‘z’)/1 - 7"1‘2 — 2
SSE; T2 (1_hy U
=2 n—1-p) Sl — )

Weiters gilt daher
t? ~ Fl,nflfpu bzw. tl ~ tnflfp.

Fiir die Deletion-Residuen folgt aus der Varianzeigenschaft einer ¢-verteilten Zufallsvaria-

blen
E(t;) =0 und var(t;) =

Die Varianz ist also konstant (unabhéngig von 7). Allerdings sind die Zufallsvariablen ¢;
und ¢; mit ¢ # j nicht unabhdngig.

Eine andere Schreibweise der t; liefert Informationen iiber die Beziehung zwischen stan-
dardisierten und Deletion-Residuen

52 2(n—1—p , I n—=1-—p
A e el

Daraus ist ersichtlich, dass t? eine monotone, nichtlineare Transformation der r;? ist.
Weisberg bezeichnet y; als Ausreifler zum Niveau «, falls

|tz| 2 tnflfp;lfa/Qn .

Dieses auf die Bonferroni-Ungleichung basierende Kriterium ist zwar sicherlich sehr kon-
servativ, beriicksichtigt aber das theoretisch durchzufithrende n-fache Testen.

5.5 Distanzanalyse

Die gewohnlichen, standardisierten und Deletion-Residuen dienen primér zur Anzeige
von auffélligen y-Werten (bzw. zur Validierung des Modells). Als Erweiterung dazu sollen
nun MaBe fiir den Einfluss einer einzelnen Beobachtung (x;, ;) auf die Schitzung von 3
konstruiert werden.

DFBETA o

DFSIGMA

SSE(;) = SSE - -
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DFFIT .
DFFIT, = '3 — &' B4 = ri : _h
DFBETAS o
5. _ ﬁ :
DFBETAS;; = — 0
S/ (XtX) !
DFFITS
r B O\ V2
DFFITS; = ! ( “ )
COVRATIO

(4)
det(S (X'X)1)

det Sl Xt Xz -1
covrATIO, = SHE0L ”)1 )

Cook-Distanz
Um den Einfluss der i-ten Beobachtung auf die Schétzung von § zu messen, hat Cook
(1977) die normierte quadratische Distanz von 3 zu ;) vorgeschlagen, ndmlich

(Bay — B)' X X (B — B)

D’i = pSQ Y

1=1,...,n.

Ein grofler Wert von D; signalisiert einen starken Einfluss der i-ten Beobachtung auf die
Schétzung von 3. Da D; ~ F},,,_,, vergleiche man D; mit den Quantilen der entsprechen-
den F-Verteilung, um eine GréBeneinschitzung der Distanz von 3 zu B(i) durchzufiihren.
Die Darstellung von D; kann noch vereinfacht werden. Substituiert man 3@) in D;, so
resultiert

D — Tzzl',ti(XtX)ill’i o ’I“fh“ - T’;(Q h”
Cos2(1—hy)?p s2(1—hy)?p  p \1—hy

Die Grofle der Cook-Distanz hingt also nur vom standardisierten Residuum r; und von
hi; ab, welches ein Maf fiir den Abstand von x} zum Zentrum 7, ist. D; ist grof , falls
die i-te Beobachtung ein high-leverage point ist, oder das entsprechende standardisierte
Residuum grof§ ist, oder beides vorliegt.

5.6 Angewandte Diagnostics

> summary(inflm.mod <- influence.measures(mod))
Potentially influential observations of
Im(formula = vc ~ height + age + I(age”2) + I(age~3)) :

dfb.1_ dfb.hght dfb.age dfb.I("2 dfb.I("3 dffit cov.r cook.d hat
8 1.29_% 0.25 -2.21_% 2.45_% -2.70_*% -3.71_% 3.08_% 2.62_% 0.75_x%
11 0.09 0.15 -0.28 0.27 -0.24 0.72 0.68_x 0.09 0.06
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13 -0.17  0.25 -0.02 -0.01 0.04 -0.48  0.76_% 0.04  0.04
156 -0.20  0.18 0.06 -0.05 0.04  -0.24 1.24_% 0.01 0.16
21 0.07 -0.26 0.16 -0.14 0.12 -0.33 1.24_x 0.02  0.17
57 -0.51 0.36 0.31 -0.31 0.30 0.63  0.73_x 0.07  0.06

>

vV V V

V V V V

which(apply(inflm.mod$is.inf, 1, any))
8 11 13 15 21 57
8 11 13 15 21 57

h <- 1lm.influence(mod)$hat
plot(l:n, h, xlab="index", ylab="h(ii)")
abline(h = 3*5/79); identify(l:n, h)

c <- cooks.distance(mod) # pf(c, p, n - p) > 0.5
pf(c, 5, 74) > 0.5 # obs nr 8 only
plot(1l:n, c, xlab="index", ylab="Cooks Distance")
abline(h = qf(0.5, 5, 74)); identify(l:n, c)
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cov.r <- covratio(mod) # 3p/(n - p)
plot(l:n, cov.r, xlab="index", ylab="covratio")
abline(h = c(1 - 3%5/74, 1 + 3%5/74)); identify(l:n, cov.r)

> dffits <- dffits(mod) # > 3*sqrt(p/(n - p))
> plot(l:n, dffits, xlab="index", ylab="dffits")

abline(h = c(+3*sqrt(5/74), -3*sqrt(5/74))); identify(l:n, dffits)
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> dfbs <- dfbetas(mod) # > 1
> dfbs
(Intercept) height age I(age~2) I(age™3)

0.101258665 -0.0495899609 -0.090844379
-0.089469667 0.0026368428 0.104212527

1 0.0971073825 -0.0987564488
2

3 -0.036833659 -0.0659490671 0.120175549

4

-0.0815388812 0.0593050671
-0.1152957392 0.1011026054
-0.017335527 -0.0009253076 0.024847735 -0.0239820293 0.0225516747
> plot(l:n, dfbs[ , 2], xlab="index", ylab="dfbetas(height)")

> abline(h = c(1,-1)); identify(l:n, dfbs[,2])

> dfsigma <- 1lm.influence(mod)$sigma # MSE_(i)

1 2 3 4 5 6 7
51.67445 50.78282 51.42537 51.92606 51.87597 51.71320 51.89032
> plot(l:n, dfsigma, xlab="index", ylab="dfsigma")
> abline(h = summary(mod)$sigma); identify(l:n, dfsigma)
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-02 -01 00 01 02 03

-0.3

> r <- residuals(mod)

# raw residuals
> plot(l:n, r, xlab="index", ylab="r"); abline(h
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> rstd <- rstandard(mod) # stand. residuals

> plot(l:n, rstd, xlab="index", ylab="rstd")
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> abline(h = c(-3, 0, +3)); identify(l:n, rstd)

rstud <- rstudent(mod) # deletion resididuals

> plot(l:n, rstud, xlab="index", ylab="rstud")

> abline(h = c(0, qt(1-0.05/158, 73))); identify(l:n, rstud)
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Anhang A

Der Datensatz ’Vitalkapazitat’

Statistik total Aichfeld Murau jung alt
Plz < 8800 Plz > 8800 Alter < 30 Alter > 30
Stichprobenumfang 79 34 45 37 42
Arithmetisches Mittel | 5.53 (0.09) | 5.45 (0.14) | 5.60 (0.11) | 5.78 (0.13) | 5.32 (0.10)
Varianz 0.58 0.67 0.52 0.66 0.42
Standardabweichung 0.76 0.82 0.72 0.82 0.65
Variationskoeffizient 0.14 0.15 0.13 0.14 0.12
Geometrisches Mittel | 5.48 5.39 5.56 5.72 5.28
Harmonisches Mittel 5.43 5.32 5.52 5.67 5.24
Skewness 0.29 (0.28) | 0.03 (0.42) | 0.67 (0.37) | 0.11 (0.40) | 0.13 (0.38)
Kurtosis 0.02 (0.55) | -0.64 (0.84) | 0.35 (0.73) | 0.07 (0.81) | -0.84 (0.76)
Median 5.50 (0.12) | 5.58 (0.20) | 5.50 (0.14) | 5.65 (0.14) | 5.32 (0.15)
Minimum 3.95 3.95 4.20 3.95 4.00
Minimum Std. Score | -2.03 -1.98 -1.81 -2.09 -2.03
Maximum 7.80 7.40 7.80 7.80 6.71
Maximum Std.Score 3.02 2.22 3.20 2.64 2.15
Bereich 3.85 3.45 3.60 3.85 2.71
1.Quartil 4.90 4.73 5.05 5.35 4.80
3.Quartil 6.05 5.98 6.10 6.25 5.83
Interquartiler Bereich | 1.15 1.25 1.05 0.90 1.03
Standarddeviation 0.85 0.93 0.78 0.67 0.76
1.Dezil 4.60 4.35 4.85 4.70 4.53
9.Dezil 6.55 6.33 6.65 6.80 6.13
Interdeziler Bereich 1.95 1.98 1.80 2.10 1.60
Tailness 1.94 2.78 1.32 2.14 1.60
Peakedness 3.37 2.19 3.78 3.00 2.07
Skewness 1.08 0.64 1.63 1.30 0.97

Tabelle A.1: Univariate Grundstatistiken in den Gruppen.
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Aichfeld Murau

Alter Groesse Gewicht VC FEV1 | Alter Groesse Gewicht VC FEV1
41 170 70 480 365 34 178 73 560 465
16 182 63 550 400 44 174 78 475 335
16 183 71 625 495 40 172 80 490 400
16 178 73 565 435 35 189 94 590 505
16 180 74 545 515 38 180 64 545 470
35 170 66 465 395 33 177 82 610 495
46 176 74 535 400 31 172 75 535 450
16 182 85 520 500 33 182 91 540 425
16 195 80 620 510 44 172 75 505 385
39 181 94 570 485 37 167 73 500 400
49 181 88 575 435 21 176 67 615 545
17 167 54 565 455 25 170 70 625 545
32 178 72 671 550 20 179 72 520 515
16 172 54 470 410 47 173 85 420 340
17 173 81 535 500 34 182 88 645 530
30 173 68 605 450 20 169 70 485 420
18 182 79 600 540 23 190 75 665 635
26 179 86 610 500 34 180 80 560 510
40 171 72 475 375 22 180 87 665 595
34 185 81 590 500 21 168 100 560 475
26 182 90 595 495 36 176 90 540 470
46 176 82 640 510 20 192 76 655 550
46 176 78 445 341 30 176 85 570 420
28 189 85 740 500 35 172 94 460 375
16 174 64 590 490 31 188 100 615 445
16 178 58 440 415 33 178 88 525 460
20 181 81 577 484 44 179 83 470 415
16 167 69 430 390 29 174 63 520 420
16 160 60 395 335 36 172 76 485 390
26 186 80 650 490 49 170 68 505 415
42 171 71 528 456 19 176 72 530 525
56 170 79 440 390 45 165 61 490 420
46 172 75 480 435 26 183 85 555 440
35 171 67 400 330 31 178 90 595 515
20 186 92 680 575

20 186 80 685 570

25 187 102 780 580

41 176 70 515 425

41 180 80 620 510

27 182 85 570 470

28 168 64 540 430

37 173 78 590 400

25 174 80 565 470

25 176 76 550 500

32 169 68 485 410

Tabelle A.2: Datensatz AIMU.DAT.
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Hier steht die Tabelle fiir die Normalverteilung
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Hier steht die Tabelle fiir die t—Verteilung
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Hier steht die Tabelle fiir die Chi...
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Hier steht die Tabelle fiir die F...
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Hier steht die Tabelle fiir die F...
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Hier steht die Tabelle fiir die F...
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Hier steht die Tabelle fiir die Kolmogorov—Smirnov...
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Hier steht die Tabelle fiir die Wilcoxon...
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Hier steht die Tabelle fiir die Wald—Wolfowitz..



157

Hier steht die Tabelle fiir die Wald—Wolfowitz..
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Hier steht die Tabelle fiir die Wald—Wolfowitz..
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Hier steht die Tabelle fiir die Wald—Wolfowitz..
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Hier steht die Tabelle fiir die Kolmogorov—Smirnov...
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Hier steht die Tabelle fiir die Kolmogorov—Smirnov...
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Hier steht die Tabelle fiir die Kolmogorov—Smirnov...
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Hier steht die Tabelle fiir die Kolmogorov—Smirnov...
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Hier steht die Tabelle fiir die Wilcoxon...
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Hier steht die Tabelle fiir die Wilcoxon...
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Hier steht die Tabelle fiir die Wilcoxon...
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Hier steht die Tabelle fiir die Wilcoxon...
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Hier steht die Tabelle fiir die Van der Waerden...
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Hier steht die Tabelle fiir die Van der Waerden...
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Hier steht die Tabelle fiir die Mood...
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Hier steht die Tabelle fiir die Mood...
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Hier steht die Tabelle fiir die Hotelling-Pabst...
Hier steht die Tabelle fiir die Kendall...



