1 Eine Erweiterung der
Quasi-Likelihood-Funktion

Die Einfiihrung der QL-Funktion fiir das GLM erlaubt die Spezifizierung von Varianz-
funktionen, die keiner Verteilung aus der Exponentialfamilie zuzuordnen sind. Dabei
muss die Varianzfunktion bis auf eine multiplikative Konstante exakt angegeben wer-
den. Stammt die Varianzfunktion V' (u) aus einer Familie von Funktionen Fg mit einem
unbekannten Parametervektor 0, sind die bis jetzt vorgestellten Methoden nicht in der
Lage, den Parametervektor 0 simultan mit dem Parametervektor 3 des linearen Modells
zu schitzen. Das heifit mit anderen Worten, dass der direkte Vergleich unterschiedlicher
Varianzfunktionen mit den bisher diskutierten Verfahren nicht moglich ist. Auferdem
erlauben die QL-Methoden auch nicht die Schitzung von nicht konstanten und unbe-
kannten Dispersionsparametern.

Um auch verschiedene Varianzfunktionen miteinander vergleichen zu koénnen, bedarf
es einer weiteren Anpassung. Die EQL-Funktion geht auf [Nelder and Pregibon| [1987]
zuriick und erlaubt derartige Vergleiche.

Definition 1.1 (EQL-Funktion, Nelder and Pregibon [1987]). Sei Y eine Zufallsvariable
mit Erwartungswert E(Y) = p und var (Y) = ¢V (u) mit bekannter Varianzfunktion
V(). Bezeichne y eine Realisation dieser Zufallsvariable mit der QL-Funktion Q(u,y) =

JH(y —1)/(¢V(t)) dt und der Quasi-Deviance D(y, ) = —2¢ (Q(1,y) — Q(y,y)). Dann
heifst die durch

Q*(1,6.9) = — 5108 {200V (1)} — 5 Dly,)/6 (1)

definierte Funktion die Extended- Quasi-Likelihood- Funktion.

Bemerkung 1. Die EQL-Funktion beruht wie die QL-Funktion nur auf der Annahme der
ersten beiden Momente von Y. Insbesondere muss die Verteilung von Y nicht vollstandig
spezifiziert sein.

Bemerkung 2. Fiir die n unabhéngigen Zufallsvariablen Y; ist die EQL-Funktion fiir die
gesamte Stichprobe y = (y1,...,yn)" durch

Q (1, 6,y) =D Q" (i b, 1)
i=1
gegeben, wobei E (Y;) = p; gilt.

Bemerkung 3. Manche Autoren bezeichnen —2Q™ (u, ¢, y) auch als Extended-Quasi-De-
viance |[vgl. z.B |Nelder and Lee, |1991].
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Lasst sich der Erwartungswert p durch eine Funktion mit dem Parametervektor 3
beschreiben, kann ein Schitzer fiir diesen Vektor durch die Maximierung von QT be-
stimmt werden. Der erste Term von Q% (u, ¢,y) ist unabhéngig von u (und damit auch
von [3), daher entspricht eine Maximierung von Q% (u, ¢,y) der Minimierung der (Qua-
si-) Deviance D(y, ). Das heifst mit anderen Worten: derjenige Schitzer von 3, der die
EQL-Funktion Q% (u, ¢,y) maximiert, ist der gleiche, den man erhilt, wenn man die
QL-Funktion Q(u,y) maximiert.

Einen Schétzer fiir den (gemeinsamen) Dispersionsparameter ¢ erhalt man durch die
Maximierung von Q% (u, ¢,y) nach ¢:

Do 221V (y;) 2 ¢?
. n  Dy.p) t
= —% + 2¢2 =0=
¢ = D(y, p)/n.

Da der wahre Parameter p natiirlich nicht bekannt ist, verwendet man stattdessen den
Schétzer fr, und man erhilt somit als Schitzer fiir den Dispersionsparameter ¢ die mitt-
lere Deviance: R

¢ = D(y, ft)/n. (1.2)
Bemerkung. Anstatt der mittleren Deviance findet auch die Bias korrigierte Variante
Verwendung. Diese lautet;: )

¢ = D(y, ir)/(n —p),

wobei p die Anzahl der Parameter im linearen Préadiktor beschreibt.

Fiir Verteilungen aus der Exponentialfamilie gilt fiir die Quasi-Score- und die Score-
Funktion Aquivalenz. Fiir die EQL-Funktion ist das nicht zwingend der Fall. Es stellt
sich daher die Frage, in welchen Fillen auch die EQL-Funktion mit einer log-Likelihood-
Funktion iibereinstimmt.

Nelder and Pregibon [1987] zeigen, dass fiir bestimmte Verteilungen aus der Expo-
nentialfamilie tatsichlich Aquivalenz gilt und geben fiir die anderen Verteilungen an,
inwieweit sich die log-Likelihood-Funktion von der EQL-Funktion unterscheidet:

e Fiir die Normalverteilung und die Inverse-Gauf- Verteilung gilt Aquivalenz:

V) =1o=0":  Q(nb.y) =5 log 206V (y)} — 3 Dy, w)/6
L T T
B g\/27r-02-1 202\

= log-Likelihood einer Normalverteilung,

1 1
Vip)=pdo=0: QT (ub,y) = —5log {279V (y)} — 5 D(y. ) /¢
_ 1 1 (y—p)?
= log 27r‘02-y3_ﬁ 12y

= log-Likelihood einer Inversen-Gauk-Verteilung.
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Damit ist der Schitzer fir QAS in Gleichung ([1.2)) fiir diese beiden Verteilungen auch
der ML-Schétzer.

e Fiir die Poisson-, die standardisierte Binomial- und die Negativ-Binomialverteilung
erhdlt man die EQL-Funktion aus der jeweiligen log-Likelihood-Funktion in dem
man die enthaltenen Fakultiten jeweils durch die Stirling-Approximation geméf

n,. . —n

n! ~ n"e 2mn (%)

ersetzt. Exemplarisch gilt daher fiir die Poissonverteilung mit V' (u) = p, ¢ = 1:

1 1
QT (1, ¢,y) = =5 log {276V (y)} = 5 D(y, 1)/ ¢
1
=——log(2m-1-y) —ylogg +y—p.
2 1%
Betrachtet man die log-Likelihood-Funktion der Poissonverteilung erhilt man:
ZL(p,y) =ylogp — p—logy!
(:3) ylog u — p — log (yye_y\/Qﬁy>
1
=ylogp —p —ylogy +y — - log(2my)
1 Y
= —5log (2my) —ylog = +y — p,
i

was wiederum der EQL-Funktion entspricht.

e Fiir die Gammaverteilung unterscheidet sich die EQL-Funktion von der log-Like-
lihood-Funktion um einen Faktor, der nur von ¢ abhiéngt. Mit V() = u?,¢ = 1/v
gilt:

1 1
Q7 (1, ¢,y) = =5 log {27V (y)} = 5Dy, 1) /¢
1 y  Yy—H
=——log (2r-1/v-4? —1/<—log—l-)
5 log (27 1/v-y7) R
:—log\/27r+10gf—logy+ulogy—Vlog,u—ug+V
U

= —Vy—ylog,u—k(y—l)logy+logﬁ+u—log\/2w.
n

=g(v)

Betrachtet man die log-Likelihood-Funktion der Gammaverteilung erhalt man:

L(p,v,y) = L viogu+ (v —1)logy + vlogr —log'(v)
w

=g(v)
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Tabelle 1.1: Modifizierte Varianz-Funktionen

Verteilung V(y) V(y,c)
Poisson y y+c
Binomial y(n—y)  (yto)(n—y+o)

i i i ( n+l/) ( +V)2Ftcc)(y+c)
Negativ-Binomial £ Y Vg(y?il/-‘rc)

und damit unterscheiden sich die beiden Funktionen nur um die Groke g(v) — g(v).
Verwendet man auch fiir die Gamma-Funktion die Stirling-Approximation

I(z) =2%*y2n/z (1+ O(1/x)), ()

erhélt man fiir die Differenz zwischen der log-Likelihood- und der EQL-Funktion:

g(v) —g(v) = logv/v+v —logV2r — (vlogr — logT'(v))
(g) log /v +v —log V21 — [l/logu—log <yye_”\/27r/1/>}
= logv+v —logV2m — [ulogu—ylogy+u—log\/27r+logﬁ}

= 0.

Bemerkung. Fiir die Poisson-, die (nicht standardisierte) Binomial- und die Negativ-
Binomialverteilung gilt insbesondere fiir y = 0 : V(y) = 0. Die EQL-Funktion in Glei-
chung ist aber fiir V(y) = 0 nicht definiert, wihrend die jeweiligen Likelihood-
Funktionen in y = 0 sehr wohl definiert sind. Die Ursache dafiir liegt in der Verwendung
der Stirling—Approximation. Diese ergibt fiir y = 0 die Anndherung 0! ~ 0. Zieht man
stattdessen die modifizierte Form

n!~n"e "\/21(n + c)

heran, erhdlt man fiir ¢ = 1/6 : 0! &~ 1.023. Verwendet man die modifizierte Stirling-
Approximation, muss man sich je nach Verteilung anderer Varianzfunktionen bedienen.
Tabelle |1.1| zeigt, wie die Varianzfunktion modifiziert werden muss, wobei diese (lineare)
Transformation die Schétzer fiir 3 und ¢ nicht dndert [vgl. [Nelder and Pregibon) [1987].

Nelder and Pregibon| [1987] motivieren die Verwendung der EQL-Funktion mit deren
wpartial likelihood flavour* (also in etwa ,Likelihood-dhnlichem Verhalten“), das darauf
beruht, dass man — wie auch schon fiir die QL-Funktion — fiir die EQL-Funktion ei-
ne Dichte finden kann, indem man exp{Q™} normalisiert.m Die Verwendung der nicht
normalisierten EQL-Funktion, 14sst sich dann dadurch rechtfertigen, dass sich der Nor-
malisierungsfaktor (der in der Regel von u, ¢ und allfilligen weiteren Parametern 6 der

'Das heiftt man bestimmt einen Faktor w fiir den [ wexp{Q*}dy =1 gilt.
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Varianzfunktion abhiingt) in manchen Fillen auch fiir groke Anderung in den Parame-
tern nur geringfiigig dndert. Nelder and Lee|[1992] vergleichen beispielsweise die Schatzer
fiir die Dispersion, die bei ML- und EQL-Schétzung bei einer NBa—VerteilungE] und einer
Poisson-Inverse-Gaufs-Mischverteilung resultieren und kommen zu dem Ergebnis, dass
der EQL-Schitzer in den meisten von ihnen getesteten Parameterkonfigurationen sogar
einen kleineren mittleren quadratischen Fehler aufweist als der ML-Schétzer.

Eine andere Herleitung findet man bei McCullagh and Nelder| [1989, S. 349 {f.| und
ergibt sich aus der Idee, die QL-Funktion Q(u,y) derart zu einer Funktion Q*(u, ¢,v)
zu erweitern, dass Q7 einerseits fiir einen bekannten Dispersionsparameter ¢ die glei-
chen Eigenschaften besitzt wie die Quasi-Likelihood-Funktion selbst und andererseits fiir
unbekanntes ¢ die Eigenschaften einer gewo6hnlichen log-Likelihood-Funktion beziiglich
¢ erbt“. Fiir die folgenden Uberlegungen wollen wir die Existenz der Momente bis zur
vierten Ordnung annehmen. Auferdem legen wir folgende Definition der Quasi-Deviance
zugrunde:

Fiir die Erweiterung der QL-Funktion wihlen wir den Ansatz:

Q" (1, 0,y) = Qs y) + h(d,y)
~ D(y,p)

fiir eine Funktion h(¢,y) = —h1(¢)/2 — ha(y). Damit sich Q* beziiglich ¢ wie eine log-
Likelihood-Funktion verhilt, muss fiir die erwartete Score-Funktion beziiglich ¢
Q™ (1, ¢,y) 1 1 9hi1(9)
E|——*| =-——=EI[D - =

gelten. Daraus folgt unmittelbar

!
=0

Ohi1(9)

2 1

———=ED .

i [D(y, )]

Eine Taylorentwicklung fiir D = D(y) = D(y, ) in der ersten Komponente liefert fiir
den Entwicklungspunkt y = u die Abschitzung:

3D(3/) 1 2 82D(y) 1 3 03D(ZJ)
D~ D(u) + (y — p) + oy — ) + —(y — )
%y y=n 2 Oy? y=n O Oy y=p
1 4 34D(y)
(1.3)

’Die NBa-Verteilung ist eine Variante der Negativ-Binomialverteilung. Letztere kann man als stetige
Mischung einer Poissonverteilung mit Parameter p auffassen, wobei p selbst einer Gammaverteilung
mit den Parametern o und v folgt. Fiir ein GLM betrachtet man v als fix, wihrend p variiert.
Somit ergibt sich fiir die Negativ-Binomialverteilung ein Erwartungswert von E (Y) = p = av und
eine Varianz von var (Y) = u + p?/v. Nimmt man hingegen an, dass p und v variieren, wihrend
a konstant bleibt, erhilt man var (Y) = u(l + «), was einer Poissonvarianz mit Uberdispersion
entspricht. Diese Verteilung wird als NBo-Verteilung bezeichnet [vgl. Nelder and Lee, 1992].
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Die Deviance lisst sich zu

o[Vt [T o [T
D(y,,u)—2/u V) dt—2y/u 70 dt Z/u wdt
=:f1(2) =:f2(1)
= 2y(Fi(y) — Fi(p)) — 2(Fa(y) — Fa(p))

umschreiben, wobei Fj(-) und Fy(-) die Stammfunktionen von fi(-) respektive fa(-)
bezeichnen. Die Ableitungen der Deviance lauten mit V'(u) = 0V (u)/0p und V() =
2V (u)/0u? daher:

31;@(/9) =2(F1(y) — Fi(p)) +2yf1(y) — 2f2(y) = 2(Fi(y) — Fi(p)),
:0
9*D(y) _ __2
(U] (14
FDW) .. 2V(y)
o 2fi(y) = — V(y)?’
D)y 2

ot = 2N (y) = W(W’(y)2 ~V(y)V"'(y)).

Setzt man die Identitaten (1.4)) in die Approximation (1.3)) ein, erhilt man mit D(u) =
2u(Fy(p) — Fi(p) = 2(Fa(p) — Fa(p)) = 0 und D' (p) = 2(Fy (1) — Fi(p)) = 0:
11 Vi) 1,2V = V)V ()
D= y—uz——fy ,u,3 + Y — [ . 1.5
i R L Cl i LU e 1 )
Wir bezeichnen mit pr = E ((y — p)*) das k-te zentrale Moment; somit gilt var (Y) =
w2 = ¢V (u). Fiir den Erwartungswert von (1.5 folgt daher fiir V.=V (u):

1 1V 12v2—vy”
E(D)~ i
( ) ¢V 3 V2 M3 + 2 V3 ,u‘4
1
=0+ v (—dpsV' + 2pa V2 )V — s V") . (1.6)

Vernachléssigt man die Momente héherer Ordnung, erhélt man aus Gleichung (1.6]) die
approximative Aussage I [D(y, u)] = ¢ und daraus folgt:

hi(¢) = log ¢ + Konstante,

Q (u ¢, y) ~ —%D(y,u)/sb— %logcé- (1.7)

Die Approximation unterscheidet sich von Gleichung also nur um eine additive
Funktion in y.

Verzichtet man in Gleichung nicht auf die héheren Momente, lassen sich noch
genauere Ergebnisse erzielen. Uber die Beziehungen py = k4 + 3x3 = k4 + 3¢*V?2 und
13 = K3, wobel k; die i-te Kumulante bezeichnet, erhilt man aus der Approximation :

4k3V' 4+ 6¢°V V" = 3¢*V2V" + 26,V |V — kaV")

E(D)~ 6+ gy (-
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und nach Weglassung der Kumulante vierter Ordnung resultiert:

1
E(D)~ ¢+ 5yz (—4r3V' +64°VV"? — 3¢°V2V") . (1.8)
Lasst sich zusétzlich die Beziehung
K+l = aaljf/ig = Kjkg, fiir k> 2, (1.9)

fiir Kumulanten bis zur vierten Ordnung rechtfertigen, lisst sich die Approximation (|1.8]
noch weiter vereinfachen und wir erhalten mit der k-ten standardisierten Kumulante

k/2
Pk = "‘fk/’fz/ :

1
E (D)~ ¢+ e (—4r3V’ + 6¢°V V"2 — 3¢*V2V")

1
= (;3 + 412‘/2 (_4¢2VV/2 4 6¢2VV12 o 3¢2v2vll)

= ¢+ (5¢°V? )V = 3¢*V" — 3¢°V"? V) /12
= ¢+ ¢(50V"?/V =3¢(V'V +V"?)/V)/12
N—_——
:pg =p4
= ¢ {1+ 6(5p3 — 3pa)/12} .

Bemerkung 1. Fiir Verteilungen aus der Exponentialfamilie trifft die Eigenschaft (1.9
stets zu. Fiir die k-te Kumulante einer Verteilung aus der Exponentialfamilie gilt ndmlich:

k-19"b(0)
ook’
_,9%b(0) 90 O
_ k—2 b s
———
=a(p)b" (0)=var(Y)=k2

K = a(¢)

!
=Kk—1

OKkk—1
= KR9.

o
Bemerkung 2. Trifft die Eigenschaft (1.9) zu, ergeben sich fiir die (standardisierten)
Kumulanten folgende Abschitzungen:
ks = O(¢?) ps = O(\/9),
ki = 0(¢°) pa = O(9).

Analog lassen sich nun auch die Varianz var (D) und die Kovarianz-Matrix cov (D,Y)
approximieren:

var (D) ~ 2r3/V? = 2¢* cov (D,Y) ~ (k3 — Kyka)/V. (1.10)

Bemerkung. Fiir Verteilungen aus der Exponentialfamilie folgt aus k3 = rkhka, dass die
Kovarianz cov (D,Y) verschwindet.
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Aus der Approximation (1.7)) lassen sich nun die ¢- und die p-Score-Funktion bestim-
men:

0Q* (u, d,y)  y—p

o oV (1112)
Q" (u,¢,y)  D(y,p) 1
o = gt "3 (1.11b)

wobei Gleichung allgemein und Gleichung nur fiir hinreichend kleine ¢
giltE] Die Score-Funktion entspricht dabei der bereits bekannten (Quasi-) Score-
Funktion fiir p. Beide Scores haben einen Erwartungswert von Null und fiir deren Varianz
respektive deren Kovarianz gilt fiir Qf := 0Q*/9p und Q$ = 0Q" /¢ mit (1.10):

var(QD:Var(yu)_ Vi 1

V() V(2 oV(n)
D(y,p) 1 202 1
var (Q;{) = var ( 22 2¢> ~ 100 = 357 (1.12)

B y—u D(y,p) 1Y\ _ K3~ Khko
o (@F.0) = eor <¢V(u)’ 22 2¢>> T2V ()

Die zweiten Ableitungen der EQL-Funktion lauten auferdem:

QT (1, ¢,y)  —oV () — (y — p)oV (1)

ou? B ¢V (n)? 7
2N+
0*Q 8(52, ¢y) _ _D(zéu) n 2;2 (1.13)
*Qt(mdy) _ y—u
Opdd P*V(p)’

womit sich schliefslich der negative Erwartungswert der zu einer Matrix zusammengefass-
ten Elemente in Gleichung (1.13)) durch

_1 0
(WW ) (1.14)
0 3

ausdriicken 1dsst. Die Diagonalelemente der Matrix (|1.14) entsprechen dabei genau den
Varianzen der Score-Funktionen in Gleichung (1.12). In Analogie zu der Fisher-Informa-
tion bezeichnen wir diese Groke als Quasi-Fisher-Information.

Gilt fiir die zweite und dritte Kumulante die Abschitzung

kg — Ky = O(¢?),

*Widrigenfalls lieRe sich die Abschiitzung E (D) = ¢ nicht rechtfertigen.
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folgt fiir die Korrelation der beiden Score-Funktionen Q/}L und Q;:
cov (Q:, Qg)
\/var (Q,‘f) var (Q;ﬁ)

K3 — Khko
293V (p)?

= 0(V/9),

was eine zu vernachldssigende Grofe darstellt. Zusammenfassend heifst das also, dass
unter den Annahmen

cor <Q:, Qg) =

20/ ¢V (1)

1. Der Dispersionsparameter ¢ ist hinreichend klein.

2. Die Kumulanten sy, sind von der Gréfenordnung O(¢F~1)

Q* (u, ¢,y) die Eigenschaften der QL-Funktion Q(u,y) beziiglich beider Parameter p und
¢ besitzt.

Bemerkung. Eine weitere Herleitung ergibt sich aus der Anwendung der Sattelpunkt-
Approzimation.

In den folgenden Abschnitten werden nun verschiedene Einsatzmdoglichkeiten der EQL-
Funktion diskutiert. Dabei hilft die EQL-Funktion insbesondere die Parameter zu schét-
zen, die Nelder and Pregibon| [1987| als ,nicht lineare Parameter bezeichnen — also all
jene Parameter, die nicht im linearen Prédiktor vorkommen.

1.1 Gemeinsame Modellierung von Erwartungswert und
Dispersion

Bis jetzt sind wir von einem (unbekannten) konstanten Dispersionsparameter ¢, wenigs-
tens aber von beobachtungsspezifischen aber bekannten Parametern ¢; ausgegangen. Die
EQL-Funktion erlaubt nun eine simultane Modellierung sowohl der Erwartungswerte p;
als auch der unbekannten Dispersionsparameter ¢;.

Dazu betrachten wir zwei von einander abhdngige Modelle:

E(Y:) = ps, E (t;) = ¢i,
var (Y;) = ¢V (i), var (t;) = ¥Vp(¢:), (1.15)
9(p) = XB, h(¢) = Z~,

mit 8 € RP, X € R"? und v € RY,Z € R™*9. Dabei bezeichnen ¢(-) und h(-) die
jeweiligen Linkfunktionen, X und Z die Designmatrizen der jeweiligen erkldrenden Va-
riablen, B und v die Modellparameter, V(- ) und Vp( -) die jeweiligen Varianzfunktionen
und v den (festen) Dispersionsparameter des Dispersionsmodells. Wir nehmen an, dass
die Dispersionsparameter ¢; von den Erwartungswerten p; funktional unabhingig sind.
Das heifst, dass die Abhéingigkeit der Varianz vom Erwartungswert vollstédndig durch die
Varianzfunktion V' (u) erklart ist.
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Bemerkung. Verwendet man fiir die Modellierung des Erwartungswertes und der Disper-
sion den gleichen Satz an erkldrenden Variablen (gilt also X = Z), kénnen implizite
Abhéngigkeiten auftreten [vgl. Nelder and Pregibon| 1987].

Die Response-Variable des Dispersionmodells ¢; muss derart gewihlt sein, dass E (¢;) =
¢; und var (t;) = ¥YVp(¢;) gilt. Eine mogliche Wahl ist die i-te Komponente der Deviance
d;, wobei dann E (d;) ~ ¢; nur approximativ gilt, wie im vorherigen Abschnitt gezeigt
wurde.

Um die Wahl von t; = d; zu motivieren, untersuchen wir die Eigenschaften der EQL-
Funktion. Diese lautet fiir nicht konstante Dispersionsparameter:

Q" (1, &) = —3 O {108 26V (41)) + Dl )61} (1.16)
i=1

Betrachtet man die ¢; als bekannt, erhélt man tiber die Ableitung von (1.16)) nach §;,1 <
j < p die bereits bekannte Score-Gleichung:

Nz Opi _
Z Y

Hélt man umgekehrt p; fest, liefert die Ableitung von (1.16) nach v, 1 < k < ¢ fiir
d; = D(y;, p;) die Gleichung:

n
> d’;f’ 09i _ . (1.17)
i—1 o7 Ok
Gleichung entspricht also einem Quasi-Likelihood-Ansatz fiir die Response-Varia-
ble d = (dy,...,d,)" mit Erwartungswert E (d;) = ¢;, quadratischer Varianzfunktion
Vp(¢i) = ¢? und Dispersionsparameter ¢ = 2.

Um nun die Parametervektoren B und ~ zu bestimmen, bedient man sich des Seesaw-
Algorithmus’ (Ségezahn-Algorithmus). Dazu berechnet man zuerst das GLM fiir den
Erwartungswert, wobei man mit 1 < i < n: ¢; = 1 startet. Mit den geschétzten Erwar-
tungswerten £ erhélt man auch die Deviance d, die als Response im Dispersionsmodell
dienen soll. Aus dieser bestimmt man dann eine Schitzung éﬁ fiir die Dispersionspa-
rameter. Selbige verwendet man nun wiederum als a-priori Gewichte im GLM fiir den
Erwartungswert. Dieser Vorgang wird wiederholt, wobei in der Regel vier bis fiinf Itera-
tionen ausreichend sind [vgl. Nelder and Lee| 1998|. Einen Algorithmus zur Bestimmung
der Parametervektoren 8 und ~ findet man bei |Smyth|[1989].

Fiir die aus der EQL-Funktion abgeleitete gemeinsame Modellierung von Erwartungs-
wert und Dispersion verwendet man an zwei Stellen Approximationen. Zum einen nimmt
man an, dass E (d;) = ¢; gilt. Der Bias fiir d; ist i. Allg. klein, aufer fiir extreme Fille, wie
fiir Poisson-verteilte Fehler mit kleinen p-Werten. Da ein allfilliger Bias des Schétzers d;
allerdings nur als a-priori Gewicht mit p interferiert, ist sein Einfluss auf die Schétzung
von 3 gering [vgl. Nelder and Lee, |1998|.

Zum anderen nimmt man unabhingig von der zugrunde liegenden Verteilung fiir das
Erwartungswertmodell eine Gamma- Varianz fiir die Dispersion an. Sind die Y; normalver-
teilt, folgt, dass die d; := D(y;, j1;) eine ¢;x3-Verteilung aufweisen. Die x2-Verteilung ist

10



1 Eine Erweiterung der Quasi-Likelihood-Funktion

dquivalent zu einer T'(n/2,2)-Verteilung und damit lsst sich fiir d;/¢; ~ X3 < d;/p; ~
'/ 2,2)@ die Varianz durch var (d;/¢;) = 2 = var(d;) = 2¢? ausdriicken und damit
beschreibt die Gamma-Varianz die Varianz der Deviance-Komponenten bei normalver-
teilten Response-Variablen exakt.

Fiir nicht normalverteilte Response-Variablen trifft dies allerdings nicht mehr zu. [Pier-

ce and Schafer| [1986] zeigen aber, dass die Berechnung der Deviance-Residuen r” :=

7
sign(y; — f1;)\/ D (yi, f1;) der ,best normalizing transformation® (der besten Transformati-
on auf Normalverteilung) der GLM-Verteilung sehr &hnlich ist, womit die i-te (skalierte)
Deviance-Komponente (die dem i-ten quadrierten Deviance-Residuum entspricht) als
Quadrat einer approximativ standardnormalverteilten Groke y3-verteilt ist, was — wie
bereits gezeigt — einer I'(1/2,2)-Verteilung entspricht. Somit lasst sich auch fiir nicht

normalverteilte Response-Variablen die Verwendung der Gamma-Varianz rechtfertigen.

Bemerkung 1. Eine Variante der EQL-Funktion ist die PL-Funktion |[Davidian and Car-
roll, [1988]. Dazu betrachtet man die log-Likelihood-Funktion einer Stichprobe y unab-
héngig normalverteilter Zufallszahlen mit unterschiedlichen Erwartungswerten p; und
(unterschiedlichen) Varianzen o2, wobei man die Varianz als Funktion des Erwartungs-
wertes iiber var (V;) = ¢;V (u;) = o2 - 1 ausdriickt:

n

1 ¢ i — i)
L(p, o y) = —§Zlog (2m07) — Z(y%é”
=1 =1 ?

n

_ 1y Vi L =)’

= 3 > {log (2mérV () + 72 /6 } (1.18)
=1

dabei bezeichnen die r; die Pearson-Residuen. Die Gleichung ist fiir normalverteilte
Variablen eine exakte log-Likelihood-Funktion. Verwendet man sie jedoch auch fiir nicht
normalverteilte Variablen (verwendet man also eine andere Varianzfunktion), trifft dies
nicht mehr zu. Wir bezeichnen die Grofe (1.18) als Pseudo-Likelihood-Funktion.

Die PL-Funktion unterscheidet sich von der EQL-Funktion also in der Verwendung der
(quadrierten) Pearson-Residuen anstatt der Deviance und im Argument der Varianzfunk-
tion im ersten Term. Verwendet man als Response-Variable im Dispersionsmodell
die quadrierten Pearson—Residuen,[ﬂ erhdlt man die Schétzer fiir 4 iiber Maximierung der
PL-Funktion.

Bemerkung 2. Da ML-Schétzer fiir die Varianz in Regressionsmodellen verzerrt sein kon-
nen, greift man beispielsweise beim LM auf REML-Schitzer zuriickﬁ Damit erreicht
man zumindest asymptotische Unverzerrtheit. [Smyth and Verbylal [1999] erweitern die
Idee der REML-Schétzer auch fiir nicht normalverteilte Response-Variablen.

“Dabei ist die Parametrisierung derart gewihlt, dass E (d;/¢;) = 2-1/2 = 1 und var (d;/¢;) = 4-1/2 =
2 gilt.

°Fiir die Pearson-Residuen r; gilt im Gegensatz zu den Deviance-Komponenten d; : E (r7) = ¢; exakt.

SREML wird auch als Residual-Mazimum-Likelihood bezeichnet.
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1 Eine Erweiterung der Quasi-Likelihood-Funktion

Tabelle 1.2: EQL-Modelle fiir die gemeinsame Modellierung von Erwartungswert und

Dispersion
Erwartungswertmodell Dispersionsmodell

Komponente GLM fiir p GLM fiir ¢
Response Y d
Erwartungswert I 0]
Varianz OV (1) 2452
Linkfunktion n=g(p) ¢ = h(9)
Linearer Pradiktor n=Xpg =2y
Deviance Komponente d 2{—log(d/¢p) + (d — ¢)/o}
a-priori Gewichte 1/¢ 1

Bemerkung 3. Eine andere Zugangsweise zur Losung von Problemen mit nicht konstan-
ten Dispersionsparametern findet man bei|Efron [1986]. Durch die Einfiihrung der Double
Ezponential Family (,Doppelte Exponentialfamilie“) — die beziiglich der Dispersionspa-
rameter ¢ dhnliche Eigenschaften wie fiir den Vektor der Erwartungswerte p besitzat —
wird auch eine Modellierung der Dispersionsparameter ermdglicht. Beide Ansétze liefern
dabei die gleichen Resultate [vgl. Lee and Nelder, 2000].

Zusammenfassend ldsst sich die Idee der gemeinsamen Modellierung von Erwartungs-
wert und Dispersionsparameter also auf die EQL- bzw. die PL-Funktion zuriickfiihren,
da die jeweiligen Score-Funktionen nach ¢ die Gestalt einer Score-Funktion eines GLM
aufweisen. Die Tabelle fasst die Komponenten der beiden, aus der EQL-Funktion
abgeleiteten Modelle noch einmal zusammen [vgl. Nelder| [1998].

1.2 Parametrisierte Varianzfunktionen

Eine weitere Anwendungsmdoglichkeit der EQL-Funktion besteht in der Verwendung von
Varianzfunktionen aus einer parametrisierten Familie Fg > Vg(u) := V' (1, 6), wobei 6
einen Vektor unbekannter Parameter der Varianzfunktion beschreibt. Die EQL-Funktion
lautet dafiir:

Qi (1.0,9) = —5 > {log (2m6Vo(y0)) + Dolyi, 1) /6}. (1.19)

i=1

wobei die Deviance Dg(y;, ;) tiber die QL-Funktion von der Varianzfunktion Vp und
damit von @ selbst abhéingt. Das Ziel ist nun die Bestimmung jenes Parameter-Schétzers
(3, 0) der die EQL-Funktion (1.19) maximiert.

Um statistische Aussagen iiber die nicht linearen Parameter treffen zu kénnen, schla-
gen Nelder and Pregibon| [1987] vor, sogenannte Profile-Quasi-Likelihood-Intervalle zu
verwenden. Dazu hélt man den Parameter 8 auf einem Wert 6 fest und berechnet den
Schéatzer B(Go) mittels der bereits vorgestellten Methoden. Diesen Vorgang wiederholt

12



1 Eine Erweiterung der Quasi-Likelihood-Funktion

man fiir verschiedene Werte aus einem zu definierendem Intervall I (das auch mehrdimen-
sional sein kann) und bestimmt damit den Maximalwert der EQL-Funktion aus diesem

Intervall:
+ +
Qmax - rgg;{ Qg . (120&)
Definiert man weiters den Wert
Q;L = QI—;ax - Qg_v (120b)

lasst sich iiber die Gleichungen (|1.20)) eine Menge O finden, fiir dessen Werte die Dif-
ferenz kleiner als eine vorgegebene Schranke ¢ ist. Die Menge © entspricht fiir
den Fall, dass 8 € R gilt (die Varianzfamilie Fy hingt also nur von dem Skalar 6 ab),
einem Intervall. Dieses Intervall wird als Profile-Quasi-Likelihood-Intervall bezeichnet.
Eine mogliche Wahl fiir ¢ ist beispielsweise ein 1/2- Xif—Quantil, wobei die Anzahl der
Freiheitsgrade der Dimension von @ entspricht. Bei |(Candy| [2004] findet man eine prak-
tische Anwendung der Profile-QL-Methode zur Bestimmung des Parameters 6 der Vari-
anzfunktion V(u) = pf im Zuge der Modellierung von Fischfangquoten.

Fiir Verteilungen aus der Exponentialfamilie findet man asymptotische Eigenschaften
fiir Profile-QL-Intervalle bei Jorgensen [1983]. Trifft man nur Annahmen beziiglich der
ersten beiden Momente, regen Nelder and Pregibon [1987] fiir bestimmte Datensétze
Bootstrap-Verfahren an, um iiber die dadurch gewonnene ,Resampling-Verteilung“ In-
tervalle fiir @ zu bestimmen.

Im folgenden untersuchen wir unterschiedliche Familien von Varianzfunktionen und
leiten uns die jeweiligen QL-Funktionen her, die in die Deviance einfliefsen.

1.2.1 Potenz-Ansatz

Verwenden wir fiir die Varianzfunktion einen Potenz-Ansatz V (u) = p¥, erhalten wir je
nach Wahl von k unterschiedliche Resultate, wie sie im folgenden zusammengefasst sind.

e k = 0: Die Varianzfunktion lautet somit V' (u) = 1 und entspricht der Annahme
einer Normalverteilung. Es gilt also fiir 3, u € R, ¢ = o

(y — p)?
202

FPy—t .
Qu,y) = / 5— dt + Funktion in y = —
o

e k= 1: Der Ansatz von V(u) = u entspricht bei einem fixen Dispersionsparameter
von ¢ = 1 einer Poisson-Verteilungsannahme. Die QL-Funktion ergibt damit fiir
p>0,y=>0:

Quuy)= | ~——dt=ylogu—p.

e k = 2: Die quadratische Varianzfunktion V (u) = p? ergibt sich bei einer Gamma-
verteilung Y ~ I'(u, 1). Fiir p > 0,y > 0 gilt:

Hy—t
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1 Eine Erweiterung der Quasi-Likelihood-Funktion

e k € R\ {1,2}: Die Varianz-Annahme V(y) = p* fiihrt fiir & € R\ {1,2} bei
u >0,y > 0 zu der QL-Funktion

B Py —t B 1 B Y
Q(May) _/ tk dt = (]{;-2)#16*2 (k‘— 1)#1671'

Bemerkung 1. Die Potenzfunktion V(u) = pF fiihrt also fiir k& € {0,1,2,3} zu einer
Verteilung aus der Exponentialfamilie[]

Bemerkung 2. Die Familie der Tweedie- Verteilungen ist eine Familie von Verteilungen
aus der Klasse der Fzponential Dispersion Models (exponentielle Dispersionsmodelle),ﬂ
die auf \Jorgensen [1987| zuriickgeht. Dabei charakterisiert eine Tweedie-Verteilung einen
Erwartungswert von IE (Y) = p und eine Varianz von var (Y) = ¢p” mit £ < 0VEk > 1 und
damit sind insbesondere die Normal-, die Poisson-, die Gamma- und die Inverse-Gauf-
Verteilung Mitglieder der Tweedie-Familie. Fiir den Potenz-Ansatz V(1) = p” bei einem
EQL-Modell existiert somit fiir k <0V k > 1 eine Verteilung aus der Tweedie-Familie.

Das R-Paket tweedie |[Dunn| 2007| stellt die Funktion tweedie.profile zur Verfii-
gung, die den Schétzer fiir den Parameter k der Tweedie-Verteilung iiber einen Profile-
Likelihood-Ansatz bestimmt. Der Dispersionsparameter ¢ wird in diesem Paket iiber
die Maximierung der log-Likelihood-Funktion bestimmt und ist somit ein ML-Schétzer.
Diese Vorgehensweise unterscheidet sich von dem durch die EQL-Funktion induzierten
Verfahren, indem sie stirkere Annahmen[ﬂ trifft und somit einen anderen Zugang wihlen
kann.

"Dabei gehort die Varianz-Annahme V(u) = p® zu einer Inversen-Gauf-Verteilung.

®Die Familie der ,Exponential Dispersion Models® selbst ist eine Erweiterung der Exponentialfamilie.

°Es wird die Kenntnis der Verteilung zugrunde gelegt, wihrend sich der EQL-Ansatz mit der Existenz
der ersten beiden Momente begniigt.
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1 Eine Erweiterung der Quasi-Likelihood-Funktion

1.3 Beispiele

In diesem Abschnitt wollen wir die Funktionalitit der Bibliothek E{L anhand einiger
Beispiele vorstellen.

1.3.1 Potenzfamilie

Anschauungsbeispiel

Zuerst wollen wir in einem konstruierten Beispiel die Plausibilitit der Funktion egl
iiberpriifen. Dazu generieren wir zuerst je zwei Gruppen zu 100 poissonverteilten Zufalls-
variablen Yj; ~ P (pi;),1 <4 < 100,5 = 1,2 mit den Erwartungswerten p;; = 10 und
iz = 100. Die Poissonverteilung ist durch die Varianzfunktion V(u) = p charakterisiert
und ist somit ein Mitglied der Potenzfamilie Fy = {Vp(u) = u?}. Wir wollen das Modell

. I j=1,
1<i<100: @ = 9 i_9’
j:

log piij = B-x; mit Vp(p) = p’

an die Daten anpassen, wobei wir den EQL-Ansatz verwenden um den Parameter 6 zu
schitzen. Da die Daten aus einer Poissonverteilung kommen, erwarten wir ein Ergebnis
fiir 6 in der Nihe von Eins. Der tatsichliche Wert des Parameters B liegt bei § =log 10 =
2.3026, da gilt:

logl0=8 = B= = 2.3026,

1
log1l00 =28 = pB= 3 log 100 = log 10 = 2.3026.

Als Suchgitter wihlen wir ein dquidistantes Gitter im Intervall [0,2]. Der folgende
R-Code fasst die Berechnungen zusammen:
> library(EQL)
Lade ndtiges Paket: ttutils
> set.seed(1234)

>y <- c(rpois(100, 10), rpois(100, 100))
> x <- rep(1:2, each=100)

> ps <- list(seq(0, 2, length=20))
> eq <- eql(y " x - 1, ps, powerVarianceFamily(), include.model=TRUE)
~~ Extended Quasi Likelihood =~

* Dimension of parameter space: 20
* Starting loop:

15



1 Eine Erweiterung der Quasi-Likelihood-Funktion

Profile EQL-Plot
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Abbildung 1.1: Profile-Plot fiir den Potenz-Ansatz fiir einen konstruierten Datensatz
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Fommmm e Fommm - +
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* End loop

* Start smoothing:
Smoothing on an equidistant grid between EQL values with 10 nodes
* End smoothing

> eq
EQL-Max: -633.4521 at: theta = 0.959
EQL Summary:
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

-698.2 -669.7 -650.5 -655.0 -638.0 -633.5

> eqPmod$coef
X
2.305751

Der maximale EQL-Wert wird im Gitter an der Stelle § = 0.959 angenommen. Dieser
Wert liegt nahe beim tatsichlichen Wert # = 1 und ein Blick auf den Profile-Plot in Abbil-
dung[L.1] zeigt, dass 6 = 1 im 95%-Konfidenzintervall liegt. Der Schiitzer fiir 3 schlieflich
liegt bei B = 2.3058 und ist somit auch in der Nihe des tatsiichlichen Parameterwertes.
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Tabelle 1.3: Parameterschatzer fiir den Textildatensatz

Methode & By B B3 0 EQL-Wert
EQL 6.3477 0.8408 —0.6288 —0.3707 2.4906 —160.5579
Tweedie 6.3478 0.8407 —0.6286 —0.3718 2.4612 —160.5612

Direkte Optimierung 6.3487 0.8433 —0.6267 —0.3727 2.5360 —160.5726

Textildaten

Den in Abschnitt 7?7 vorgestellten Datensatz iiber die Strapazierfiahigkeit von Textilfa-
sern von Box and Cox [1964] verwenden Nelder and Pregibon| [1987] wm mit Hilfe der
EQL-Funktion den Parameter der Potenzfamilie zu bestimmen. Wir wollen diesen Da-
tensatz ebenfalls analysieren und die erhaltenen Schatzer mit Schétzern vergleichen, die
der Tweedie-Ansatz und eine direkte numerische Optimierung der EQL-Funktion liefert.

Bemerkung 1. Der Unterschied der direkten Optimierung zur Funktionalitit von eql
besteht darin, dass in der direkten Optimierung versucht wird, die linearen und die nicht
linearen Parameter des Modells unter Zuhilfenahme eines numerischen Optimierungsver-
fahrens direkt iiber die Maximierung der EQL-Funktion zu bestimmen, wahrend eql die
linearen Parameter (also den Parametervektor 3) mit den Methoden des Generalisierten
Linearen Modells bestimmt und den nicht linearen Parameter (also den Parameter 6 der
Varianzfamilie) iiber die Gittersuche ermittelt.

Bemerkung 2. Im Allgemeinen verlangt die Verwendung eines numerischen Optimie-
rungsverfahrens eine Spezifizierung eines Startvektors fiir die Parameter, iiber die opti-
miert werden soll. Daher erweist sich diese Methode zur Bestimmung der Parameter als
wenig praktikabel, da sie eine ungefiahre Kenntnis der Gréfserordnung aller im Modell
vorkommenden Parameter voraussetzt.

Wie bereits in Abschnitt 77 betrachten wir das Modell

logp =a+z181 + 2262 + 2383, Vp(p) = MQ’

wobei wir fiir den Tweedie-Ansatz noch zusétzlich Y ~ Tweedie-Verteilung annehmen.

Das Suchgitter fiir die Funktionen tweedie.profile und eql besteht in beiden Féllen
aus einer dquidistanten Folge im Intervall [1.1, 4]. Die Startwerte fiir die direkte Optimie-
rung setzen wir mit (a?, 89, 89, 89,60°) = (4,0,0,0,1) fest. Die resultierenden Schiitzer
sind in Tabelle[1.3] zusammengefasst. Man erkennt, dass alle Ansitze in etwa die gleichen
Ergebnisse liefern, wobei der Ansatz tiber die Gittersuche den hochsten EQL-Wert liefern
kann. Allerdings unterscheiden sich die Schétzer dieser Methode von den Schétzern der
anderen Methoden nur kaum. Die Schitzer fiir die linearen Parameter beim Tweedie- und
beim EQL-Ansatz sind nahezu identisch, wenngleich die EQL-Funktion einen leicht gré-
leren Wert fiir 6 schatzt, der allerdings selbst wiederum kleiner als der von der direkten
Optimierung bestimmte Wert ist.

Vergleicht man die log-Likelihood-Funktion der Tweedie-Verteilung in Abbildung ??
mit dem Profile-EQL-Plot in Abbildung erkennt man, dass das Konfidenzintervall
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Profile EQL-Plot
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Abbildung 1.2: Profile-Plot fiir den Potenz-Ansatz fiir den Textildatensatz

bei letzterem grofer ist, was sich damit erkldren ldsst, dass der Tweedie-Ansatz — wie
bereits erldutert — restriktivere Annahmen trifft und damit stérkere Aussagen zu machen
im Stande ist.

Bemerkung. Die direkte Optimierung reagiert dufserst sensitiv auf die Wahl der Start-
werte. Verwendet man beispielsweise den Vektor (a?, 89, 39, 89,0°) = (0,0,0,0, 1) erhélt
man die Schiitzer (&, A1, B2, B3, 0) = (4.9780, 1.0205, —2.0455, —0.3083, 0.3881) mit einem
zugehorigen EQL-Wert von —207.4769 als Losung. Daher ist die direkte Optimierung nur
dann zuverlédssig, wenn man die Gréfenordnung der zu schitzenden Parameter kennt.

1.3.2 Erweiterte Binomialfamilie

In Tabelle [1.4]findet sich ein Datensatz [vgl.[Wedderburn| [1974], der die von der Blattfle-
ckenkrankheit (Rhynchosporium secalis) befallene Blattflache verschiedener Gerstenarten
fiir unterschiedliche Anbaugebiete beschreibt. McCullagh and Nelder [1989] untersuchen
diesen Datensatz unter Zuhilfenahme des QL-Ansatzes V(i) = p?(1 — p)?, da die Bino-
mialvarianz V' (u) = pu(1 — p) speziell fiir sehr kleine bzw. sehr grofe Fléchenanteile zu
grof sein scheint.

Bemerkung. Der Datensatz enthélt exakte Nullen und fiir die erweiterte Binomialvari-
anz gilt Vk,[ : V(0) = 0. Da die EQL-Funktion fiir Varianzfunktionen mit V(-) = 0
nicht definiert ist, belegen wir die entsprechenden Zellen mit dem Wert NA. Das heifst im
speziellen auch, dass die Ergebnisse von denen von [McCullagh and Nelder| abweichen.

Mit Hilfe des EQL-Ansatzes wollen wir nun untersuchen, welche Werte fiir k& und !
plausibel sind. Dazu passen wir ein Modell mit den beiden Faktoren ,Anbaugebiet und
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Tabelle 1.4: Anteil [in %] der mit der Blattfleckenkrankheit befallenen Blattfliche ver-
schiedener Gerstenarten

Gerstenart
Gebiet 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0.05 0.00 0.00 0.10 025 0.05 0.50 1.30 1.50 1.50

0.00 0.056 0.05 030 075 030 3.00 750 100 12.70
1.25  1.25 2,50 16.60 250 250 0.00 20.00 37.50 26.25
250 050 0.01 3.00 250 0.01 25.00 5500 5.00 40.00
5.50 1.00 6.00 1.10 2,50 8.00 16.50 29.50 20.00 43.50
1.00 5.00 5.00 500 500 5.00 10.00 5.00 50.00 75.00
5.00 0.10 5.00 5.00 50.00 10.00 50.00 25.00 50.00 75.00
5.00 10.00 5.00 5.00 25.00 75.00 50.00 75.00 75.00 75.00
17.50 25.00 42.50 50.00 37.50 95.00 62.50 95.00 95.00 95.00

© 00 g O U i Wi

,Gerstenart” an und untersuchen mit dem EQL-Konturplot welche Kombinationen von
Werten fiir k£ und [ innerhalb des Konfidenzbereichs liegen.

Fir das Suchgitter bilden wir das kartesische Produkt der dquidistanten Folgen L; C
[1,2] und Ly C [1,3] mit |L;| = |L2| = 100. Damit ergibt sich ein Suchgitter © mit
|Li|-|L2| = 10000 Gitterpunkten.

Der maximale EQL-Wert im Gitter von 150.6194 wird fiir k= 1.939 und [ = 2.434
erreicht. Die Abbildung zeigt den EQL-Konturplot und man erkennt, dass die von
McCullagh and Nelder| gewdhlte Parameterwahl £ = | = 2 im Konfidenzbereich liegt,
wahrend die Binomialvarianz £k = [ = 1 von den Daten ganz deutlich nicht unterstiitzt
wird.

Die Deviance bei der erweiterten Binomialvarianz wird — wie bereits besprochen — nu-
merisch bestimmt. Fiir gewisse Parameter-Kombinationen konvergiert das Integrations-
verfahren allerdings nicht. Verschiebt man das Suchgitter etwas nach links und verwendet
eine dquidistante Folge L; C [1, 3], kénnen gewisse Kombinationen nicht berechnet wer-
den. In der Abbildung erkennt man am rechten Rand einen weiken Bereich von

Parameter-Kombinationen, fiir die kein EQL-Wert berechnet werden konnte.
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Abbildung 1.3: EQL-Konturplots fiir den Blattflecken-Datensatz
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