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Hypergruppen in Analysis und
Wahrscheinlichkeitstheorie

Ein Tribut an den Meister

Herbert Heyer
Tiibingen, Deutschland

AnléBlich des Kolloquiums zum Gedenken an Professor Dr. Leopold Schmet-
terer in der Osterreichischen Akademie der Wissenschaften zu Wien am 4.
April 2005 gehaltener Vortrag

,,Verachtet mir die Meister nicht!*

Dieser Aufruf des Hans Sachs in Wagners Oper moge die Ausfiihrungen einleiten, die der
Schiiler in Verehrung seines Lehrers Ihnen, meine sehr verehrten Damen und Herren, den
Néchsten, den Kollegen und den Weggefihrten von Leopold Schmetterer, zugedacht hat.

In einer Zeit, da Bildung und Lehre in aller Munde heill und umstritten diskutiert wer-
den, man keine noch so skrupuldse Evaluation der Leistungen von Lehrern und Schiilern
scheut, um im Wettbewerb anonymer Institutionen zu obsiegen, gerit eine Beziehung,
aus der unser Wissen Jahrhunderte lang gespeist wurde, leicht in Vergessenheit: Das
Verhiltnis zwischen Meister und Schiiler. Diese nicht selten als anachronistisch emp-
fundene Beziehung war doch der Ausgangspunkt aller bedeutenden Errungenschaften in
allen Bereichen kreativen Tuns. Man kann mit bedeutenden geistigen Gespannen auf-
warten: Sokrates - Platon, Tycho Brahe - Kepler, Edmund Husserl - Martin Heidegger,
um nur drei Beispiele zu nennen. Natiirlich zeigen die einschligigen Biographien auch
spannungsreiche, oft problematische Verhiltnisse zwischen Meister und Schiiler. Aber es
gibt markante Konstanten, die derartige Partnerschaften wertvoll erscheinen lassen: das
leidenschaftliche Streben nach Wahrheit und das fiir dies gemeinsame Unternehmen un-
erlidssliche Vertrauen zueinander.

Die Meister-Schiiler-Beziehung griindet auf dem schon von Schiller so bezeichneten
,padagogischen Eros™. In den groffen Bildungsromanen vom Parzival {iber Goethes ,,Wil-
helm Meister, Morikes ,,Maler Nolten* bis hin zu Thomas Manns ,,Doktor Faustus* liest
man von Meisterschaft und Jiingerschaft.

Hermann Hesses ,,pddagogische Provinz* hat ihre Wurzeln im Staate Platons, im Tao
und im Konfuzianismus, im mittelalterlichen Monchtum und in den Akademien der ita-
lienischen Renaissance.

Noch heute ist die Meister-Schiiler-Beziehung eine unverzichtbare Begleiterschei-
nung des Zusammenspiels der Generationen. Sie gehort zu jeder Form von Ausbildung
und Weitergabe von Wissen. Sie schafft den Anreiz zu produktiver Kontinuitit, garan-
tiert die Fortentwicklung des Erreichten. Im kiirzlich in deutscher Ubersetzung erschienen
Buch des Universalgelehrten George Steiner mit dem Titel ,,Lessons of the Masters™ steht
die These

,Meister bewahren und verstirken die Erinnerung. Jiinger erweitern, verbrei-
ten die Hauptstiitze der Identitit.*
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Den maitre de pensée zu verehren, gar ihm nachzufolgen, darf nicht als eine die ei-
gene Kreativitit schmilernde Unterordnung verstanden werden. In einer guten Meister-
Schiiler-Beziehung gibt der Meister die Richtung vor und zieht sich zuriick, sobald das
selbststindige Arbeiten des Schiilers gesichert ist. Eine solche Beziehung kann, nament-
lich in den Naturwissenschaften und in der Mathematik, zur Zusammenarbeit von dquipo-
tenten Geistern fiihren. Dann stellt sich gegenseitige Wertschitzung ein, ohne dass der
Vorrang des Meisters vor dem Schiiler gefidhrdet ist.

Meine sehr verehrten Damen und Herren. War es ein zu hoch gegriffener Rahmen, in
den ich den dahin geschiedenen Meister und seine ihn iiberlebenden Schiiler eingebettet
habe?

An der Ideengeschichte orientiert ist jede, aber auch jede Meister-Schiiler-Beziehung
ein wertvolles Kulturgut, das Anerkennung und Respekt vor dem Werk des Meisters
auslost.

Mein Ziel im weiteren Verlauf des Vortrages wird sein, diejenige Meisterschaft Leo-
pold Schmetterers erkennbar werden zu lassen, welche zu Fundierung und Ausbau der
strukturellen Wahrscheinlichkeitstheorie gefiihrt hat, einem Teilgebiet der modernen Sto-
chastik, das in neuester Zeit von der Grundstruktur einer Hypergruppe geprigt worden
1st.

1 Von der Gruppe zur Hypergruppe

Es seien eine lokalkompakte Gruppe G und eine kompakte Untergruppe H von G mit
normiertem Haar-Mal3 wy gegeben. Wir betrachten den mit der Quotiententopologie aus-
gestatteten lokalkompakten Raum

K :=GJ//H :={HzH :z € G}

der H-Doppelnebenklassen von G. Dieser triagt im allgemeinen weder eine Gruppen-
noch Halbgruppenstruktur. Trotzdem kann man im Raum M*(K) der beschriinkten Radon-
Masse auf K eine Faltung einfiihren. Sie wird fiir Dirac-MaBle durch

EHxzH * EHyH ‘= / EHxhwaH(dh) )
H

sofern HrH, HyH € K, und nach Fortsetzung fiir alle MaBe in M b(K ) definiert. K wird
damit zu einer lokalkompakten Hypergruppe (K, x) im Sinne der Definition der Autoren
C.F. Dunkl, R.J. Jewett und R. Spector, die unabhingig voneinander um das Jahr 1975 die
im Folgenden nur fragmentarisch beschriebene Axiomatik vorschlugen.

Definition Hypergruppe heifit jeder lokalkompakte Raum K, welcher mit einer Faltung
genannten Abbildung

(1 v) = pxv
von M*(K) x M*(K) in M°(K) so ausgeriistet ist, dass u.a. folgende Axiome gelten:

e Die Faltung ist stetig bzgl. der schwachen Topologie in M°(K).
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e M*(K) wird zusammen mit der Faltung und der Normtopologie eine Banach-Alge-
bra, welche eine Involution pz — p~ und ein neutrales Element ¢, (fiir ein ausge-
zeichnetes e € K) besitzt.

e Firz,y € K ist e, * €, ein Wahrscheinlichkeitsmal auf A mit kompaktem Tréger.

e Die Abbildung
(z,y) — supp(ex * &)

von K x K in den mit der Michael-Topologie versehenen Raum der kompakten
Teilmengen von K ist stetig.

Als triviales Beispiel einer Hypergruppe erwihnen wir eine Gruppe K, fiir die
Ex ¥ Ey = Eqgy

gilt, die Faltung ¢, * ¢, fiir x,y € K also einen einpunktigen Tréger besitzt.

Bemerkung Gegeniiber der deterministischen Produktbildung im Gruppenfall kann man
die Hypergruppenoperation stochastisch interpretieren, da Elemente in K sozusagen mit-
tels eines Wahrscheinlichkeitsmafles verkniipft werden.

Als Einiibung in die Methode merken wir an, dass Eigenschaften einer Hypergruppe
K stets in der Sprache der Mafle zu formulieren sind. Zum Beispiel heilit K kommutativ
falls

Ex ¥ Ey = Ey ¥ &
gilt fiir alle x,y € K.

Allgemeines Beispiel Es seien GG ein lokalkompakte Gruppe und H eine kompakte Un-
tergruppe, so dass ein Gelfand-Paar (G, H) vorliegt, d.h. dass die Unteralgebra der H-
invarianten MaBe in M®(G) kommutativ ist. Dann ist der Raum G// H stets eine kommu-
tative Hypergruppe.

Unterbeispiele, die ein Klassifikationsschema fiir kommutative Hypergruppen sug-
gerieren

(a) (Nichtkompakter Typ) Fiir G' := M(d) (die Bewegungsgruppe des R%) und H :=
SO(d) (d > 1) erhdlt man G/H = R?und G//H = R, - R, trigt die von der
Gruppenfaltung in M(d) induzierte Bessel-Kingman-Faltung.

(b) (Kompakter Typ) seien G := SO(d + 1) und H := SO(d) (d > 1). Dann ist
G/H =~ S%und G//H = [-1,1]. Es triigt [—1, 1] die Gegenbauer-Faltung.

(c) (Diskreter Typ) Falls G := Aut(I") fiir einen Graphen I und H := H,, der Stabi-
lisator des Knotens #, € I" unter der Aktion von G auf I, ergibt sich G/H = T,
der Graph I ist also als homogener Raum darstellbar, und Z, als Doppelklassen-
Hypergruppe trigt die Cartier-Faltung.

Das Unterbeispiel (¢) wird in Abschnitt 4 genauer ausgefiihrt werden.



414 Austrian Journal of Statistics, Vol. 34 (2005), No. 4, 411-419

2 Zur Analysis kommutativer Hypergruppen

Zu diesem Thema stellen wir nur ausgewihlte Grundziige bereit; Interessierte mogen sich
in der mit W.R. Bloom im Jahre 1995 publizierten Monographie des Autors mit dem Titel
,Harmonic Analysis of Probability Measures on Hypergroups® préziser orientieren. Es
sei K weiterhin eine kommutative Hypergruppe

2.1 Die verallgemeinerte Translation von x € K wird als Operator 7% auf zuldssigen
Funktionen f auf K durch

1°f) = [ fdearz)
K
fiir alle y € K definiert.

Damit ist die Formulierung des nachstehenden auf R. Spector (1978) zuriickgehenden
Resultates gerechtfertigt.

2.2 Es existiert ein eindeutiges (translationsinvariantes) Haar-Maf; wy auf K.

2.3 Charaktere von K sind stetige hermitesche Homomorphismen y von K in die Ein-
heitskreisscheibe, wobei die Homomorphie von x durch

x(@)x(y) = T"x(y)
fiir alle z,y € K ausgedriickt wird.

2.4 Im Dual K" von K werden alle Charaktere # 0 von K zusammengefasst. K" ist
ein lokalkompakter Raum bzgl. der kompakt-offenen Topologie.

Bemerkung K" ist i.a. keine Hypergruppe, so dass man nur in Spezialfillen (wie et-
wa im Unterbeispiel (a)) mit der Giiltigkeit des im Gruppenfall vorliegenden Satzes von
Pontrjagin rechnen kann.

Dennoch steht fiir kommutative Hypergruppen K

2.5 eine Fourier-Stieltjes-Transformation zur Verfiigung; sie wird als Abbildung
po

von M°(K) in dem Raum C®(K") der beschriinkten stetigen Funktionen auf dem
Dual K" von K durch

00 = [

fiir alle Y € K" definiert und erweist sich als injektiv (Eindeutigkeitssatz) und
sequentiell stetig (P. Lévys Stetigkeitssatz).

2.6 Die Abbildung R
fe=f
liefert nach Levitan (1945) einen isometrischen Isomorphismus
L*(K,wg) — L*(K", mg),

wobei 7y das zu wy gehdrige nichtnegative Plancherel- Maf3 auf K bezeichnet.

Bemerkung Da 7k im allgemeinen nicht voll ist, ergeben sich im Falle von Hypergrup-
pen gegeniiber dem Gruppenfall weitreichende analytische Probleme.
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3 Konstruktion verallgemeinerter Faltungen

3.1 Bessel-Kingman-Faltung
Es seien X und Y zwei stochastisch unabhiéngige, rotationsinvariante Zufallsvaria-
ble auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) mit Werten in R¢ (d > 1). Dann
ist auch X + Y rotationsinvariant, und

I X+Y = (| X[+ Y [P42| X || Y |cosA)"”

lasst die euklidische Kosinustransformation erkennen. Hierbei ist der Winkel A zwi-
schen X und Y unabhéngig von den nichtnegativen Zufallsvariablen X := | X| und
Y :=| Y |. Fiir die Verteilung von | X + Y | berechnet man

JdP x1y| :Cd/ / / f ((:1:2+y2+29cy cos 19)1/2) sin” 2dvPx (dz )Py (dy)
R, o R4J R J[0,27)

und nutzt das Integral zur Definition von Px * Py (f). Damit ist in R, eine Faltung
erklirt, welche R, zur Hypergruppe des Unterbeispiels (a) macht.

Bemerkung Die Integraldefinition der Bessel-Kingman Faltung kann ohne Schwierig-
keit auf reelle ,,Dimensionen anstelle von d > 1 verallgemeinert werden. Die dadurch
gestifteten Faltungen in M°(R ) riihren dann nicht mehr von Gelfand-Paaren her.

Die Konstruktion der Bessel-Faltung ist in einer allgemeineren Konstruktion von Fal-
tungen iiber R, enthalten.

3.2 Sturm-Liouville Faltungen
in M*(R,) werden mittels nichtnegativer ,Linearisierung** der Charakter ¢, in R%
eingefiihrt. Man hat die fiir alle 2,y € R, und )\ € C giiltige Formel

oa(@)pay) = / oA(2ny(d)

R
wobei das MaB p, , > 0 auf R die Definition von ¢, * ¢, liefert.

Spezialfall
R, = M(d)//SO(d) (Konstruktion 3.1 und Unterbeispiel (a))

3.3 Polynom-Faltungen
in M®(7Z.). Als Charaktere von Z, fungieren orthogonale Polynome Q,,, welche
eine nichtnegative Linearisierung der Form

QuQm =Y _ Qrg(n,m, k)
k>0
gestatten, wobei die Koeffizienten g(n,m, k) > 0 zur Definition von ¢, * £,,({k})

fiir alle n, m € Z, dienen.

Spezialfille
(0') dual zu (b) Z, = (SO(d+1)//SO(d))".
(¢)Z+ = GJ/H fir G := Aut('), H := H,,.
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4 Graphen und Hypergruppen

Wir detaillieren die Theorie des Unterbeispiels (c).
Es sei I ein lokalendlicher unendlicher Graph. Es werde vorausgesetzt, dass

(A) die Gruppe G := Aut(I') der Automorphismen von I transitiv auf I" operiert.

Dann ist G bzgl. der Produkttopologie in I'" eine total unzusammenhiingende lokalkom-
pakte Gruppe, welche den Stabilisator // := H;, eines Knotens ¢, € I' als kompakte
offene Untergruppe besitzt. Die Abbildung

gh — g(to)

von G/H in I ist ein Homéomorphismus, und die Menge K := G //H der Bahnen unter
H auf I" wird zu einer diskreten Hypergruppe mit der durch

N iy LHGH) Na(HyH)) |
€non * Eyn({HzH}) | H(yH) |

fiir alle =, y, z € GG definierten Faltung.
Dariiberhinaus werde vorausgesetzt, dass

(B) der Graph I distanz-transitiv, d.h. dass fiir die minimale Linge d(s,t) zwischen
zwei Knoten s,t € I' die folgende Eigenschaft erfiillt ist: Zu s,¢t,u,v € ' mit
d(s,t) = d(u,v) gibtes ein g € G, sodass g(s) = wund g(t) = v gilt.

In diesem Fall operiert H fiir jedes n € Z, transitiv auf den Mengen
{teTl :d(t,ty) =n}.

Somit sind K := G//H und Z, identifiziert, und die Faltung in M®(Z, ) wird von der
Faltung in M°(K) induziert.
Fiir n,m € Z, gilt daher

En*Em = Z gkg(na m, k)
k

mit g(n,m, k) > 0 (k € Z,). Genauer ist (Z,, *) eine Hypergruppe mit der Identitit als
Involution und 0 als neutralem Element.

Fiir ¢1, ¢, € R, ¢; > 0, kann man nun eine Folge (Q,,)ncz, orthogonder Polynome
definieren, indem man

QO = 17
Qi(z) = c1v + ¢, firallex € R und

Q1Qn = g(1,n,n+1)Qpn1 + g(1,n,n,)Qn + g(1,n,1n — 1)Qpn s

setzt, so dass die nichtnegative Linearisierung

Qan = Z ng(nv mk)

k>0
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vorliegt (n, m € Z,). Die Folge (Q,,)necz, Wird nach P. Cartier benannt.

SchlieBlich wendet man einen Satz von McPherson (1982) an, der impliziert, dass
I" ein Standardgraph I'*? ist, d.h. dass an jedem Knoten von I'** genau a Kopien eines
vollstindigen Graphen mit jeweils b Knoten hidngen (a,b > 1). In suggestiver Schreib-
weise symbolisiert (K, *(Q%?)) die bereits im Unterbeispiel (c) angekiindigte Cartier-
Hypergruppe.

Unterbeispiel Fiir ¢ := a — 1, b = 2, ergeben sich der homogene Baum I'? und die
zugehorige Hypergruppe (K, *(Q%)) der Ordnung g > 1. Probleme der harmonischen
Analyse und der Wahrscheinlichkeitstheorie fiir diese Struktur wurden z.B. von P. Cartier,
und J.P. Arnaud (1994) erfolgreich studiert.

S Irrfahrten in Hypergruppen

Es soll der Zugang zu einem Grenzwertsatz fiir Irrfahrten in einer Cartier-Hypergruppe
beschrieben werden.
Zunichst sei (K, ) eine beliebige kommutative Hypergruppe.

Definition

Eine Folge (S5,)ncz, K-wertiger Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(€2, 2(, IP) heif3t (stationdre, homogene) Markoff-Kette in K, falls ein Wahrscheinlichkeits-
maB v auf K existiert, so dass die Ubergangswahrscheinlichkeiten wie folgt gestaltet sind:

P(an+1 €A ’ Sn = l) =V *EZ(A)
fiir alle n € Z, alle Borelschen Mengen A von K und alle [ € K.

Falls Sy = e, so gilt

wennimmer n € Z.

In der nachstehenden Anwendung wird sichtbar, wie Irrfahrten in einem homogenen
Raum in Markoff-Ketten auf der zugehorigen Doppelklassen-Hypergruppe iibergefiihrt
werden konnen.

Es sei (T,), € Z, eine Irrfahrt im Graphen I' := ['*®, welche den folgenden Bedin-
gungen genuigt:

® (T),)nez, ist homogen in Raum und Zeit, d.h.
P(Toini1 =9(5) | Tosn = g(t)) =P(Thi1 = s | T =1)
firallen,h € Z,,s,t,eT.
® (T,)nez, ist einfach mit deterministischem Startin ¢, € I, d.h.
P(d(Tpy1, Tp) > 1) = P(d(Tpsr, Tp) = 0) = 0

firallen € Z,.
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Dann liefert der Ansatz
Sy = d(to, Ty)

fiir alle n € Z, eine Markoff-Kette in der Cartier-Hypergruppe (Z., *(Q%%)) mit defi-
nierendem Wahrscheinlichkeitsmaf ; (unabhingig von t,). Die zugehorigen Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten konnen in Abhingigkeit von a, b explizit angegeben werden.

Zur Theorie lokaler Grenzwertsitze fiir diskrete Hypergruppen haben seit 1978 u.a.
S. Sawyer, T. Steger, M. A. Picardello und M. Voit beigetragen.

Ein typischer Grenzwertsatz (M. Lindlbauer 1998)
Es seien (Z , *(Q%")) die Cartier-Hypergruppe mit a > 2, b > 2, v # ¢, ein Wahrschein-
lichkeitsmaB auf Z, , fiir welches die Momente

o = v(cos0)

und
2

A ﬁ/l/\(COS t) ‘t:O

existieren. Dann gilt fiir alle k € Z,

S () = o m)ws, (FDQE(1),

falls n — oo.

Bemerkung Abgesehen von den Konstanten erinnert man sich angesichts dieses Resultats
des klassischen Analogons

oV2rn'?Pla< S, <pB)—pB—a

fiir n — oo.

Im Beweis des Grenzwertsatzes greift man auf die Fourier-Stieltjes-Transformation
fiir die Cartier-Hypergruppe zuriick. Man bedient sich der in diesem Rahmen giiltigen
Inversionsformel

({EY) = oz, () [ P07 Qt e, (do)
+
(n, k € Z, ) sowie der Taylor-Entwicklung

1
“D(cost) = 1+ —2 + O(t4),
o 20

(t € [0, ¢] fiir ein geeignetes £ > 0).

Soweit meine mathematische Mitteilung iiber eine Thematik, die dem Meister vertraut
war und deren Entwicklung er mitgestaltet hat. Uber seine gewichtigen Beitrige im ein-
zelnen zu reden, ist am heutigen Nachmittag nicht vorgesehen. Diese Aufgabe durfte ich
anlésslich seines 70. Geburtstages hier in Wien in seiner Gegenwart wahrnehmen. Von
den Impulsen des Meisters ldngs meines eigenen wissenschaftlichen Weges seien nur ei-
nige aufgefiihrt: Dass er den Mathematikstudenten des 5. Semesters nur zégerlich in sein
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Hamburger Seminar aufnahm, da es dem Anfénger noch an mafBtheoretischen Grund-
kenntnissen fehlte, dass er Vertrauen in ihn setzte, als er ihn als Fulbright Stipendiat an
das von Jerzy Neyman geleitete Department of Statistics in Berkeley vermittelte, dass er
ihn beim Weggang von Hamburg zuriick nach Wien seinem Nachfolger Heinz Bauer nicht
ganz ohne Bedenken iiberlie}, da er ihm bereits ein Dissertationsthema schmackhaft ge-
macht hatte, dass er ihn spéter als Kollegen annahm, dessen mathematische Bemiihungen
er in der ihm eigenen verhaltenen Art nicht gering schitzte.

Die hier subjektiv beschriebene Meister-Schiiler-Beziehung war eine gelungene. Trotz
oder gerade wegen der mit Strenge forcierten hohen Anforderungen an seine Schiiler
wurde Leopold Schmetterer zum Vorbild eines magister, maitre, Meisters, den der Schiiler
nicht aufhort zu verehren.

,Die charismatische Aura des inspirierten Lehrers, der Zauber der Person im
piadagogischen Akt wird sicherlich {iberdauern*

verspricht George Steiner, und er warnt an anderer Stelle
,.Die Gesellschaft, die ihre Lehrer nicht ehrt, ist fehlerhaft.”

Und so schliefe ich im Gedenken an Leopold Schmetterer mit zwei Zeilen aus einem
Gedicht von Robert Browning

,,Der Meister, welcher ruhmreich, still und tot
ist’s, den wir tragen.*
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